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摘  要 

本文以一道典型的函数列积分极限试题为研究对象，系统给出六种求解方法，分别基于夹逼准则、换元

变形、分部积分递推、积分第一与第二中值定理、柯西–施瓦茨不等式及勒贝格控制收敛定理。通过对

各方法的思路解析、知识点梳理与思维层次分析，展现一题多解在深化微积分理解、拓展解题思路中的

作用。进一步探讨了方法的一般化推广与变式问题求解，并通过多维度对比表格进行系统比较，为函数

列积分极限的学习与教学提供参考。 
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Abstract 
Taking a typical test question of the limit of integral of function sequence as the research object, this 
paper systematically presents six solving methods, which are respectively based on the squeeze 
theorem, substitution transformation, integration by parts recursion, the first and second mean 
value theorems for integrals, Cauchy-Schwarz inequality and Lebesgue dominated convergence the-
orem. Through the analysis of ideas, knowledge points and thinking levels of each method, this 
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paper demonstrates the role of multiple solutions to one problem in deepening the understanding 
of calculus and expanding problem-solving ideas. It further discusses the generalization of methods 
and the solution of variant problems, and conducts a systematic comparison through a multi-dimen-
sional comparison table, providing reference for the learning and teaching of the limit of integral of 
function sequence. 
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1. 题目呈现 

函数列积分极限是高等数学、数学分析及大学生数学竞赛中的常见题型，其求解方法往往涉及微积

分、不等式、实变函数等多个知识模块，能有效考查解题者的知识掌握程度与思维灵活性。 
第十七届全国大学生数学竞赛决赛非数学 B 组试题中，有这样一道典型题目： 

试题[1] 设数列 ( )1

0
e d 0,1, 2,n x

na x x n= =∫  ，求 lim nn
a

→∞
。 

该问题看似简洁，却可通过多种方法求解，不同方法依托不同的数学理论，体现了从基础微积分到

现代分析的知识层级递进。本文以此题为例，系统梳理六种解法，分析其知识点与适用场景，并探讨一

题多解在教学中的价值[2]-[4]。 

2. 六种解法呈现 

解法 1 [5] [6]应用单调性和夹逼准则解答 
因为 ex 在 [ ]0,1 上连续且单调递增，故 

[ ]1 e e, 0,1x x≤ ≤ ∈  

由定积分的保序性， 
1 1

0 0

e0 d e d
1

n n
nx x a x x

n
≤ ≤ ≤ =

+∫ ∫  

由夹逼准则即得 

lim 0nn
a

→∞
=  

注 1 本解法是最朴素的直接估值思维，核心是利用函数有界性对被积函数整体放缩，属于低年级微

积分的基础工具。优点是思路直观、计算量极小、逻辑清晰，是考场与教学中的首选标准解法；缺点是

依赖被积函数的整体有界性，对无界或振荡剧烈的函数难以适用，思维层次偏基础，仅完成极限判定，

不涉及更精细的结构分析。 
解法 2 应用换元法变形解答[5] 

对原积分做变量替换简化结构，令 1nt x += ，则
1

1nx t += ， 11d d
1

n
nx t t

n
−

+=
+

，代入得 
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1 1
1 11 11 1

0 0

1 1e d e d
1 1

n n
n n

t tn n
na t t t t

n n
+ +−

+ += ⋅ ⋅ =
+ +∫ ∫  

因为

1
11 e ent +≤ ≤ 且 

1lim 0
1n n→∞
=

+
，由有界乘无穷小得 

lim 0nn
a

→∞
=  

注 2 本解法体现积分变形思维，通过换元将原式转化为更简洁的形式，有界乘无穷小收尾。换元本

身不直接给出极限，但能清晰揭示积分结构，是从直接估值到技巧处理的自然过渡，思路朴实、易于理

解。 
解法 3 应用分部积分构造递推关系解答[5] 
对 na 分部积分，令 exu = ， d dnx xυ = ，则 

11 1 1
10

0

e 1 e 1e d
1 1 1 1

x n
x n

n n
xa x x a

n n n n

+
+

+= − = −
+ + + +∫  

由于在区间 [ ]0,1x∈ 上，被积函数 e 0x nx ≥ 且不恒为零，故数列{ }na 恒为正，即 0na > 。因此， 

1
e 1 e0

1 1 1n na a
n n n+ ≤< = −
+ + +

 

令 n →∞，即得 lim 0nn
a

→∞
= 。 

注 3 本解法体现构造递推思维，不再被动放缩，而是主动通过分部积分建立 na 与 1na + 的关联，属于

技巧性更强的中层分析思维。优点是不仅能得到极限，还能给出 na 的阶估计，可推广到更一般的 

( )1

0
dnf x x x∫ 型问题；缺点是对分部积分的选取与递推不等式处理有一定技巧要求，不如夹逼法直接，思 

维门槛高于基础估值，但仍属于经典微积分框架。 
解法 4 应用积分第一中值定理解答[2] [7] 
积分第一中值定理的定义为：如果函数 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上不变号，并且 ( )g x 在闭区间 [ ],a b 上是

可积的，则在 [ ],a b 上至少存在一点ξ ，使下式成立 

( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

a a
f x g x x f g x xξ=∫ ∫  

对本题中的积分
1

0
e dxn

na x x= ∫ ，取 ( ) exf x = ， ( ) ng x x= 。由于 ex 在 [ ]0,1 上连续有界， nx 在 [ ]0,1 上

非负不变号，故由积分第一中值定理，存在 ( )0,1nξ ∈ ，使得 

1

0
e dn n

na x xξ= ∫  

计算
1

0

1d
1

nx x
n

=
+∫ ，因此 

e
1

n

na
n

ξ

=
+

 

由于 ( )0,1nξ ∈ ，故 e nξ 是有界量，而 ( )1 0
1

n
n

→ →∞
+

，由有界量与无穷小的乘积仍为无穷小量，得 

lim 0nn
a

→∞
=  

需要注意的是，若误将 nx 作为被提取的函数，写成
1

0
e dn x

n na xξ= ∫ ，则因 nξ 可能趋近于 1 (例如取
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11n

n
ξ = − 时，

1 0
e

n
nξ → ≠ )，无法直接得到极限为 0 的结论。 

注 4 本解法是中值简化思维，本质是夹逼准则的升级方法，用中值定理把连续有界因子从积分中提

取出来。优点是步骤更精炼、形式更优雅，体现对积分结构的敏锐识别；缺点是适用条件更严格，第一

中值定理要求被积函数可拆为“连续函数 × 不变号函数”，第二中值定理要求被积函数可拆为“单调函

数 × 可积函数”通用性略弱于夹逼准则，思维层次介于基础方法与构造性方法之间。 
解法 5 应用柯西–施瓦兹不等式构造上下界解答[7] 
由积分形式的柯西–施瓦兹不等式，若 ( )f x ， ( )g x 在 [ ],a b 上可积，则 

( ) ( ) ( ) ( )
21 1 12 2

0 0 0
d d df x g x x f x x g x x  ≤  ∫ ∫ ∫  

取 ( ) exf x = ， ( ) ng x x= ，得 

( )( )
21 12 2 2

0 0

e 1 1e d d
2 2 1

x n
na x x x

n
−

= ⋅≤
+∫ ∫  

因此 

( ) ( )
2e 10 0

2 2 1na n
n
−

≤ ≤ → →∞
+

 

注 5 本解法不再对被积函数逐点估计，而是依托经典不等式，将积分表达式视为函数空间中元素的

内积形式，属于更具普遍性的分析技巧。优点是不依赖单调性与中值条件，适用面更广；缺点是放缩往

往偏松，只能得到极限存在性，难以给出精确阶，思维层次高于基础估值，但仍属于经典分析工具。 
解法 6 应用勒贝格控制收敛定理解答[8] 
首先考虑函数列 ( ) en x

nf x x= 在区间 [ ]0,1 上的收敛性：对任意 [ )0,1x∈ ，当 n →∞时， 0nx → ，故

( ) 0nf x → ；仅在 1x = 处， ( )1 enf = ，不收敛于 0，但该单点为零测集，不影响数列在 [ ]0,1 上的几乎处处

收敛性，即 

( ) . . 0a e
nf x →  

其次，构造控制函数 ( ) eg x = ，对所有 n 及 [ ]0,1x∈ ，有 

( ) ( )e e en x x
nf x x g x= ≤ ≤ =  

常数函数 ( ) eg x = 在 [ ]0,1 上显然可积。根据勒贝格控制收敛定理，极限运算与积分运算可交换顺序，

因此 

( ) ( )1 1 1

0 0 0
lim d lim d lim e d 0n x

n nn n n
f x x f x x x x

→∞ →∞ →∞
= = =∫ ∫ ∫  

注 6 本解法是五种方法中理论层次最高的一种，它不再先求积分再取极限，而是直接回答“为何可

以交换极限与积分”这一问题。优点是普适性极强，对更一般的函数列极限问题统一适用；缺点是知识

门槛高，超出低年级微积分范围，在非数学类竞赛中若不注明条件易显不够严谨，体现从具体计算到抽

象理论的最高阶递进。 

3. 变式拓展 

原题的成功解决很大程度上依赖于被积函数 ex 的连续有界性以及积分区间 [ ]0,1 较为简单。本节探讨

将特殊函数 ex 替换为一般连续函数 ( )f x ，或改变积分区间时，六种解法的有效性如何变化，并通过变式

https://doi.org/10.12677/aam.2026.156266


龙厚权，朱永婷 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.156266 66 应用数学进展 
 

问题引导读者思考最优解法的选择。 

若将原题直接推广为 ( )1

0
lim dn

n
x f x x

→∞ ∫ ，其中 ( )f x 在 [ ]0,1 上连续。由 ( )f x M≤ ，夹逼准则直接给出

( )1

0
d 0

1
n Mx f x x

n
≤ →

+∫ ，依然是最直接的方法；换元、中值定理及控制收敛定理同样适用。但当问题变

为带权重的极限 ( )1

0
lim dn

n
n x f x x

→∞ ∫ 时，精度要求陡然升高[1]。此时夹逼准则只能得到有界性，难以提取精

确极限；而分部积分递推或积分第二中值定理则可深入分析阶的结构。例如，若 ( )f x 在 [ ]0,1 上连续可微，

由分部积分 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0

d 1 d 1
1 1

n nn nn x f x x f x f x x f
n n

+ ′= − →
+ +∫ ∫  

恰能得出精确值。这说明方法的选择必须与问题对信息深度的需求相匹配。 
为具体起见，提出以下变式问题： 

(1) 求极限 ( )1
1 0

lim ln 1 dn

n
L x x x

→∞
= +∫ ； 

(2) 求极限 ( )1
2 0

lim ln 1 dn

n
L n x x x

→∞
= +∫ 。 

对于 1L ，因 ( )ln 1 ln 2x+ ≤ ，夹逼准则一步到位给出 0，当属最优。对于 2L ，夹逼无法获得精确值，

而利用分部积分有 

( )
11 1

0 0
ln 1 d ln 2 d ln 2

1 1 1

n
n n n xn x x x x

n n x

+

+ = − →
+ + +∫ ∫  

此时分部积分为最优解。读者可尝试用其他方法求解 2L ，对比所获得的信息量与推导效率，从而体

会在不同目标下选择恰当工具的重要性。 

若进一步改变积分区间，例如考虑 ( )
0

d
a nx f x x∫ ，其中 0a > ，通过放缩

xt
a

= 即可化为 [ ]0,1 上的问题，

各方法的适用性与原问题一致，不加赘述。 

4. 方法总结 

以上六种解法与推广探讨共同揭示了一条由浅入深、由算到理的学习路径。夹逼准则以其直观性和

低门槛成为基础首选；换元与分部积分体现了变形与构造的技巧；中值定理和积分不等式展现了以点代

面和整体估计的思想；勒贝格控制收敛定理则将极限与积分的交换上升为一般原理。不同方法适用于不

同情境，且在“仅得极限”与“可得阶估计”之间存在本质差异。为帮助读者系统回顾和比较，表 1 从理

论基础、适用条件、信息量、普适性和思维特点五个维度进行横向对比。 
 
Table 1. Multi-dimensional comparison of six solution methods 
表 1. 六种解法多维度对比 

方法 理论基础 适用条件 信息量 普适性 思维特点 

夹逼准则 数列极限 被积函数有界，可整体放

缩为幂函数积分 仅得极限 较弱 直接整体放缩，直

观简洁 

换元变形 积分换元法 可通过代换分离参数，简

化积分结构 仅得极限 一般 变形化简，揭示结

构特征 

分部积分递推 分部积分法 被积函数可微且递推关系

可控 可以得阶估计 较强 主动构造递推，深

入阶的分析 
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续表 

积分第一中值

定理 积分中值定理 连续函数 × 不变号函数 仅得极限 较弱 中值点提取，简化

积分形式 

柯西–施瓦茨

不等式 积分不等式 被积函数平方可积 仅得极限 较强 内积估计，摆脱逐

点限制 

勒贝格控制收

敛定理 实变函数论 几乎处处收敛且存在可积

控制函数 仅得极限 极强 极限积分交换，统

一抽象框架 

 
通过表 1 可以清晰看出，若目标仅为证明极限为零，夹逼准则或控制收敛定理最为省力；若需揭示

收敛速率或得到非零极限，分部积分等构造性方法价值凸显。在实际学习和竞赛中，建议读者先以直观

方法建立直觉，再根据问题精度要求选择层次适宜的工具，实现从“会做”到“会选”的跨越。 
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