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摘  要 

本文为双曲守恒律方程构造了一种改进的通用数值通量，并发展了一类新型高阶有限体积格式。传统

Godunov格式基于分段常数近似与黎曼求解器计算界面通量，虽具备守恒性与间断捕捉能力，但仅为一

阶精度，数值耗散显著，难以兼顾光滑区域的分辨率要求。为此，本文在Godunov格式框架基础上，采

用分段二次多项式重构单元解，并通过守恒约束与插值条件确定多项式系数，突破低阶格式的精度局限。

同时，引入Hermite Weighted Essentially Non-Oscillatory (HWENO)方法对守恒变量进行高阶重构，

结合HWENO限制器实现导数近似，辅以SSP Runge-Kutta方法完成时间离散，构建了完整的高阶格式体

系。对经典基准算例的数值精度测试结果表明，所提格式适用于标量守恒律方程与欧拉方程的求解，在

光滑区域可稳定达到理论五阶收敛精度，展现出优异的高阶近似性能。 
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Abstract 
This paper constructs an improved general numerical flux and develops a new class of high-order 
finite volume schemes for hyperbolic conservation laws. The traditional Godunov scheme computes 
the interface flux based on piecewise constant approximation and Riemann solvers. Although it 
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satisfies conservation and possesses good shock-capturing capability, it is only first-order accurate 
with requirements in smooth regions. To address this limitation, based on the Godunov framework, 
this paper reconstructs the cell solution using piecewise quadratic: polynomials, with coefficients 
determined by conservation constraints and interpolation conditions, thereby overcoming the ac-
curacy limitations of low-order schemes. Meanwhile, the Hermite Weighted Essentially Non-Oscil-
latory (HWENO) method is introduced for high-order reconstruction of conservative variables. Com-
bined with HWENO limiters for derivative approximation and the SSP Runge-Kutta method for time 
discretization, a complete high-order scheme system is established. Numerical accuracy tests on clas-
sical benchmark problems show that the proposed scheme is applicable to solving scalar conserva-
tion laws and Euler equations, stably achieving the theoretical fifth-order convergence accuracy in 
smooth regions, and demonstrating excellent high-order approximation performance. 
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1. 引言 

双曲守恒律是描述流体运动、气体动力学等诸多物理过程的核心方程，因强非线性易产生激波、间

断等复杂结构，难以求解解析解，数值模拟成为主要研究手段。传统数值格式难以同时兼顾间断捕捉稳

定性与模拟精度，普遍存在数值振荡或耗散过大的缺陷。随着工程领域对多尺度复杂流动模拟要求不断

提高，研发高精度、低耗散、强稳定的高阶数值格式，成为双曲守恒律数值计算的研究重点[1] [2]。 
双曲守恒律数值方法持续向高精度、低耗散方向发展，经典 Godunov [3]格式奠定了守恒型间断捕捉

算法基础，但仅为一阶精度且耗散明显。基于 TVD 理论发展的 ENO 格式[4]-[6]通过自适应模板选取实

现高阶无振荡计算，后续 WENO 格式[7] [8]以加权组合多模板信息的方式进一步提升计算精度与鲁棒性，

成为主流高阶数值方法。HWENO 格式[9] [10]结合埃尔米特插值优势，同步利用函数值与导数值参与重

构，可在紧致模板下实现高精度计算，对细微观流动结构捕捉能力更强。经过多年优化完善，各类改进

HWENO 格式不断被提出，有效弥补了传统方法的不足，但复杂强间断问题下的计算稳定性与精度仍有

优化空间[11]-[13]。 
本文研究双曲守恒律的高阶有限体积数值方法，以完善守恒律方程求解理论、提升数值模拟精度与

可靠性为目标。理论层面，本文完善高阶有限体积格式的构造框架，深入分析非线性加权机制与限制器

在高精度重构中的作用机理，可为同类高阶守恒型算法的设计与优化提供理论参考与技术支撑。针对传

统 Godunov 格式精度低、数值耗散偏大的不足，本文在有限体积框架下采用分段二次多项式实现解的高

阶空间重构，利用单元平均值约束与插值条件确定多项式系数，从构造上提升格式的逼近精度。在此基

础上，对守恒变量采用 HWENO 非线性自适应加权策略，根据局部解的光滑程度自适应调整模板权重，

并引入 HWENO 限制器[14]。对导数项进行约束与修正，在保证光滑区域高阶精度的同时，有效抑制非

物理振荡，全面提升格式的计算精度、数值稳定性与整体计算效率。 
全文共分为五部分：第 1 节介绍研究背景与国内外研究现状，阐明研究意义与主要研究内容；第 2

节构造双曲守恒律方程的新型有限体积离散格式，并对格式的基本性质与精度进行理论分析；第 3 节详

细阐述 HWENO 高阶重构方法与限制器的构造原理及实现过程；第 4 节通过多类经典光滑解算例开展数
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值实验，重点验证格式的收敛精度与数值性能；第 5 节对全文工作进行系统总结，分析研究中存在的不

足，并对未来可拓展的研究方向进行展望。 

2. 高阶修正数值通量构造与格式分析 

本节首先从一维线性对流方程出发，介绍有限体积方法的基本框架与 Godunov 格式的构造流程。在

此基础上，采用分段二次多项式替代传统分段常数重构，推导得到高阶有限体积离散格式，并给出相应

的修正数值通量。随后将一维标量情形推广至非线性守恒律方程与双曲守恒律方程组，最终形成适用于

多维问题的统一高阶有限体积格式。 
一维线性方程 

 0,t xu au+ =  (1) 

其中 u 是空间变量 x 及时间 t 的函数， 0a > 。我们采用均匀网格点{ }1 2ix + 等分空间域，用{ }nt 等分空间

域。 
单元格 1 2 1 2,i i iI x x− + =   ；符号Δx 表示单元长度，即 1 2 1 2Δ i ix x x+ −= − ； ix 表示单元格 iI 的单元中心，

即 1 2 Δ 2i ix x x−= + ；符号Δt 表示时间间隔，即 1Δ n nt t t+= − 。定义 u 在时刻 nt 时每个单元格上 iI 的单元平

均值为 

 ( )1 , d , 1,2, , .
Δ i

n
i nI

u u x t x i N
x

= =∫   (2) 

Godunov 方法是求解双曲守恒律方程的经典一阶有限体积格式，流程为：用当前时刻的单元平均值，

构造单元内为常数的分段函数；以该分段函数为初值，在一个时间步内求解双曲守恒律方程；对得到的

新时刻连续解，重新计算各单元平均值，更新离散数据，完成一个时间步循环。为推广该方法，以获得

高阶精度，我们仅在第一步用分段二次多项式取代分段常数函数，其余步骤同原 Godunov 方法相同。这

个分段二次多项式应当满足在单元 iI 上的单元平均值等于 n
iu 。可以得到如下的格式： 

 
( ) ( )( )

( )( )( )

1
1 1 2

1 1 2

1 1 2
2

1 1 2 1 3 3 .
6

n n n n n n n
i i i i i i i

n n n n
i i i i

u u u u u u u

u u u u

λ λ λ

λ λ λ

+
− − −

+ − −

= − − − − − +

− − − − + −
 (3) 

这个格式可以看作 Beam-Warming (B-W)格式加一个修正项。接下来我们将证明这是一个三阶格式。 
利用 Taylor 展开，可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

4
2

49Δ 17Δ, 2Δ , , , Δ ,
24 12

n
i i n x i n xx i n xxx i n

x xu u x t xu x t u x t u x t O x− = − + − +  (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4
1

13 5, Δ , Δ , Δ , Δ ,
24 24

n
i i n x i n xx i n xxx i nu u x t xu x t x u x t x u x t O x− = − + − +  (5) 

 ( ) ( ) ( )2 41, Δ , Δ ,
24

n
i i n xx i nu u x t x u x t O x= + +  (6) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4
1

13 5, Δ , Δ , Δ , Δ .
24 24

n
i i n x i n xx i n xxx i nu u x t xu x t x u x t x u x t O x+ = + + + +  (7) 

代入(3)式右端计算得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 32 2

4
1 4 ΔΔΔ , , , Δ .

2 24
n

i x i n xx i n xxx i n

xxRHS u xu x t u x t u x t O x
λ λλλ

+
= − + − +  (8) 
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由方程(1)可以得到 
2 3, , .t x tt xx ttt xxxu au u a u u a u= − = = −  

根据以上 3 个式子，求得(3)式左边为 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1

2 3
4

2

3
4

1 , d

1 , , , , d
2 6

1 , d , d , d
2

, d
6

i

i

i

i

i i i

i i i

i

i

x
nx

x
n t n tt n ttt nx

x x x
n t n tt nx x x

x
ttt nx

LHS u x t x
x

t tu x t tu x t u x t u x t x O x
x

t tu x t x u x t x u x t x
x x x

t u x t x O x
x

+

−

+

−

+ + +

− − −

+

−

+=
∆

 ∆ ∆
= + ∆ + + + ∆ ∆  

∆ ∆
= + +
∆ ∆ ∆
∆

+ + ∆
∆

∫

∫

∫ ∫ ∫

∫

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2

3 3
4

2 5

2 2

, d , d
2

, d
6

1, , , d
2

, ,
2

i i

i i

i

i

i

i

x xn
i x n xx nx x

x
xxx nx

xn
i x i n xx i n i xxx i n ix

xx i n xxx i n

a t a tu u x t x u x t x
x x

a t u x t x O x
x
a tu u x t u x t x x u x t x x x O x

x

a t u x t u x t x x
x

+ +

− −

+

−

+

−

∆ ∆
= − +

∆ ∆
∆

+ + ∆
∆
∆   = − + − + − + ∆   ∆   

∆
+ + −

∆

∫ ∫

∫

∫

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

3

3 3
3

3 5

2 2 3 3
3 3

2 32 2

d

, d
6

1, ,
24

, ,
2 6

1 4
, , ,

2 24

i

i

i

i

x
ix

x
xxx i nx

n
i x i n xxx i n

xx i n xxx i n

n
i x i n xx i n xxx i

x O x

a t u x t x O x
x
a tu xu x t x u x t O x

x
a t a txu x t O x xu x t O x

x x
xxu xu x t u x t u x t

λ λλλ

+

−

+

−

+ ∆

∆
− + ∆

∆
∆  = − ∆ + ∆ + ∆ ∆  

∆ ∆
+ ∆ + ∆ − ∆ + ∆

∆ ∆
+ ∆∆

= − ∆ + −

∫

∫

( ) ( )4 .n O x+ ∆

 (9) 

忽略 ( )4ΔO x ，(8)和(9)有完全相同的前 4 项，这就证明了格式(3)是 3 阶的。 
将格式(3)写成守恒形式： 

 ( )1
1 2 1 2

ˆΔ
Δ

ˆ ,n n
i i i i

tu u f f
x

+
+ −= − −  (10) 

其中 1 2îf + 是数值通量，其值为 

 ( )( ) ( )( )( )1 2 1 1 1
1 11 1 2 2 .
2

ˆ
6

n n n n n n
i i i i i i if au a u u a u u uλ λ λ+ − + −= + − − + − − − +  (11) 

在第 3 章 HWENO 重构的基础上，用重构后的单元界面{ }1 2iu±
+ 值取代单元平均值，可以得到高阶重

构后的数值通量 

 
( )( )

( )( )( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
2

1 1 1 .
6

î i i i

i i i i

f au a u u

a u u u u

λ

λ λ

+ −
+ + + +

+ − + −
+ + − −

= + − −

+ − + − − +
 (12) 

进一步考虑一维标量守恒律方程： 
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 ( ) 0,t xu f u+ =  (13) 

其中 ( )f u 为通量函数。局部波速定义为 ( ) ( )a u f u′= ，随空间坐标 x 和时间 t 变化。 
记单元平均值为 

 ( ) ( )1 , d ,
Δ i

i I
u t u x t x

x
= ∫  (14) 

在 iI 上积分方程(13)，并除以Δx ，得到半离散格式 

 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
d 1 , , .
d Δi i iu t f x t f x t

t x + −= − −  (15) 

用数值通量近似界面通量，得到守恒形半离散格式 

 ( ) ( )1 2 1 2
d 1 ˆ
d

ˆ .
Δi i iu t f f

t x + −= − −  (16) 

其中 1/2îf + 是数值通量。 
采用 Roe 平均定义界面波速 

 
( ) ( )

( )

1
1

11
2

1

, ,

, ,

n n
i i n n

i in nn
i i

i
n n n
i i i

f u f u
u u

u ua

f u u u

+
+

+
+

+

 −
 ≠ −= 
 ′ =

 (17) 

定义单元界面 1/2ix + 处的局部 Courant 数为 

 1 2 1 2
Δ .
Δ

n n
i i

ta
x

λ + += ⋅  (18) 

注意，局部 Courant 数的绝对值必须小于 1。 
基于局部波速与 Courant 数，将线性情形的修正通量推广至非线性标量守恒律，得到 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
2

1 1 1 .
6

ˆ n n
i i i i i i

n n n
i i i i i i i

f f u f u f u

f u f u f u f u

λ λ

λ λ λ

− + −
+ + + + + +

+ − + −
+ + + + + − −

= + − −

+ − + − − +
 (19) 

在此一维标量格式的基础上，结合局部特征分解技术，可将上述标量格式推广至一维双曲守恒律方

程组。通过将方程组在界面处投影至特征空间，在每个特征场分别应用标量守恒律的数值格式，再通过

逆特征变换重构得到界面数值通量，从而保证格式在方程组情形下依然保持严格的守恒性与稳定性，避

免了直接对非线性方程组应用标量格式可能产生的伪振荡或失稳问题。 
对于更为复杂的二维守恒律问题，则采用逐维扩展的思路，将一维格式的构造思想与离散方式推广

应用到二维标量守恒律与二维守恒律方程组中。具体而言，在每个坐标方向上独立应用前述一维高阶有

限体积格式，分别对通量进行重构与离散，再通过方向分裂或算子分裂的方式合成得到二维半离散格式。

这种构造方式不仅保留了一维格式的高精度、无振荡特性，也简化了多维格式的推导与实现过程，最终

形成适用于多维标量与方程组问题的统一高阶有限体积格式体系。 

3. HWENO 高阶重构方法与限制器设计 

为了在保持格式稳定性与无振荡特性的同时，将第 2 推导的修正数值通量格式提升至高阶精度，本

节引入 HWENO 重构方法，对单元界面处的守恒变量及其导数进行高阶近似。通过对守恒变量及其导数

的联合重构，不仅能为修正数值通量提供更高阶的界面状态近似，还能为后续的高阶时间离散提供必要
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的导数信息支撑，为构建完整的高阶有限体积格式奠定基础。 
考虑一维标量方程 

 
( )( )

( ) ( )0

0,

,0 ,
t x

u f u

u x u x

 + =


=
 (20) 

网格划分同第 2 节。令 xv u= ， ( ) ( ),g u v f u v′= 。方程(20)对 x 求偏导数得到 

 
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

0

0

0, ,0 ,

, 0, ,0 .
t x

t x

u f u u x u x

v g u v v x v x

 + = =


+ = =
 (21) 

定义 u 、 v在时刻 t 时每个单元格上 iI 的单元平均值为 

 ( ) ( )1 , d , 1,2, , .
Δ i

i I
u t u x t x i N

x
= =∫   (22) 

 ( ) ( )1 , d , 1,2, , .
Δ i

i I
v t v x t x i N

x
= =∫   (23) 

我们通过{ },i iu v ，用经典的 HWENO 的方法重构{ }1 2iu±
+ ，具体方法可见 qiu 和 shu 的论文。 

双曲型守恒律的解通常包含间断，其导数在间断附近会出现剧烈变化，易导致数值不稳定。因此，

本文引入 HWENO 限制器对导数项进行约束，以抑制非物理振荡并保持高阶精度。该限制器基于四次多

项式与两个线性多项式的凸组合构造，线性权重可选取为和为 1 的人工正数。下面详细描述该限制器的

构造细节： 
步骤 1：给出小模板 { }0 1,i iS I I−= 和 { }1,i iS I I= + ，以及大模板 { }1 1, ,i i iS I I I− += 。由下述条件确定一个四

次多项式 ( )0q x ，两个线性函数 ( )1q x 和 ( )2q x 。 

 
( )

( )

0

0

1 d , 1,0,1,
Δ
1 d , 1,1,
Δ

i j

i j

i jI

i jI

q x x u j
x

q x x v j
x

+

+

+

+

 = = −

 ′ = = −


∫

∫
 (24) 

 ( )1
1 d , 1,0,
Δ i j

i jI
q x x u j

x +
+= = −∫  (25) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1 2 1 1 1 1

1 1 2 1

2 1 2 1

3 1 ,
4Δ 4
1 ,
Δ
1 .
Δ

i i i i i

i i i

i i i

q x u u v v
x

q x u u
x

q x u u
x

+ + − − +

+ −

+ +

 ′ = − − +

 ′ = −

 ′ = −

 (26) 

求出 ( )0q x ， ( )1q x ， ( )2q x 在点 1 2ix + 处的导数值为 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1 2 1 1 1 1

1 1 2 1

2 1 2 1

3 1 ,
4Δ 4
1 ,
Δ
1 .
Δ

i i i i i

i i i

i i i

q x u u v v
x

q x u u
x

q x u u
x

+ + − − +

+ −

+ +

 ′ = − − +

 ′ = −

 ′ = −

 (27) 

步骤 2：线性权 0γ ， 1γ ， 2γ 可以是满足 
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 0 1 2 1,γ γ γ+ + =  (28) 

的任意正数。 
步骤 3：按照下式计算光滑指示子 

 ( )
2

2 1
1

dΔ d , 0,1,2.
di

l
r l

j jll I
x q x x j

x
β −

=

 
= = 

 
∑ ∫  (29) 

其中 r 是 ( )jq x 的次数。求出光滑指示子的表达式为 

 ( )
( )

2 2
2 2

0 1 3 2 4 3 4

2
1 1

2
2 1

1 13 63 781 1421461 ,
4 3 130 20 2275

,

.
i i

i i

u u

u u

β α α α α α α

β

β

−

+

    = + + + + +    
   

 = −
 = −

 (30) 

其中 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

3 1 1 1 1

4 1 1 1 1

Δ 3 ,
4 4

Δ 2 ,
4
Δ 1 ,
4 4
Δ 1 2 .
4 2

i i i i

i i i i i

i i i i

i i i i i

x v v u u

x v v u u u

x v v u u

x v v u u u

α

α

α

α

− + + −

− + − +

− + − +

+ − − +

 = − + + −

 = − + − +

 = + + −


 = − − − +


 (31) 

步骤 4：非线性权的表达式为 

 2
0

, 0,1, 2.j
j

kk

j
ω

ω
ω

=

= =
∑

 (32) 

其中 

 1 , 0,1, 2.k k
k

kτω γ
β ε

 
= + = + 

 (33) 

这里 ( )2
0 1 0 2 4τ β β β β= − + − ， 610−= 是为了防止分母为 0。最终定义重构值 1 2iv−

+ 为 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 2 0 0 1 2 1 1 2 2 1 2

0 0 0

1 1 1 2 2 2 1 2

1

.

i i i i

i i

v q x q x q x

q x q x

γ γω
γ γ γ

ω ω

−
+ + + +

+ +

 
′ ′ ′= − − 

 
′ ′+ +

 (34) 

重构 1 2iv+
− 是上述步骤关于 ix 的镜像对称。 

至此，我们从{ },i iu v 重构了{ }1 2iu±
+ 和{ }1 2iv±

+ ，代入在第二章求得的格式中，不妨将控制方程的通量

记为 1 2îf + ，将导数方程的通量记为 1 2ˆig + ，并且记 

 ( ) ( )1
1 2 1 2

1, , 1, 2, , .
Δ

ˆ ˆn n
i i i i iL u v f f i N

x + −= − − =   (35) 

 ( ) ( )2
1 2 1 2

1, , 1, 2, , .
Δ

ˆ ˆn n
i i i i iL u v g g i N

x + −= − − =   (36) 
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对于时间离散，我们使用显示 3 阶 SSP Runge-Kutta 格式，得到以下的全离散格式： 

 
( ) ( )
( ) ( )

1
1

2
1

Δ , ,
Δ , ,

n
i i i ii
n

i i i ii

u u tL u v
v v tL u v

 = +
 = +

 (37a) 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1
2 1 1 11 2

2
2 1 1 11 2

3 1 Δ , ,
4 4
3 1 Δ , ,
4 4

n
i ii i i i

n
i ii i i i

u u u tL u v

v v v tL u v

−

+

−

+

 = + +

 = + +


 (37b) 

 
( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

1 1
2 2 21 2

1 1
2 2 21 2

1 2 Δ , ,
3 3
1 2 Δ , .
3 3

n n
i i ii i i

n
i i ii i i

u u u tL u v

v v v tL u v

−+
+

−+ −
+

 = + +

 = + +


 (37c) 

对于一维双曲守恒律方程组，利用局部特征分解技术将守恒变量投影至特征空间，在每个特征场分

别应用上述标量 HWENO 重构格式，再通过逆特征变换重构界面通量，从而保证格式在方程组情形下的

守恒性与稳定性。 
对于二维问题，采用逐维扩展策略，将一维格式分别应用于 x 与 y 方向，对每个方向的通量进行

HWENO 重构与修正通量离散，再通过方向分裂合成得到二维格式，最终形成适用于多维标量与方程组

问题的统一高阶有限体积格式体系。 

4. 数值算例 

为验证本文所提修正数值通量与 HWENO 重构有限体积格式的理论高阶精度，本章选取多类具有光

滑解的经典双曲守恒律基准算例进行数值实验。所有算例均在光滑解条件下开展，通过计算不同网格分

辨率下的数值误差与收敛阶，系统检验格式在光滑区域能否达到设计的五阶收敛精度，从而验证格式构

造的正确性与高阶近似性能。 
例 1 一维线性对流方程 

 0,t xu u+ =  (38) 

初始条件为 

 ( ) ( ),0 sin .u x x= π  (39) 

采用以 2 为周期的边界条件。数值计算结果见表 1。使用本文的计算方法，我们给出了 1L 、L∞ 误差，

并且达到了预计的 5 阶精度。 
 
Table 1. Accuracy and error of one-dimensional convection equation 
表 1. 一维对流方程的精度及误差 

N  1L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 2.97E−2 − 2.43E−2 - 

20 1.01E−3 4.86 1.08E−3 4.62 

40 3.24E−5 4.97 3.45E−5 4.97 

80 9.88E−7 5.04 1.11E−6 4.96 

160 3.05E−8 5.02 3.40E−8 5.03 

320 9.51E−10 5.01 1.05E−9 5.01 
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例 2 一维 Burgers 方程 

 
2

0,
2t

x

uu
 

+ = 
 

 (40) 

初始条件为 

 ( ) ( ),0 0.5 sin .u x x= + π  (41) 

采用以 2 为周期的周期边界。当 ( )1 2t = π 时它的解仍然是光滑的。在表 2 中，列出了该格式的 1L 、

L∞ 误差及精度，我们可以看到这个格式具有 5 阶精度。 
进一步验证本文方法的有效性，本文选取已有文献中针对同一算例的数值结果进行对比分析(见表 3)。

与本文所采用的基于分段二次多项式重构的有限体积格式不同，现有文献采用通量分裂方法，并在此基

础上对数值通量进行重构，以此构造双曲守恒律的数值求解格式。 
 
Table 2. Accuracy and error of one-dimensional Burgers equation 
表 2. 一维 Burgers 方程的精度及误差 

N  1L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 3.11E−2 - 2.90E−2 - 

20 1.50E−3 4.37 1.07E−3 4.77 

40 4.23E−5 5.16 2.87E−5 5.22 

80 1.41E−6 4.91 9.51E−7 4.92 

160 5.25E−8 4.75 2.82E−8 5.08 

320 1.73E−10 4.93 8.43E−10 5.07 

 
Table 3. Numerical results of different calculation methods in Example 2 
表 3. 算例 2 不同方法计算结果 

N  1L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 3.21E−2 - 6.71E−2 - 

20 2.51E−3 3.68 7.98E−3 3.07 

40 1.05E−4 4.58 4.82E−4 4.05 

80 3.36E−6 4.96 1.68E−5 4.84 

160 1.22E−7 5.13 6.53E−7 4.69 

320 3.48E−9 5.46 3.20E−8 4.35 

 
例 3 一维 Euler 方程组 

 ( ) 0,t xu f u+ =  (42) 

其中 

 ( ) ( ) ( )( )TT 2, , , , , .u v E f u v v p v E pρ ρ ρ ρ= = + +  (43) 

符号 ρ 是密度， v是速度， p是压强， E 是总能量，有如下关系式成立 
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 21 ,
1 2

pE vρ
γ

= +
−

 (44) 

符号 γ 是比热比，取值为 1.4γ = 。初始条件为 

 
( ) ( )
( )
( )

,0 1 0.2sin ,
,0 1,
,0 1.

x x
v x
p x

ρ = + π
 =
 =

 (45) 

采用以 2 为周期的周期边界条件。数值计算结果见表 4。我们展示了计算一维 Euler 方程组的误差及

精度，其中精度达到了 5 阶。 
 
Table 4. Error and accuracy of one-dimensional Euler equation system 
表 4. 一维 Euler 方程组的误差和精度 

N  1L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 2.65E−2 - 2.28E−2 - 

20 9.22E−4 4.85 7.60E−4 4.91 

40 3.01E−5 4.94 2.52E−5 4.92 

80 9.38E−7 5.01 7.53E−7 5.07 

160 2.74E−8 5.10 2.93E−8 4.98 

320 8.72E−10 4.98 7.76E−8 4.95 

 
例 4 在这个例子中，我们考虑一维 Euler 方程组(42)的 Lax 问题，其初始条件如下 

 ( ) ( )
( )
0.445,0.698,3.528 , 0,

, ,
0.5,0,0.571 , 0.

x
p

x
ρ µ

 <=  >
 (46) 

终止时刻取 0.14t = 。计算得到的密度 ρ 、速度 v和压力 p的结果如图 1 所示 
 

 
Figure 1. Comparison of numerical and exact solutions for 1D Euler Lax problem 
图 1. 一维欧拉方程 Lax 算例数值解与精确解对比 

 
例 5 二维 Burgers 方程 

 
2 2

0,
2 2t

x y

u uu
   

+ + =   
   

 (47) 
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初始条件为 

 ( ) ( ), ,0 0.5 sin .
2

x y
u x y

π + 
= +  

 
 (48) 

两个方向上都采用以 4 为周期的周期边界条件。表 5 列出了本文格式的数值误差与收敛阶，验证了

该格式具有 5 阶精度。 
 
Table 5. Error and accuracy of two-dimensional Burgers equation 
表 5. 二维 Burgers 方程的误差和精度 

N N×  1L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 × 10 3.07E−2 - 2.83E−2 - 

20 × 20 1.32E−3 4.54 9.85E−4 4.85 

40 × 40 3.54E−5 5.23 2.72E−5 5.18 

80 × 80 1.14E−7 4.96 8.31E−7 5.04 

160 × 160 4.08E−8 4.81 2.73E−8 4.93 

320 × 320 1.37E−9 4.90 7.89E−10 5.12 

 
为进一步全面、客观地评估本文所提数值方法的精度、稳定性与间断捕捉能力，验证该格式在求解

双曲守恒律问题时的综合数值表现，表 6 列出了已有经典文献中针对同一标准测试算例的数值结果，与

本文的数值结果开展横向对比分析。文献中的方法基于传统通量分裂技术构建数值格式，其核心思路是

先对守恒律方程的对流项通量进行方向分解，再结合高阶多项式重构等技术对分裂后的通量进行高精度

近似。通过与上述成熟方法的计算结果进行对比，可直观凸显本文格式在振荡抑制、分辨率提升及计算

效率等方面的优势，充分验证所提方法的有效性与可靠性。 
 
Table 6. Numerical results of different calculation methods in Example 5 
表 6. 算例 5 不同方法计算结果 

N N×  1L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 × 10 6.61E−2 - 6.94E−2 - 
20 × 20 5.47E−3 3.55 6.74E−3 3.38 
40 × 40 8.13E−4 2.75 9.19E−4 2.87 
80 × 80 1.97E−4 2.05 6.23E−4 0.56 

160 × 160 1.02E−5 4.27 5.37E−5 3.54 
320 × 320 9.28E−8 6.77 4.08E−9 7.04 

 
例 6 二维 Euler 方程组 

 ( ) ( ) 0,t x yf gζ ζ ζ+ + =  (49) 

其中 

 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

T

T2

T2

, , , ,

, , , ,

, , , .

u v E

f u u p uv u E p

g v uv v p v E p

ζ ρ ρ ρ

ζ ρ ρ ρ

ζ ρ ρ ρ

 =
 = + +

 = + +

 (50) 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.156290


史杰卫，刘红霞 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.156290 335 应用数学进展 
 

符号 ρ 是密度， ( ),u v 是速度， E 是总能量， P 是压力，且有关系式 

 ( )2 21 .
1 2

pE u vρ
γ

= + +
−

 (51) 

符号 γ 是比热比，取值为 1.4γ = 。初始条件为 

 

( ) ( )( )
( )
( )
( )

, ,0 1 0.2sin ,

, ,0 0.7,
, ,0 0.3,
, ,0 1.

x y x y

u x y
v x y
p x y

ρ = + π +


=


=
 =

 (52) 

采用以 2 为周期的周期边界条件。数值计算结果见表 7。表 7 列出了用本文格式计算二维 Euler 方程

组的数值误差与收敛阶，验证了该格式具有 5 阶精度。 
 
Table 7. Error and accuracy of two-dimensional Euler equation system 
表 7. 二维 Euler 方程组的误差和精度 

N N×  1L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 × 10 2.63E−2 - 2.51E−2 - 

20 × 20 9.68E−4 4.52 9.23E−4 4.70 

40 × 40 3.14E−5 4.95 2.99E−5 4.88 

80 × 80 9.57E−7 5.04 9.13E−7 4.99 

160 × 160 3.28E−8 4.88 3.11E−8 4.95 

320 × 320 1.04E−9 4.97 9.95E−10 4.92 

5. 结论 

本文针对双曲守恒律方程，构造了基于修正数值通量与 HWENO 重构的五阶有限体积格式。在经典

Godunov 格式框架下，采用分段二次多项式实现高阶空间重构，结合守恒约束与插值条件确定多项式系

数，有效弥补了传统低阶格式数值耗散大、精度不足的缺陷。对守恒变量采用非线性自适应加权 HWENO
重构，并引入 HWENO 限制器约束导数近似，在光滑区域保持高阶收敛特性，同时具备良好的稳定性。

结合三阶 SSP Runge-Kutta 方法完成时间离散，构建了完整的高精度有限体积格式体系。通过多个基准算

例进行数值验证，结果表明：本文格式在光滑区域均可稳定达到理论五阶收敛精度。 
未来可在本文工作基础上开展进一步研究，将所提格式推广至包含激波、接触间断等复杂结构 的流

动问题，提升格式对非光滑解的适应性与无振荡捕捉能力。同时可将格式扩展到二维、三维等更贴近实

际的流动场景，完善多维计算框架。此外，还可结合自适应网格、高精度时间离散等技术优化算法效率，

进一步提升格式的鲁棒性与工程实用性，为更广泛的双曲守恒律问题提供高效可靠的高精度数值方法。 
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