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摘  要 

本文主要研究Hadamard时间分数阶扩散方程的时空谱方法，对Hadamard时间分数阶扩散方程在空间

方向采用Legendre-Galerkin谱方法构建高效的空间数值求解格式，减少计算成本；在时间上采用

Legendre谱配置法进行离散，使得方程在时间和空间上全局离散，得到时空全离散的高精度数值格式。

最后通过数值算例求解对其准确性与有效性进行验证。数值实验表明，该方法误差达到10−16，具有优异

的谱精度，验证了离散格式的高效性与可靠性。 
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Abstract 
This paper focuses on the space-time spectral method for the Hadamard-type time-fractional diffu-
sion equation. For the spatial discretization of the equation, the Legendre-Galerkin spectral method 
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is adopted to construct an efficient numerical spatial scheme to reduce the computational cost. The 
Legendre spectral collocation method is employed for temporal discretization, which enables global 
discretization of the equation in both time and space domains, and yields a fully discrete high-pre-
cision space-time numerical scheme. Finally, numerical examples are carried out to verify the accu-
racy and effectiveness of the proposed method. Numerical results demonstrate that the method 
achieves an error of 10−16, exhibits excellent spectral accuracy, and validates the high efficiency and 
reliability of the established discretization scheme. 
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1. 引言 

分数阶扩散方程因其能精确描述反常扩散、记忆依赖和非局部效应等复杂物理过程，在粘弹性材料、

地下溶质输运、生物组织传质等领域具有广泛应用[1]。 
在[2]中，基于移位 Legendre 多项式、Gauss-Legendre 求积法则和谱配点法提出了一种分数阶积分微

分方程的高精度数值近似，在[3]中基于高斯型求积公式分析了具有弱奇异核的一类 Volterra 积分方程的

Chebyshev 和 Legendre 伪谱方法，并进行了误差分析，通过数值算例对理论预测进行了验证。在[4]中研

究了一致精度的二维非线性分数阶 Hadamard 积分方程的高效数值格式，基于改进的 bolck-by-block 思想，

采用分段双二次对数插值法逼近积分函数，构造了高阶数值格式。在[5]中 Istafa 等人使用基于改进的经

典 Legendre 多项式下的 Hadamard Legendre 多项式求解线性和非线性的 Hadamard 分数阶微分方程，并

在此基础上推出二维的 Hadamard Legendre 多项式获得了针对二维 Caputo-Hadamard 分数阶微分方程的

数值解。在[6]中基于 Legendre-Galerkin 近似，给出了直接求解二阶和四阶椭圆型方程的高效简化算法。

在[7]中，采用费马多项式的截断级数来近似求解结果，并使用求积公式进行离散化处理。在[8]中，Jian
等采用时间 L2 方法和空间 Legendre-Galerkin 谱方法，对四阶时间分数阶偏微分方程的数值解法进行了

研究。在[9]中，针对含时间 Caputo-Hadamard 导数的 Allen-Cahn 方程，提出在时间方向采用新推导的差

分格式离散，空间方向通过各向异性非协调拟 Wilson 有限元法(FEM)进行逼近，并通过数值算例验证了

结论的准确性。在[10]中，对经典 Haar 小波进行修正，使其与 Hadamard 型算子相适配。推导得到运算矩

阵，并利用其将微分方程转化为代数方程组，利用改进 Haar 小波的运算矩阵求得其数值解。传统的 Caputo
型分数阶导数虽已广泛应用于扩散方程的求解，但在描述对数时间尺度下的问题时存在局限。Hadamard
分数阶导数通过引入对数形式的分数阶算子，能更本质地描述相关过程。 

基于上述理论，本文研究了 Hadamard 时间分数阶扩散方程的时空谱方法，对 Hadamard 时间分数阶

扩散方程在空间上采用高效的 Legendre-Galerkin 谱方法，在时间上采用 Legendre 谱配置方法，使得方程

在时间和空间上全局离散，得到时空全离散的高精度数值格式。最后通过数值算例求解进行验证。  

2. 问题描述与预备知识 

本文探讨Hadamard分数阶时间导数的扩散方程，将空间和时间区域分别定义为 [ ]0,1Λ = ， [ ]1,I T= ，
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时空区域可写为 IΩ = Λ× ，边界条件定义为 ( ]1,TΓ = ∂Λ× ，考虑以下扩散方程问题： 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,C
tH u x t u x t f x t x tα − ∆ = ∈Ω  (1) 

其中 ∆ 表示拉普拉斯算子， Ω 是有界区域，T 为任意正数。考虑方程(1)中的初边值问题如下： 

 
( ) ( )
( ) [ ]

0,1 , ,
, 0, , 1, ,

u x u x x
u x t x t T

= ∈
 = ∈ ∈Λ∂

Λ


 (2) 

其中区域Ω 的边界为 ∂Ω。 
α 阶 Caputo-Hadamard 导数定义如下[5]： 

 ( ) ( ) ( )
1

1 d dlog , 0 1,
1 d

tC
t

t sH u t s u s
s s s

α
α α

α

−
   = < <   Γ −    ∫  (3) 

其中 ( )Γ ⋅ 为 Gamma 函数。 

2.1. Hadamard-Legendre 多项式基本定义与性质 

分别定义 ( )MP Λ 为空间变量 x 对应的 Legendre 多项式空间， ( )NP I 为时间变量 t 对应的 Hadamard-
Legendre 多项式空间。对于整数对 ( ),M N ，记 ( ): ,W M N= ，可以引入时空谱逼近空间： 

( ) ( ) ( )
,10 2: ,W M NS P P I B

α

= Λ ⊗ ⊂ Ω  

其中 ( ) ( ) ( )0 1
0:M MP P HΛ = Λ ∩ Λ ， ( )1

0H Λ 为希尔伯特空间， ( ) ( )( ) ( )( ),1 2 2 12 2
0, ,B H I L L I H

α α

Ω = Λ ∩ Λ 。 
移位的 Legendre 多项式[2]定义为： 

 ( ) ( ) ( )
( )( )2

0

1 !
!

,
i ji

j
i

j

j i
L x x

i j j

+

=

− +
=

+
∑   (4) 

将移位的 Legendre 多项式通过对数变换，得到 [ ]1,e 上的 i 次 Hadamard-Legendre 多项式[11]： 

 ( ) ( ) ( )
( )( )

( )2
0

1 !
log .

!

i ji jH
i

j

j i
L t t

i j j

+

=

− +
=

+
∑   (5) 

设 ( )0,1, ,i i kζ =  为 Gauss-Lobatto-Legendre 节点(GLL)，因此可定义 WS 空间中离散后的点 ,i jx t ，其

中 

1, 0,1, , ,
2

i
ix i kζ +

= =   

e , 0,1, , .jx
jt j k= =   

Legendre 多项式满足如下正交关系： 

 ( ) ( )( ) 2, , , 0,
2 1k j kjL x L x k j

k
δ= ∀ ≥

+
 (6) 

及递推关系： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 12 1 .k k kk L x L x L x+ −′ ′+ = −  (7) 

2.2. 二阶方程 Legendre-Galerkin 高效格式 

对于 Legendre-Galerkin 谱方法而言，其实际计算效率依赖于基函数的选取。所以高效算法的核心任
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务是选取合适的基函数，使得由 Legendre-Galerkin 离散后的弱形式所导出的线性方程组尽可能简洁。根

据参考文献[6]，下述引理是算法高效性的关键。 
引理 1 [6]定义 

( ) ( ) ( )( )2 ,1 ,
4 6k k k k kc x c L x L x

k
φ += = −

+
 

以及 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,, , , ,j k k j j k k ja x x b x xφ φ φ φ′ ′= =  

则有 

 , , ,

2 2 , ,
2 1 2 51, ,

20, , , 2,
2 1

0, ,

k j

j k j k k j
k j

c c k j
j jk j

a b b
k j c c k j

k

  
+ =  + + = = = = ≠ − = +  +

 其他

 (8) 

且 

( ) ( ) ( ){ }0 1 2span , , , .MV x x xφ φ φ −=   

3. 全离散格式的构造 

为高效离散 Hadamard 分数阶扩散方程，采用 Legendre-Galerkin 谱方法，选取高效求解的基函数格

式，借助 Legendre 正交多项式的谱精度优势构建空间离散格式。并在半离散基础上，引入 Hadamard-
Legendre 分数阶多项式，采用谱配置法对 Hadamard 分数阶导数进行数值离散。最终形成全离散格式。 

3.1. 空间半离散格式构造 

对问题(1)原方程两边乘以测试函数 v，并在 Ω 上做 2L 内积，通过格林公式有： 

 ( )( ) ( )1
0d d d d , d d , ,C

tH u v x t u v x t f x t v x t v Hα
Ω Ω Ω

⋅ + ∇ ⋅∇ = ⋅ ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫  (9) 

则问题(1)的标准 Legendre-Galerkin 逼近格式为： 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
0, , , , , , ,C

tH u x t v u v f x t v v Hα + ∇ ∇ = ∀ ∈ Ω  (10) 

其中 ( ), du v uv x
Ω

= ∫ 为 ( )2L Ω 空间中的内积，其对应的范数记为 ⋅ 。 

选取一组基函数{ }0 1 2, , , Mφ φ φ − ，将空间的近似解展开为基函数的线性组合： 

 ( ) ( )
2

0
, ,

M

i i
i

u x t U tφ
−

=

= ∑  (11) 

则有 

( ) ( ) ( ) [ ]

( )
( )

( )

0
2

1
0 1 2

1

2

, , , , .

C
t

CM
tC C

t i t i M
i

C
t M

H U t
H U t

H u x t x H U t

H U t

α

α
α α

α

φ φ φ φ
−

−
=

−

 
 
 = =  
 
  

∑ 



 

代入变分形式(10)，可得到线性方程组： 
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α
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φ

φ−− −
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     ⋅      + =     
    
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



 

其中，矩阵 ,A B 用引理 1 中的高效数值格式进行展开，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,0 0,1 0, 20 0 0 1 0 2

1,0 1,1 1, 21 0 1 1 1 2

2,0 2,1 2, 22 0 2 1 2 2

, , ,
, , ,

,

, , ,

MM
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M M M MM M M M

a a a
a a a

A

a a a

φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ

−−

−−

− − − −− − − −

   
   
   = =   
   

     







   
   




 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,0 0,1 0, 20 0 0 1 0 2

1,0 1,1 1, 21 0 1 1 1 2

2,0 2,1 2, 22 0 2 1 2 2
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, , ,

,
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M M M MM M M M

b b b
b b b

b b

B

b

φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ

−−

−−

− − − −− − − −

 ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇  
   ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇   = =   
   

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇      







   
   




 

这里 ,a b 见公式(8)。 
最终空间离散的半离散形式为： 

 ( ) ( ) ( ) ,c
tH t B tA tα + =U U f  (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) TT
0 1 2 0 1 2, , , , , , , , , , .M Mt U t U t U t t f f fφ φ φ− − = =    U f   

3.2. 时空全离散格式构造 

针对时间分数阶算子，选取 Hadamard 分数阶 Legendre 谱配置格式，利用分数阶 Hadamard-Legendre
多项式对时间分数阶项进行高精度离散。采用(5)中定义的 N 次 Hadamard-Legendre 多项式构造基函数，

取 1N + 个 Gauss-Lobatto-Legendre(LGL)配置点 0 1, , , Nt t t 。对时间变量 t 采用基函数 ( )H
jL t 展开表示为： 

 ( ) ( )
0

,
ij

N
H

i j L
j

U t L t U
=

= ∑  (13) 

其中端点 0t 对应初始时刻，满足已知的 Dirichlet 型初始条件 ( )
00 tLu t U= 。因此在离散过程中消去该端点，

保留 1 2, , , Nt t t 用于构造待求解的离散线性方程组。 
参照[2]中的离散方式，将 Gauss-Lobatto-Legendre 节点谱配置点代入，可以将其分解为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

2 2

0 1 1 1 1

0 2 1 2 2
1 2

0 1

.

i i

i i

iN iN

H H H
L LN

H H H
L LNH H H

i N

H H H
N N N NL L

U UL t L t L t
U UL t L t L t

U t L t L t L t

L t L t L tU U

    
    
     = =      
    
        







   

 



 

Hadamard 分数阶算子离散后的矩阵形式为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

2 2

0 1 1 1 1

0 2 1 2 2
0 1

0 1

.

i i

i i

iN iN

L LN

L LNC
t i N

N N N NL L

U UH t H t H t
U UH t H t H t

H U t H t H t H t

H t H t H tU U

α α α

α α α
α α α α

α α α

    
    
     = =      
    
        







   

 



 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.156286


王婧涵 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.156286 279 应用数学进展 
 

由于该方程满足公式(2)定义的初始条件，可得初始条件的离散形式为： 

( ) ( ) ( )
0 00 0 1 0 0 .

i i

H H H
N L LL t L t L t U f  ⋅ = 

 
将上述初始条件嵌入离散格式，同时将 Gauss-Lobatto-Legendre 配置点代入右端项，对离散方程进行

合并整理，最终可得到如下矩阵形式的线性代数方程组： 

 [ ] 0 0 ,i iL L

L

U f
A C B D

U F
   

⊗ + ⊗ =   
  

 (14) 

其中 

1 2 1 2
, ,

i i iN i i iNL L L L L L L LU U U U F f ff   =   =      

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

0 1 0 1

, .

H H H H H H
N N

H H H
N N

H H H
N N N N N N N N

L t L t L t L t L t L t
H t H t H t L t L t L t

C D

H t H t H t L t L t L t

α α α

α α α

   
   
   =   =   
   
      

 

 

       

 

 

将空间离散与时间离散进行张量积，使得每一项的离散结果与其时空离散系数进行对应，根据公式

(11)与公式(13)，可以得到 ( ),u x t 的全离散格式为： 

( )
2

0 0
, .

ij

M N
H

i j L
i j

u x t L Uφ
−

= =

= ∑ ∑  

结合公式(12)与公式(14)，得到时空全离散格式： 

 [ ] ,LA C B D⊗ + ⊗ =U F  (15) 

其中 

00 01 0 10 ( 2)

T
, , , , , , ,

N M NL L L L L LU U U U U
−

 =  U    

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

0 0 1 0 0 0 1 2, , , , , , , , , , , , , , , , .N N Mf x t f x t f x t f x t f x tφ φ φ φ φ − =  F  
 

利用[3]中解的存在性、稳定性与唯一性的证明思路，可得到全离散形式(15)的误差估计，结论由下述

定理 1 给出。 
定理 1 若 0 1α< < ， 1γ > ， 1σ ≥ ，且 , Lu  U 分别是问题(1)和离散问题(15)的解，当解满足条件

( )( ) ( )( )12
0; ;u H I H H I H

α
σ γ∈ Ω ∩ Ω 时，则有如下误差估计式成立： 

( )
( )

2

,m
L

B Q

u C M Nα
α γ− −− ≤ +U  

其中C 为正常数，且与 ,M N 无关。 

4. 数值算例 

对于上述构造的算法，在本节通过数值算例对其正确性与可行性进行验证。考虑方程(1)~(2)有如下

精确解： 

( ) ( ) ( )2, 1 sin ,u x t t x= − π  

则方程右端项为： 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1,1
1

, log log sin 1 2 cos sin ,
1

f x t t E t x t x xα α
α α

− −
−

 Γ
 = − π − − ⋅ π π − π   Γ − 

 

其中 1,1E α− 为 Mittag-Leffler 函数。 
 

 
Figure 1. The error variation with M when N = 20 
图 1. N = 20 时误差随 M 的变化 

 
选取 0.8, 1.9x t= = 时，对其进行数值检验。固定足够大的时间项 20N = ，对于空间进行检验，可以

得到空间误差随多项式次数 M 的变化趋势，分别对 0.3,0.5,0.8α = 三种情况进行讨论，在半对数的坐标

中，发现三种情况的误差变化基本上是线性的，在空间方向上呈指数收敛，且达到谱精度(图 1)。 
 

 
Figure 2. The variation of error with N when M = 30 
图 2. M = 30 时误差随 N 的变化 
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固定足够大的空间项 30M = ，对于时间进行检验，可以得到时间误差随多项式次数 N 的变化趋势，

分别对 0.3,0.5,0.8α = 三种情况进行讨论，在半对数的坐标中，发现三种情况的误差变化基本上是线性的，

在时间方向上呈指数收敛，且达到谱精度(图 2)。 
显然，随多项式次数的增加，时间与空间的数值误差均呈明显的指数衰减趋势；该衰减特性与谱精

度的理论预期一致，证实了所提方法求解线性 Hadamard 分数阶微分方程时具有理想的高效性。 

5. 结论 

本文针对 Hadamard 时空分数阶扩散方程，构造了 Legendre 谱全离散格式。利用 Legendre 多项式的

正交性与谱收敛特性，实现了对 Hadamard 分数阶导数的高精度数值逼近。理论误差分析表明，该格式误

差随时空自由度 ,N M 增大呈指数阶衰减，在长时间、高光滑性解的问题中展现出显著的高精度优势，为

Hadamard 型分数阶反常扩散、粘弹性力学等问题提供了可靠的高精度求解工具。 
后续可将该 Legendre 谱方法拓展至非线性 Hadamard 时空分数阶问题与复杂边界场景，结合快速算

法优化 Hadamard 算子的计算成本，探索 Legendre 谱方法与其他分数阶数值技术的融合，构建适用于

Hadamard 型算子的普适性高精度求解框架。 
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