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摘  要 

von Neumann代数是算子代数中的重要组成部分，而von Neumann代数都可以由它的投影生成，因此

投影就成为了算子代数中一类重要的研究对象。本文研究了有限von Neumann代数中的单性投影，并对

它的性质进行了一些刻画。设是作用于Hilbert空间上的 nI 型von Neumann代数， 是的极

大交换子代数，投影 E 、F 是中的两个单性投影，{ }1 , , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与{ }1 , , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交

的投影族，并有∑
1

n

i
i

E I
=

= ，∑
1

n

i
i

F I
=

= ， iE E∼ 与 iF F∼ 成立，这里1 i n≤ ≤ 为正整数，那么对任意的 0ε > ，

存在一个超弱连续正线性映射 : τ → ，使得 ( ) ( ) ( )1E Fτ ε τ≤ + 成立。 
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Abstract 
Von Neumann algebras are an important part of operator algebras, and von Neumann algebras can 
be generated by its projections, so projections are an important research topic in operator algebras. 
In this paper, the monic projections in finite von Neumann algebras are studied, and some charac-
terizations of their properties are given. If   is a nI  type von Neumann algebra acting on a Hil-
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bert space  , and let   be a maximal abelian subalgebra of  , and E , F  be two monic pro-
jections in  , { }1 , , nE E⋅ ⋅ ⋅  and { }1 , , nF F⋅ ⋅ ⋅  are two mutually orthogonal projections families, and 

∑
1

n

i
i

E I
=

= , ∑
1

n

i
i

F I
=

= , iE E∼  and iF F∼ , where i N +∈ , then for any 0ε > , there is an ul-

traweakly continuous positive linear mapping : τ →  such that ( ) ( ) ( )1E Fτ ε τ≤ + . 
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1. 引言及主要结论 

自 von Neumann 代数创立以来，von Neumann 代数中投影的运算及其性质就吸引了国内外众多学者

的研究兴趣。2009 年，Kaftal [1]探讨了在因子 von Neumann 代数中，一个算子可以表示为一列投影算子

的强算子拓扑和的条件。2013 年，Halpern 与 Kaftal 等人[2]在文献[1]的基础上，给出了 1II 型因子 von 
Neumann 代数中正的可对角化算子 A 可被写成有限个投影的和的一个充分条件为 ( ) ( )A Aτ τ+ −> 或者

( ) ( )AA Rτ τ≥ 。2014 年，Choi [3]等学者研究了 Hilbert 空间算子可被写成有限个正交投影的条件。2020
年，Goldstein 与 Paszkiewicz [4]深入研究了因子 von Neumann 代数中投影算子的线性组合的代数、几何

与谱性质。2021 年，曹新彦，房军生与姚兆林[5]证明了 II 型因子 von Neumann 代数中的正算子 A 可以

被写成投影和的一个充要条件是 ( ) ( )A Aτ τ+ −≥ ，该结果是对文献[2]的一个推广。在此基础上，本文主要

受到 Kadison 的文献[6]的启发，研究了有限 von Neumann 代数中的单性投影。 
下面是本文研究得出的主要结论。 
定理 1.1 (本文定理 3.4) 设是作用于 Hilbert 空间上的 nI 型 von Neumann 代数，是的极大

交换子代数，投影 E F、 是中的两个单性投影，{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与{ }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的投

影族，并有
1

n

i
i

E I
=

=∑ ，
1

n

i
i

F I
=

=∑ ， iE E∼ 与 iF F∼ 成立，这里1 i n≤ ≤ 为正整数，那么，就有 E F∼ 成立。 

定理 1.2 (本文定理 3.6) 设是作用于 Hilbert 空间上的 1II 型 von Neumann 代数，是的极

大交换子代数，投影 E F、 是中的两个单性投影，{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与{ }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的

投影族，并有
1

n

i
i

E I
=

=∑ ，
1

n

i
i

F I
=

=∑ ， iE E∼ 与 iF F∼ 成立，这里1 i n≤ ≤ 为正整数，那么，就有 E F∼ 成立。 

定理 1.3 (本文定理 3.9) 设是作用于 Hilbert 空间上的 nI 型 von Neumann 代数，是的极大

交换子代数，投影 E F、 是中的两个单性投影，{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与{ }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的投

影族，并有
1

n

i
i

E I
=

=∑ ，
1

n

i
i

F I
=

=∑ ， iE E∼ 与 iF F∼ 成立，这里1 i n≤ ≤ 为正整数，那么对任意的 0ε > ，都

存在一个超弱连续正线性映射 :τ → ，使得 ( ) ( ) ( )1E Fτ ε τ≤ + 成立。 

2. 预备知识 

定义 2.1 [6] 设为 Hilbert 空间上的一个 von Neumann 代数，如果有交换投影且中心支撑为
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单位元 e，则称为 I 型 von Neumann 代数。如果单位元 e是 n 个等价交换投影的和，则称为 nI 型

von Neumann 代数。如果没有非零交换投影，但是包含有限投影且中心支撑为单位元 e，则称为 II
型 von Neumann 代数。如果单位元 e 是有限的，则称为 1II 型 von Neumann 代数。如果单位元 e是真无

限的，则称为 II∞ 型 von Neumann 代数。如果没有非零有限投影，则称为 III 型 von Neumann 代

数。 
定义 2.2 [6] 设为 von Neumann 代数， 为的中心。若线性映射满足下列条件： 
(1) 对任意的 ,x y∈，有 ( ) ( )xy yxτ τ= ， 
(2) 对任意的 a∈，有 ( )a aτ = ， 
(3) 对任意的 b∈且 0b > ，有 ( ) 0bτ > ， 

则称τ 是上的中心值迹(center-valued trace)。如果上有这样的τ 存在，那么就是有限 von Neu-
mann 代数。 

定义 2.3 [6] 设是一个 von Neumann 代数， E 是中的投影且 0E ≠ 。如果存在中的投影

1, , kE E⋅ ⋅ ⋅ 以及中心 中的某个投影Q ，使得 1 2 kE E E E⋅ ⋅ ⋅∼ ∼ ∼ ∼ 与 1 2 kE E E Q⋅ ⋅ ⋅ + =+ + 成立，其中 k 为正

整数，那么就称 E 是中的单性(monic)投影。 
命题 2.4 [6] 设是一个 von Neumann 代数，如果 E 是中的有限投影，那么 E 的每个子投影也

是有限投影。在中的每个极小投影与 0 投影都是有限投影。如果 E 是有限投影且 E F∼ ，那么 F 也是

有限投影。 
命题 2.5 [6] 设是一个 von Neumann 代数，{ }aE 与{ }aF 是中两列正交的投影族，并且对任意

的指标 a ，有 a aE F ，那么就有 a aE F∑ ∑ 成立。如果对任意的指标 a ，有 a aE F∼ ，那么就有

a aE F∑ ∑∼ 成立。 

定理 2.6 [6] (comparison) 设是一个 von Neumann 代数， E F、 是中的投影，那么存在唯一的

一对极大正交中心投影 P 与 Q ，使得 QE QF 成立，如果 0P 是 P 的一个非零中心子投影，那么就有

0 0P E P F 成立。如果 0R 是 I P Q− − 的非零中心子投影，那么就有 0 0R F R E 成立。 

3. 定理的证明 

为了证明本章的主要定理，引用了如下的相关结果。 
引理 3.1 [6] 设是 I 型 von Neumann 代数且没有无限的中心投影，是的极大交换子代数。

如果 nP 是中的一个中心投影，使得 nP 为 nI 型 von Neumann 代数。那么就有下面的两个结论： 
(1) 在中可以找到 nP 的某个非零子投影 0P ，使得 0P 是的交换投影。 
(2) 中存在一个具有中心支撑 I 的交换投影。 
引理 3.2 [6] 设 1E 是 nI 型 von Neumann 代数中具有中心支撑 I 的交换投影，其中 n 为有限正整数。

那么有下面的两个结论： 
(1) 在中存在一个包含了 1E 的 n 个相互正交的等价投影族，使得它们的和为单位元 I 。 
(2) ( ) ( )1 1I E I E− − 是 1nI − 型 von Neumann 代数。 
引理 3.3 [6] 设是 nI 型 von Neumann 代数且 n 为有限的正整数，设为的极大交换子代数。

那么就有下面的三个结论： 
(1) 在中存在 n 个相互正交的等价投影{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 且它们的和为 I ，每个投影 iE 都是中的交换

投影且都有相对于的中心支撑 I ，其中1 i n≤ ≤ 。 
(2) 可以由 von Neumann 代数的中心与(1)中的 n 个交换投影生成。 
(3) 如果 n pq=  (其中 ,p q 为正整数)，那么包含 p 个正交投影且它们的和为 I ，并且这 p 个投影
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还在中等价。 
首先，我们研究了 nI 型 von Neumann 代数中的单性投影。 
定理 3.4 设是作用于 Hilbert 空间上的 nI 型 von Neumann 代数，是的极大交换子代数，

投影 E F、 是中的两个单性投影， { }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与 { }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的投影族，并有 

1

n

i
i

E I
=

=∑ ，
1

n

i
i

F I
=

=∑ ， iE E∼ 与 iF F∼ 成立，这里1 i n≤ ≤ 为正整数，那么，就有 E F∼ 成立。 

证明 首先，我们使用数学归纳法来证明
1

n

i
i

E I
=

=∑ 的存在性。 

当 1n = 时，我们知道是交换的，此时 = ，那么有 1E I= 。 

现在假设 1n > ，当是 kI 型且 k 小于 n 时，有
1

k

i
i

E I
=

=∑ 成立。由于为 kI 型 von Neumann 代数，

故没有无限中心投影，那么由引理 3.1 可知，在中存在一个投影 1E ，使得 1E 是交换投影，且有
1EC I= ，

以及 ( ) ( )1 1I E I E− − 是作用于 Hilbert 空间 ( )( )1I E−  上的 1nI − 型 von Neumann 代数， ( )1I E− 是它

的极大交换子代数。那么，由归纳假设可知， 1I E− 是 ( )1I E− 中的 1n − 个投影 2 , , nE E⋅ ⋅ ⋅ 的和，且每个

jE 都是 ( ) ( )1 1I E I E− − 中的交换投影，并且它们在 von Neumann 代数 ( ) ( )1 1I E I E− − 中的中心支撑

都是 1I E− 。 
由引理 3.2 可知，

1 nE EI C C= = ⋅⋅⋅ = 。再由引理 3.3 可知，在中存在 n 个等价正交投影{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅

且它们的和为 I ，并且每个交换投影 iE 相对于的中心支撑都是 I 。因此存在一列正交投影{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ ，

满足
1

n

i
i

E I
=

=∑ 。 

接下来，若{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与{ }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的投影族，并有
1

n

i
i

E I
=

=∑ 以及
1

n

i
i

F I
=

=∑
成立，下面我们证明 i iE F∼ 。 

因为为 nI 型 von Neumann 代数，且 ,E F 为中的单性投影，那么，由单性投影的性质可知， 

1 2 nE E E E⋅ ⋅ ⋅∼ ∼ ∼ ∼ ，
1

n

i
i

E I
=

=∑ ， 

以及 

1 2 nF F F F⋅ ⋅ ⋅∼ ∼ ∼ ∼ ，
1

n

i
i

F I
=

=∑ . 

因此，由命题 2。4 可知 1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 都为有限投影，且 1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 也都为有限投影。 

那么，由
1

n

i
i

E I
=

=∑ 且
1

n

i
i

F I
=

=∑ 以及命题 2.5 可知， 

1 1 1 1E I E F I F− −+ ∼ + . 

下面证明，投影 1 1E F∼ ，若不然，假设有 1 1E F ，那么由定理 2.6 可知，在 

( ) ( )1 1n nE E E E∨ ⋅⋅⋅∨ ∨ ⋅⋅⋅∨ 中存在一个非零中心投影 P ，使得 1 1PE PF 或 1 1PE PF 成立。 

不妨假设 { }( )1,2, ,i i iPE G PF i n< ∈ ⋅⋅⋅∼ 成立，那么两边求和可得 

1 1 1

n n n

i i i
i i i

PE G PF
= = =

<∑ ∑ ∑∼ ， 
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又因为
1

n

i
i

E I
=

=∑ 与
1

n

i
i

F I
=

=∑ ，所以我们有 

1

n

i
i

P G P
=

<∑∼ ， 

从而，我们得到了 P 与 P 的一个真子投影
1

n

i
i

G
=
∑ 等价，这就与 ( ) ( )1 1n nE E E E∨ ⋅⋅⋅∨ ∨ ⋅⋅⋅∨ 是有限 von 

Neumann 代数矛盾。因此，我们就有 1 1E F∼ 成立。又因为 1 1E E F F∼ ∼ ∼ ，所以我们就有 E F∼ 。 

证毕。 
接下来，我们研究 1II 型 von Neumann 代数中的单性投影。 
引理 3.5 [6] 设是作用于 Hilbert 空间上的 1II 型 von Neumann 代数，是中的极大交换子

代数且 E 是中的一个投影。那么有 
(1) 在中存在一个投影的序列 { }nE 使得 0E E= ，

nE EC C= ， 1n nE E −≤ 与 1n n nE E E− − ，对 n 在

{ }1,2, ⋅ ⋅ ⋅ 中， 
(2) 假设 F 是中的一个投影，使得 0E FC C ≠ ，那么在中存在一个非零投影 G 使得 G E≤ 且

G F ， 
(3) 假设 F 是中的一个投影，使得 F E ，那么中 E 的某个子投影 1E 等价于 F ， 
(4) 对于每一个正整数 n ，那么包含 n 个等价正交投影且和为 I 。 
结合上面的引理，我们给出下面定理的证明。 
定理 3.6 设是作用于 Hilbert 空间上的 1II 型 von Neumann 代数，是中的极大交换子代数， 

且 E F、 是中的单性投影，{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与{ }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的投影族，并有
1

n

i
i

E I
=

=∑ ，

1

n

i
i

F I
=

=∑ ， iE E∼ 与 iF F∼ 成立，这里1 i n≤ ≤ 为正整数，那么，就有 E F∼ 成立。 

证明 由引理 3.5 的(4)可知，存在一列相互正交的投影族{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 满足
1

n

i
i

E I
=

=∑ 。 

因此，我们只需要证明 i iE F∼ 。由于为 1II 型 von Neumann 代数，所以 I 是有限投影。由于

{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 是一列相互正交的投影族，且有 1 2 nE E E I+ + ⋅⋅⋅ + = ，因此， 

1 2 1 2n nE E E E E E I+ + ⋅⋅⋅ + = ∨ ∨ ⋅⋅⋅∨ = 也为有限投影。 
由已知 1 2 nE E E E⋅ ⋅ ⋅∼ ∼ ∼ ∼ ，那么由命题 2.4 可知， 1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 都是有限投影。同理， 1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 也都是

有限投影。 

由
1

n

i
i

E I
=

=∑ 以及
1

n

i
i

F I
=

=∑ ，以及由命题 2.5 可知，有 

1 1 1 1E I E F I F− −+ ∼ + . 

下面证明，投影 1 1E F∼ ，若不然，假设有 1 1E F ，那么由定理 2.6 可知，在 

( ) ( )1 1n nE E E E∨ ⋅⋅⋅∨ ∨ ⋅⋅⋅∨ 中存在一个非零中心投影 P ，使得 1 1PE PF 或 1 1PE PF 成立。 
不妨假设 { }( )1,2, ,i i iPE G PF i n< ∈ ⋅⋅⋅∼ 成立，那么两边求和可得 

1 1 1

n n n

i i i
i i i

PE G PF
= = =

<∑ ∑ ∑∼ ， 

又因为
1

n

i
i

E I
=

=∑ 与
1

n

i
i

F I
=

=∑ ，所以我们有 
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1

n

i
i

P G P
=

<∑∼ ， 

从而，我们得到了 P 与 P 的一个真子投影
1

n

i
i

G
=
∑ 等价，这就与 ( ) ( )1 1n nE E E E∨ ⋅⋅⋅∨ ∨ ⋅⋅⋅∨ 是有限

von Neumann 代数矛盾。因此，我们就有 1 1E F∼ 成立。又因为 1 1E E F F∼ ∼ ∼ ，所以我们就有 E F∼ 。 

证毕。 
引理 3.7 [6] 如果 von Neumann 代数是有限的， P 是的中心 中的非零投影，η是上的超

弱连续中心态，并且 0ε > ，那么在中存在一个投影G ，使得G P≤ ， ( ) 0Gη > ，并且 

( ) ( ) ( )* *1AA A Aη ε η≤ + ， 

对于G G 中的每个 A 都成立。 
引理 3.8 [6] 如果 von Neumann 代数是有限的， P 是的中心 中的非零投影，并且对任意的

0ε > ，存在一个超弱连续正线性映射 :τ →  和中心 中的一个投影Q ，使得 0 Q P< ≤ ，并且有 

( ) ( ) ( )* *1AA A Aτ ε τ≤ + ， ( ) ( )CA C Aτ τ= ， ( )CQ CQτ = ， 

这里 A∈，C∈ 。 
由前面的定理 3.4 以及上述两个引理，我们有下面的结果。 
定理 3.9 设是作用于 Hilbert 空间上的 nI 型 von Neumann 代数，是的极大交换子代数，

投影 E 、 F 是中的两个单性投影，{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与 { }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的投影族，并有 

1

n

i
i

E I
=

=∑ ，
1

n

i
i

F I
=

=∑ ， iE E∼ 与 iF F∼ 成立，这里1 i n≤ ≤ 为正整数，那么对任意的 0ε > ，都存在一个超

弱连续正线性映射 :τ →  ，使得 ( ) ( ) ( )1E Fτ ε τ≤ + 成立。 

证明 因为 E F、 是中的单性投影，{ }1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 与{ }1, , nF F⋅ ⋅ ⋅ 为中的两列相互正交的投影族，并

有 iE E∼ ， iF F∼ ，
1

n

i
i

E I
=

=∑ 以及
1

n

i
i

F I
=

=∑ 成立，那么由定理 3.4 可知，有 E F∼ 。 

我们不妨假设 *WW E= ， *W W F= ，其中W 是中的部分等距算子，由引理 3.7 可知，存在上

的一个超弱连续中心态η。接着，由引理 3.8 可知，存在中的一个投影 E ，以及的中心 中的非零

投影 N ，使得 E N≤ ， ( ) 0Eη > ，并且有 

( ) ( ) ( )* *1WW W Wη ε η≤ + . 

因为 E 是中的单性投影，那么存在中的一列相互正交的投影 1, , nE E⋅ ⋅ ⋅ 以及 中的投影 0N ，使得 

1 2 nE E E E⋅ ⋅ ⋅∼ ∼ ∼ ∼ ， 1 2 0nE E E N+ ⋅⋅⋅ + =+ . 

设 :j jV E E→ 是中的一列部分等距算子，这里 1, ,j n= ⋅⋅⋅ 。 
下面我们定义一个超弱连续的正线性映射 0 :τ → 如下 

( ) ( )*
0

1

n

j j
j

W V WVτ η
=

= ∑ ， 

那么有 

( ) ( )0 0 0W N Wτ τ= ， ( ) ( )0 0CW C Wτ τ= ， 

这里W ∈，C∈ 。 
由于 *

j kV V E E⊆  ，所以我们有 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )( )

* * * *
0 0 0 0 0 0

1

* * *

1 1

** *

1 1
.

n

k
k

n n

j k k j
k j

n n

j k j k
k j

WW N WW WN W WE W

V WV V W V

V WV V WV

τ τ τ τ

η

η

=

= =

= =

= = =

=

=

∑

∑∑

∑∑

 

接下来，由引理 3.7 可知， 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

* ** * * *

1 1 1 1

* *

1 1

*
0

1

1 *

1 .

n n n n

j k j k j k j k
k j j k

n n

k j j k
j k

V WV V WV V WV V WV

V W V V WV

W W

η ε η

ε η

ε τ

= = = =

= =

≤ +

= +

= +

∑∑ ∑∑

∑∑  

因此，我们有 

( ) ( ) ( )* *
0 01WW W Wτ ε τ≤ + 。 

又因为 ( ) ( ) ( )* *
0 01WW W Wτ ε τ≤ + ，以及 *WW E= ， *W W F= ，所以我们有 ( ) ( ) ( )0 01E Fτ ε τ≤ + 成

立。 
证毕。 
本文首先考虑了在不同类型的 von Neumann 代数中，单性投影的性质。主要研究 nI 型 von Neumann

代数与 1II 型 von Neumann 代数中单性投影的性质，得到本文定理 3.4 与定理 3.6 的相应结果。其次，在

本文定理 3.4 的基础上，进一步考虑了单性投影在超弱连续正线性映射下的相关性质，得到本文定理 3.9
的结果。最后，衷心感谢文仕林老师与审稿专家对本文章的指导与宝贵建议。 
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