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摘  要 

椭圆界面问题广泛存在于复合材料力学、多相流、生物流体、多孔介质传输等科学与工程领域，其核心

特征是求解区域被界面分割为多个子区域，方程系数、解或其法向通量在界面处存在跳跃，导致解全局

正则性较低。本文系统梳理了椭圆界面问题的主流数值求解方法，将其划分为经典数值方法与无网格机

器学习方法两大类。其中，经典数值方法又可进一步分为适配网格方法与非适配网格方法。针对不同类

别的方法，本文详细阐述了其核心思想、技术特点及代表性研究进展。最后，对当前领域的研究现状进

行总结，并展望未来的发展趋势。 
 
关键词 

椭圆界面问题，无网格机器学习方法，适配网格方法，非适配网格方法 
 

 

A Review on Numerical Methods for Elliptic 
Interface Problems 
Tangchuan Deng 
School of Mathematics and Statistics, Changsha University of Science and Technology, Changsha Hunan 
 
Received: May 13, 2026; accepted: June 7, 2026; published: June 16, 2026 

 
 

 
Abstract 
Elliptic interface problems widely exist in scientific and engineering fields such as composite mate-
rial mechanics, multiphase flow, biological fluid dynamics and porous medium transport. The es-
sential characteristic is that the computational domain is divided into multiple subdomains by in-
terfaces, where jumps occur in equation coefficients, solutions or their normal fluxes, resulting in 
low global regularity of solutions. We systematically review the mainstream numerical methods for 
solving elliptic interface problems, which are classified into two categories: traditional numerical 
methods and meshless machine learning methods. Among them, traditional numerical methods are 
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further divided into fitted mesh methods and unfitted mesh methods. For each type of method, we 
elaborate on their core principles, technical characteristics and representative research progress. 
Finally, the current research status in this field is summarized, and future development trends are 
prospected. 
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1. 引言 

自然界与工程实际中的大量输运、平衡、稳态物理过程，均可通过二阶椭圆型偏微分方程进行刻画，

例如稳态热传导、静电场与静磁场势分布、渗流力学平衡、弹性力学稳态响应以及生物组织物质扩散等

场景。真实物理系统往往由多种不同属性的介质构成，在不同介质的交界面处，材料系数、源项及边界

通量会发生剧烈突变，这类带有内部分界面与跳跃传输条件的椭圆方程边值问题，被统称为椭圆界面问

题。椭圆界面问题是计算数学、应用数学与工程科学交叉领域的核心研究对象，在流体力学[1] [2]、材料

科学[3] [4]、电磁学[5]、仿生学[6] [7]等领域被广泛应用。 
从数学形式上，标准二阶椭圆界面问题可描述为：设区域 dΩ⊂   ( 2,3d = )被光滑或分段光滑界面

Γ划分为若干互不重叠的子区域 1 2, , , LΩ Ω Ω ，满足
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其中 v v v+ −= − 表示物理量 v跨越界面的跳跃， ( )xβ 为分段间断的扩散系数， n∂ 为界面单位法向导数，

( ) 0xλ ≥ 为反应系数， 1 2, , ,f g h h 为已知源项与边界或界面数据。矢量形式的椭圆界面问题(如弹性力学、

Stokes 流)还需满足位移或速度连续、应力跳跃等条件。 
与传统光滑区域椭圆方程相比，椭圆界面问题最本质的特征是：求解区域被一条或多条闭合、分段

光滑的内界面分割为若干子区域，界面两侧的扩散或传导系数存在明显间断，界面问题的解可能是非光

滑甚至不连续的，解的全局正则性低，再加上界面的复杂几何形状，部分问题还会伴随界面源、界面应

力、接触热阻等附加约束。这种特殊的数学特性，直接导致解在界面附近失去高阶光滑性，出现弱奇性、

层状陡峭变化及梯度集中等现象，使得传统适配均匀网格上的标准差分、有限元格式出现精度下降、数

值震荡、收敛阶退化甚至算法失稳等问题。 
近年来，随着复合材料结构、微纳机电系统、生物医学仿真、油气资源开发、核聚变装置、多物理场

耦合设计等工程需求的不断升级，界面几何日趋复杂、介质参数对比急剧升高，计算域维度也从二维逐

步扩展至三维甚至高参数化空间。在此背景下，椭圆界面问题的高精度、高效率、高鲁棒性求解，已成

为科学计算领域无法回避的基础课题。对该问题的研究，不仅能够完善间断介质偏微分方程的函数空间
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理论、数值逼近理论与误差分析体系，更能直接支撑多介质工程结构的仿真设计、性能优化与可靠性评

估，具有重要的理论价值与工程应用价值。 
本文的主要框架如下：在第二节综合阐述经典数值方法；在第三节重点阐述无网格机器方法；在第

四节给出总结与展望。 

2. 经典数值方法 

对于椭圆界面问题，一众学者发展了各种数值方法对其进行求解，这些经典数值方法大致可以分为

两类：适配网格方法和非适配网格方法。 

2.1. 适配网格类数值方法 

适配网格方法要求计算网格的单元边界与界面 Γ严格重合，从而在每个子区域内使用标准离散格式，

界面跳跃条件可自然满足。该方法理论完善、精度可控，但网格生成成本随界面复杂度急剧上升[8]。 

2.1.1. 有限元方法 
有限元法(Finite Element Method, FEM)是求解椭圆界面问题最经典的框架。在适配网格下，分片多项

式基函数可实现最优阶收敛。Bramble 等人[9]提出一种针对光滑区域椭圆界面问题 FEM，通过多边形近

似区域实现了最优收敛阶；Babuska 等人[10]针对间断系数椭圆方程的非贴合界面问题，提出了一种改进

的 FEM，旨在克服标准方法因界面不贴合导致的精度下降问题；Zhang [11]针对三维弹性界面问题提出

了高阶界面惩罚有限元方法，并证明其最优误差估计；Chu 等人[12]提出的多尺度有限元方法(MSFEM)仅
采用粗拟均匀网格，且无须对界面进行解析，即可高精度求解含高对比度系数的椭圆界面问题。 

2.1.2. 有限体积法与多尺度方法 
有限体积法(Finite Volume Method, FVM)基于物理守恒律离散，适配网格下可严格保证通量守恒，广

泛应用于渗流与流体问题。针对高对比系数界面问题，Jenny 等人[13]提出多尺度有限元方法，有效捕捉

系数突变引起的解奇异性。 

2.1.3. 弱 Galerkin 方法 
弱 Galerkin 方法是传统 Galerkin 方法的扩展，通过引入弱导数实现对 PDE 的高效数值求解。Mu 等

人[14]提出的弱 Galerkin 方法变分形式更简洁、未知量更少，且支持一般多面体网格剖分，适配复杂界面

情况，易于推广至高阶格式，并在低正则性问题中保持良好精度。 

2.1.4. 匹配界面和边界方法 
匹配界面和边界方法(Matched Interface and Boundary, MIB)通过引入虚拟点将界面条件处理与方程离

散完全解耦，利用最低阶跳跃条件，通过迭代构造高阶格式，突破尖点、三叉点等几何奇异限制。Xia 等

人[15]提出了基于 MIB 方法的高阶格式，首次针对含多材料界面几何奇点的二维椭圆方程实现了二阶精

度求解。 

2.1.5. 适配网格方法总结 
适配网格方法以其成熟的理论体系、严格可控的精度与收敛阶以及高稳定性，成为求解椭圆界面问

题的经典选择。然而，这类方法在实际应用中也存在显著局限：对于复杂或动态演化界面，网格生成与

维护难度大、计算成本高，且难以有效处理界面拓扑变化问题。 

2.2. 非适配网格类数值方法 

非适配网格方法采用固定笛卡尔网格或均匀网格，允许界面任意穿越单元，通过格式修正、虚拟点、
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形函数重构等策略嵌入界面条件，大幅提升几何适应性，是当前静态界面问题的主流方案[16]。 

2.2.1. 扩展有限元方法 
扩展有限元法(XFEM)是在传统有限元方法上进行改进的数值方法，通过扩充不连续性的形函数代表

计算域内的间断。Xiao 等人[17]基于间断 Galerkin 和 XFEM 提出的 DG-XFEM 方法，无须引入足够大的

参数便可保证最优收敛，并增加了针对离散线性系统的最优多重网格求解器，同时进行了收敛性分析。 

2.2.2. 浸入边界法 
Peskin [18]提出浸没边界法(IBM)，采用欧拉笛卡尔网格和拉格朗日界面点，通过δ 函数分布力源传

递界面效应，实现固定网格下的界面求解。 

2.2.3. 浸入界面法 
LeVeque 与 Li [19]提出浸入界面法(IIM)，是椭圆界面问题里程碑式工作。IIM 在界面邻近点修正有

限差分系数，将跳跃条件直接代入离散格式，严格满足界面通量平衡，实现二阶精度，可处理间断系数

与奇异源项。之后 Adams 与 Li [20]将 IIM 与多重网格结合，显著提升大规模问题求解效率。 

2.2.4. 浸入有限元法 
浸入有限元法(IFEM)重构界面穿越单元的形函数，使其满足界面跳跃条件，从而在非适配网格下保

持最优收敛阶。Chen 等人[21]提出的双线性部分罚浸没有限元方法(IFEM)，通过在被多个界面或三交点

切割的单元上构造特殊基函数实现最优收敛并提升稳定性。 

2.2.5. 鬼流体法 
Fedkiw 等[22]提出鬼流体法(GFM)，在笛卡尔网格上定义“鬼单元”，通过延拓界面另一侧的场来施

加跳跃条件，实现界面间断的非振荡求解。后续 XGFM [23]进一步拓展了对复杂界面的处理能力。 

2.2.6. 间断有限元方法 
间断有限元方法(Discontinuous Galerkin, DG) [24]通过引入数值通量与界面罚项弱嵌入界面跳跃条件，

允许解在单元边界不连续，无需网格与界面贴合即可保持高阶精度与局部守恒性。 

2.2.7. 其他非适配网格方法 
Taleei 等人[25]结合直接无网格局部 Petrov-Galerkin 方法与可见性准则的高效无网格方法提出基于弱

形式的无网格方法，通过改进的移动最小二乘近似和界面处理技术大幅降低了计算成本；Dong 等[26]提
出无核边界积分法(KFBI)，在 Stokes 与弹性界面问题中均展现出较高的精度与效率。 

除此之外，自适应网格加密(AMR)也常用于椭圆界面问题的求解。AMR 基于后验误差估计，可在界

面附近、解梯度变化剧烈或存在奇异性的区域自动细化网格，在不显著增加全局自由度的前提下，大幅

提升界面区域的求解精度与分辨率。在实际应用中，AMR 常与浸入界面法[27]、间断有限元方法[28]等
非适配网格格式耦合。 

2.2.8. 非适配网格方法总结 
非适配网格方法凭借其良好的几何灵活性，无需复杂的贴体网格生成，具有实现简便、计算效率高

的显著优势，为界面问题求解提供了灵活的技术路径。但该类方法仍存在不足，主要体现在高阶精度格

式的构造较为复杂，且在处理多界面交汇等拓扑奇异点时难度较大，限制了其在复杂场景下的进一步应用。 

3. 无网格机器学习方法 

无网格方法仅依赖配点，完全摆脱网格约束，特别适用于极端复杂、动态演化与高维界面问题。 
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3.1. 物理信息神经网络 

物理信息神经网络(Physics-Informed Neural Networks, PINNs)利用自动微分计算方程残差，在损失函

数中嵌入方程、边界与界面条件，实现无网格配点求解。受深度 Ritz 方法的启发，Wang 等人[29]设计了

一种基于深度学习的无网格方法，专门用于椭圆界面问题的数值求解；Hu 等人[30]提出了不连续捕获浅

层神经网络(DCSNN)，用于逼近 d 维分段连续函数并求解椭圆界面问题，其核心思路是将 d 维分段连续

函数扩展至 1d + 维空间中的连续函数，从而规避界面间断带来的求解困难；文献[31]提出了深度未拟合

Nitsche 方法，通过将椭圆界面问题转化为包含两个弱耦合成分的能量最小化问题，实现对界面间断特征

的有效刻画；文献[32]则将椭圆界面问题转化为最小二乘问题，进而提出一种基于分段深度神经网络的无

网格求解方法；文献[33]采用多尺度融合网络架构，通过融合不同尺度的特征信息，提升椭圆界面问题的

求解精度；此后，Wu 等人[34]提出了界面神经网络(INN)，该方法引入扩展的梯度测深剖面下降(MGD)方
法，能够自适应平衡损失函数中各分项的相互作用，有效提升模型的泛化能力与求解精度；文献[35]对
PINN 进行扩展优化，使其能够适配椭圆界面问题的求解需求；Sarma 等人[36]提出了界面 I-PINNs，构造

一种特殊的神经网络结构，该网络在界面问题的两个子域内除激活函数外其他参数保持一致，从而保证

模型在界面处的求解精度。 

3.2. 随机特征方法 

随机特征方法(RFM)将神经网络优化转化为线性最小二乘问题，稳定性与效率大幅提升。Chi 等[37]
将 RFM 用于界面问题；Ying 等人[38]则结合极限学习机与随机神经网络的思想，提出了一种新的保持连

续性方法，用于椭圆界面问题的数值求解；Song 等[39]提出间断捕捉随机特征法(DC-RFM)，通过增广变

量实现单套基函数捕捉间断，可高效处理时变界面、多界面、各向异性问题。 

3.3. 算子学习方法 

当前基于神经网络的界面问题求解方法虽已取得诸多成果，但大多只能对特定的界面问题求解，当

求解场景发生变化，如初始条件、边界条件或其他核心参数需要调整时，必须重新设计并训练全新的神

经网络模型。针对这一痛点，近年来兴起的算子神经网络为其提供了新的思路，受深度算子网络(Deep Op-
erator Network, DeepONet) [40]影响，Wu 等人[41]将区域分解方法与 DeepONet 相结合，提出了界面算子

网络(IONet)，专门用于参数椭圆界面问题的求解；Bi 等[42]提出 XI-DeepONet，将水平集函数作为输入，

直接学习界面几何、参数到解的算子映射，一次训练可实现多参数、变界面快速推理。 

3.4. 无网格机器学习方法总结 

无网格机器学习方法以其完全摆脱网格依赖、对复杂界面适应性强、高维问题可扩展性好的突出优

势，为界面问题的求解提供了新的思路。然而，这类方法仍存在明显局限：物理信息神经网络(PINNs)训
练过程易不稳定；随机特征方法(RFM)依赖于基函数的合理设计；算子学习类方法通常需要大量高质量的

训练样本，限制了其在工程问题中的广泛应用。 

4. 典型方法对比 

本节对椭圆界面问题的主流数值方法进行系统对比，结果如表 1 所示。三类方法分别代表了“精度

优先–平衡折中–灵活性优先”的技术路线，表格清晰呈现了它们在网格依赖、界面处理策略与精度特

性上的核心差异，可为不同场景下的方法选择提供直接参考。 
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Table 1. Comparison of mainstream numerical methods for elliptic interface problems 
表 1. 椭圆界面问题主流数值方法对比 

方法类别 代表方法 网格依赖 界面处理 典型精度 

适配网格 FEM、MSFEM、FVM 界面贴合 自然满足 最优阶 

非适配网格 IIM、IFE、GFM 规则网格 格式修正/虚拟点 二阶–高阶 

无网格机器学习 DC-RFM、I-PINNs、IONet 无网格 增广变量/损失函数 谱类/代数 

5. 总结与展望 

5.1. 总结 

针对椭圆界面问题的数值求解，目前已形成了三类互补的技术路径：传统适配网格方法以高精度见

长，但在处理复杂或动态界面时，几何灵活性受限；非适配网格方法通过在精度、效率与适应性之间的

折中，成为应用广泛的主流方案；新兴的无网格机器学习方法彻底摆脱了网格束缚，因其兼具精度、效

率与稳定性，为动态和多界面问题提供了更优的解决思路。 

5.2. 展望 

椭圆界面问题的数值方法研究仍面临诸多挑战，结合当前工作的局限与领域前沿发展趋势，未来可

从以下几个方面开展进一步探索：1) 发展可稳定处理多材料界面交汇与拓扑变化的高精度数值格式；2) 
构建动态界面的时空耦合无网格求解框架；3) 设计针对高对比系数问题的鲁棒预条件与稳定化技术；4) 
建立机器学习类界面求解方法的收敛性理论；5) 发展面向高维参数化问题的可扩展算子学习与无网格方

法。 
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