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摘  要 

考虑到杀虫剂喷施对天敌亦存在影响，本文引入阈值控制策略探究害虫–天敌模型的全局动力学行为。

采用菲利波夫(Filippov)定性分析方法，剖析模型的滑模动力学与全局动力学特征，明确了不同参数区间

内真实平衡点及伪平衡点的全局渐近稳定性。通过数值模拟验证并阐释了理论结果的生物学内涵，为害

虫综合治理提供了理论支撑。 
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Abstract 
Considering that insecticide spraying also exerts an impact on natural enemies, this paper intro-
duces a threshold control strategy to explore the global dynamic behavior of the pest-natural enemy 
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model. By adopting the Filippov qualitative analysis method, the sliding mode dynamics and global 
dynamic characteristics of the model are analyzed, and the global asymptotic stability of real and 
pseudo-equilibrium points in different parameter intervals is clarified. Through numerical simula-
tions, the biological connotation of the obtained theoretical results is verified and explained, which 
provides theoretical support for integrated pest management. 
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1. 引言 

引言在现代农业生产中，大棚蔬菜种植因能突破季节与环境限制、保障作物优质高产，已成为重要

的农业生产模式。然而，大棚内封闭的生态环境易导致害虫大量滋生，其中蚜虫作为典型的刺吸式害虫，

以农作物汁液为食，其爆发性繁殖不仅会造成作物叶片卷曲、光合效率下降，还可能传播植物病毒，最

终导致显著减产甚至绝收，严重威胁大棚蔬菜的生产效益[1]。 
近年来，Filippov 系统[2]凭借其对非光滑控制策略的精准刻画优势，已在人类传染病防控、植物病害

综合治理、农业害虫生态调控等多个实际领域获得广泛应用。该系统能够有效捕捉“阈值触发”的分段

控制行为，与害虫综合治理(IPM)中“按需干预”的核心思路高度契合。作为兼顾生态效益与防控效率的

害虫治理理念，IPM 强调协调化学防治、生物防治与生态调控等多种手段，避免单一依赖化学农药导致

的天敌消亡、害虫抗药性增强等问题，最终实现害虫种群的可持续管控。 
阈值控制策略作为 IPM 的核心手段[3]-[5]，可灵活适配持续化学防控场景：当瓢虫密度低于设定阈

值(ET)时，其对蚜虫的恐惧效应与捕食压力不足以弥补化学防控的局限性，需强化庇护所保护以维持天

敌种群；当瓢虫密度高于阈值(ET)时，其捕食作用与恐惧效应可与化学防控形成高效协同，无须额外保护

措施即可稳定抑制蚜虫增长。这类含不连续调控策略的系统可通过 Filippov 非光滑动力系统精准刻画，

该方法能有效处理切换阈值引发的动力学行为突变，已被广泛应用于生态调控与病虫害治理研究中[6]。
需要指出的是，本文所构建的 Filippov 模型整合了恐惧效应[7]、天敌庇护[8]所以及阈值[9]触发的农药喷

施三种机制，三者共同体现了害虫综合治理(IPM)中“生物防治与化学防治协同”的核心思想[10] [11]。
模型中的关键阈值 ET 与 IPM 中的“经济阈值”概念密切相关，后文将对此进行详细讨论。 

本文后续章节将按以下思路展开研究：第 2 章将详细构建模型并明确参数定义，Filippov 系统的基本

定义及相关引理；第 3 章聚焦两类子系统的动力学分析，重点讨论平衡点的存在性与局部、全局渐近稳

定性；第 4 章深入分析切换线处的滑模动力学行为，推导滑模方程并判定伪平衡点的存在条件；第 5 章

结合前面的分析结果，分场景讨论 Filippov 全局系统的全局渐近稳定性，同时证明系统不存在极限环；

第 6 章将探讨参数变化引发的分支现象；最后在第 7 章总结全文研究结论，并阐述其在害虫综合治理中

的实践意义。 

2. 模型介绍及预备知识 

首先给出本文要研究的害虫–天敌模型： 
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( )

d 1 ,
d 1
d 1 ,
d

x rx x bxy px
t ey K
y bcxy d m y
t

ε

  = − − −  +  

 = − −

                             (2.1) 

其中， x 表示 0t > 时刻的猎物种群， y 表示 0t > 时刻的捕食者种群。 r 为猎物的固有生长率，表达式中 
1

1 ey+
表示恐惧触发的反捕食防御行为下猎物的生长率， 0e > 表示恐惧效应系数， 0K > 为猎物的承载能 

力， 0b > 为最大捕食率。 0c > 表示转化率。 p 表示杀虫剂对害虫的杀死率。0 1m< < 表示对天敌提供的

避难所保护系数。 0ET > 为控制阈值，表述若天敌数量大于控制阈值 ET 时，就会对猎物不施加控制策

略：若天敌数量小于控制阈值 ET 则采取措施，对害虫喷洒农药并对天敌提供庇护所。 
假设 r p> ，即害虫的内在增长率大于害虫灭杀率，这保证了系统中平衡点的存在性，使得我们的控

制策略的实施是必要的和有意义的。 
其中 

0, ,
1, .

y ET
y ET

ε
>

=  <
 

为控制函数， 0ET > 为控制阈值，控制函数 1ε = 表示当天敌数量低于控制阈值 ET 时，控制开启；控制

函数 0ε = 表示当天敌数量超过控制阈值 ET 时，控制关闭。记 ( ){ }2 , | 0, 0x y x y+ = ≥ ≥ ，显然(2.1)有下面

两个子系统： 
令 ( )H Z y ET= − ， ( )T,Z x y= ，并且 ( ) ( ) ( )( )1

T
1 1,SF Z f Z g Z= ， ( ) ( ) ( )( )2

T
2 2,SF Z f Z g Z= ，其中 

( ) ( ) ( )1 11 , 1 ,
1

rx xf Z bxy px g Z bcxy d m y
ey K
 = − − − = − − +  

 

( ) ( )2 21 , .
1

rx xf Z bxy px g Z bcxy dy
ey K
 = − − − = − +  

 

定义切换曲线为 

( ){ }2 | 0Z H Z+Σ = ∈ =  

并且 

( ){ } ( ){ }1 2 2 2| 0 , | 0 ,S Z H Z S Z H Z+ += ∈ < = ∈ >   

( )

d 1 ,
d 1
d 1 .
d

x rx x bxy px
t ey K
y bcxy d m y
t

  = − − −  +  

 = − −

                            (2.2) 

在 2S 区域中系统(2.1)可写成 

d 1 ,
d 1
d .
d

x rx x bxy px
t ey K
y bcxy dy
t

  = − − −  +  

 = −

                            (2.3) 

记 ( ) ( ) ( ),
iF iL H Z H Z F Z= ∇ 表示函数 H 在向量场 ( )iF Z 上的李导数，这里 ,⋅ ⋅ 表示内积。根据文

献[12]，可定义切换线上的区域如下： 
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定义 2.1 (i) 如果在切换线 Σ上 ( )
1

0FL H Z > 且 ( )
2

0FL H Z < ，称满足条件的点构成的集合为切换线Σ

上的吸引滑模区域，记为 sΣ 。 
(ii) 如果在切换线 Σ 上 ( ) ( )

1 2
0F FL H Z L H Z⋅ > ，称满足条件的点构成的集合为切换线 Σ上的穿越区

域，记为 cΣ 。 
(iii) 如果在切换线 Σ上 ( )

1
0FL H Z < 且 ( )

2
0FL H Z > ，称满足条件的点构成的集合为切换线 Σ上的排

斥滑模域域，记为 eΣ 。 
根据 Filippov 凸方法，可以得到 Filippov 系统在切换线 Σ上的滑模方程[13]： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
d 1 , ,
d

s
s

Z F Z F Z F Z Z
t

λ λ= = + − ∈Σ  

其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 1

,
.

,
H Z F Z

H Z F Z F Z
λ

∇
=

∇ −
 

接下来给出本文中涉及到的平面 Filippov 系统的平衡点类型。 
定义 2.2 (i) 若 1Z S∈ 且 ( )

1
0SF Z = ，或 2Z S∈ 且 ( )

2
0SF Z = ，则称 Z 为实平衡点； 

(ii) 若 1Z S∈ 且 ( )
2

0SF Z = ，或 2Z S∈ 且 ( )
1

0SF Z = ，则称 Z 为虚平衡点； 
(iii) 若 s eZ ∈Σ ∪Σ 且满足 ( ) 0sF Z = ，则称 Z 为伪平衡点； 
(iv) 若 ΣZ ∈ 且 ( )

1
0SF Z = 或 ( )

2
0SF Z = ，则称 Z 为边界平衡点。 

定义 2.3 若 ΣZ ∈ 满足下面条件之一： 

(1) ( ) ( )
1 1

0, 0F SL H Z F Z= ≠ ；(2) ( ) ( )
2 2

0, 0F SL H Z F Z= ≠ ， 

那么称点 Z 为 Filippov 系统(2.1)的切点。 
下面两个引理给出了系统(2.1)的正性和有界性[14]。 
引理 2.4 假设 ( ) ( )( ),x t y t 为系统 (2.1)在区间 [ ) ( ]( )0, 0,T T ∈ +∞ 上满足初始条件 ( ) 00 0x x= ≥ 和

( ) 00 0y y= ≥ 的解，则对所有的 [ )0,t T∈ 有 ( ) 0x t ≥ 且 ( ) 0y t ≥ 。 
由(2.1)的第二个方程， 

( )
0

0

d 1 0,
d y

y

y bcxy d m y
t

ε
=

=

= − − =    

若 ( )0 0y = ，则对所有的 [ )0,t T∈ ，都有 ( ) 0y t = ；若 ( )0 0y > ，假设存在 0 0t > ，使得 ( )0 0y t ≤ ，那么

将存在 * 0t > ，使得 ( )* 0y t = 且对任意的 )*0,t t∈  ，有 ( ) 0y t > 。由(2.1)的第二个式子，得 

( )d 1
d
y bcxy d m y bcxy
t

ε= − − ≥  

则当 *t t 时有 ( ) ( ) ** 0 e 0bcty t y≥ > 。这与 ( )* 0y t = 矛盾。同理由(2.1)的第一个方程可得 ( ) 0x t ≥ 。因此只

要解满足 ( ) 00 0x x= ≥ ， ( ) 00 0y y= ≥ ，则对任意的 [ )0,t T∈ ，有 ( ) 0x t ≥ ， ( ) 0y t ≥ 。 
引理 2.5 系统(2.1)满足初值条件 ( ) 00 0x x= ≥ 和 ( ) 00 0y y= ≥ 的解在 [ )0,+∞ 上是有界的。 
证明 令 ( ) ( )( ),x t y t 为系统(2.1)满足初值条件 ( ) 00 0x x= ≥ 和 ( ) 00 0y y= ≥ 的解，且 ( ) 2

0 0,x y R+∈ ，因

为
d 0
d x K

x
t ≥

≤ ，所以对系统的任意一个解都存在 0T > 。当 t T≥ 时有 ( )x t K≤ 由引理(2.4)可知对于任意的

[ )0,t T∈ 都有 ( ) 0x t ≥ ， ( ) 0y t ≥ 。 
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( )

( )

( )

1d 1
1

d 1
1

1

1
min , ,

x y d mrx xc bxy px y
t ey K c

d mxrx y
K c

d m yrK r x
c c

ε

 +  −   = − − − − +  
− ≤ − − 

 
−  ≤ − +  

  

                    (2.4) 

所以 

( ) ( )
( ){ } ( ){ }

( ){ }

( ){ }

min , 1
0 0

0 0

1 1 e
min , 1 min , 1

1
min , 1

r d m trK rKx t y t x y
c cr d m r d m

rK x y
cr d m

− − 
+ ≤ + + −  − − 

≤ + +
−

 

故 ( ) ( )( ),x t y t 在 [ )0,t∈ +∞ 上有界。                                                          □ 

3. 子系统动力学分析 

本章节聚焦于两类子系统的动力学行为展开分析，具体涵盖平衡点的存在性判定与稳定性特征探

究。 

3.1. 子系统 1S 动力学分析 

对于子系统(2.2)，经过计算得到三个平衡点： ( )11 0,0E = ， 12 ,0KpE K
r

 = − 
 

， 

( )1 1 1,E x y= ，其中
( )

1

1d m
x

bc
−

= ，

( ) ( )2 1

1

4 1

2

xb ep b ep eb p r
K

y
eb

  − + + + − − −  
  = 。 

考虑子系统(2.2)的 Jacobi 矩阵 

( )
( )

21

1
21

1 1
1

xrex
r x Kby p bxJ ey K ey

bcy bcx d m

  −      − − − − − = +   +
  − − 

 

平衡点 11E 是一个鞍点；平衡点 12E 满足 ( )1 1pbcK d m
r

 − < − 
 

时为局部稳定的结点，满足

( )1 1pbcK d m
r

 − > − 
 

时为鞍点；对于正平衡点 1E 所对应的特征方程为 ( )( ) ( )( )2
1 1 0tr J E det J Eλ λ+ + =

其中 ( )( )1 0tr J E < ， ( )( )1 0det J E > 。当且仅当 ( )1 1pbcK d m
r

 − > − 
 

时，它是局部稳定的结点或焦点，

再结合以下结论可知该平衡点在区域 1S 内全渐近稳定。 

引理 3.1 系统(2.2)在 1S 区域没有极限环。 

证明 构造 Dulac 函数 ( ) 1,B x y
xy

= ，则
( ) ( )

( )
1 1 0

1
Bf Bg r
x y Ky ey

∂ ∂
+ = − <

∂ ∂ +
。根据 Bendixson-Dulac 法

则知系统(2.2)在 1S 区域没有极限环。                                                         □ 

综上所述，对于子系统(2.2)，我们可以得出以下定理： 
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定理 3.2 若 ( )1 1pbcK d m
r

 − < − 
 

，则 12E 全局渐近稳定；若 ( )1 1pbcK d m
r

 − > − 
 

，则 1E 全局渐近

稳定。 

3.2. 子系统 2S 动力学分析 

对于子系统(2.3)，通过简单的计算可得到三个平衡点： ( )21 0,0E = ， 22 ,0KpE K
r

 = − 
 

  

( )2 2 2,E x y= ，其中 2
dx
bc

= ，

( ) ( )2 2

2

4 1

2

xb ep b ep eb p r
K

y
eb

  − + + + − − −  
  = 。 

考虑子系统(2.3)的 Jacobi 矩阵 

( )22

1
21

1 1

xrex
r x Kby p bxJ ey K ey

bcy bcx d

  −      − − − − −=  +   +
  − 

 

平衡点 21E 是一个鞍点；当 1 pbcK d
r

 − > 
 

时 22E 是一个鞍点，当且仅当 1 pbcK d
r

 − < 
 

时 22E 是一个

局部稳定的结点；对正平衡点 2E 所对应的特征方程为 ( )( ) ( )( )2
2 2 0tr J E det J Eλ λ+ + = ，其中

( )( )2 0tr J E < ， ( )( )2 0det J E > ，当 1 pbcK d
r

 − > 
 

时，平衡点 2E 是局部稳定的结点或焦点，同理结合以

下结论可知该平衡点在区域 2S 内全局渐近稳定。 

引理 3.2 系统(2.3)在 2S 区域没有极限环。 

证明 构造 Dulac 函数 ( ) 1,B x y
xy

= ，则
( ) ( )

( )
2 2 0

1
Bf Bg r
x y Ky ey

∂ ∂
+ = − <

∂ ∂ +
。根据 Bendixson-Dulac 法

则知系统(2.3)在 2S 区域没有极限环。 

综上所述，对于子系统(2.3)，我们可以得出以下定理： 

定理 3.4 如果 1 pbcK d
r

 − < 
 

，则 22E 全局渐近稳定；若 1 pbcK d
r

 − > 
 

，则 2E 全局渐近稳定。 

4. 滑模动力学分析 

本章我们主要讨论滑模的动力学行为。 
根据滑模域的定义，可以得到 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2

| , 0, , 0s S Sx H Z F Z H Z F ZΣ = ∈Σ ∇ > ∇ < ，即 

( ) ( ) ( )
1 1, 1 0S y

H Z F Z bcxy d m y x x
∈Σ

∇ = − − > ⇒ >  

( ) ( )
2 2, 0S y

H Z F Z bcxy d x x
∈Σ

∇ = − < ⇒ <  

则系统(2.1)的滑模区域和穿越区域分别为 ( ){ }1 2, | ,s x y y ET x x xΣ = ∈Σ = < < 和
1 2c c cΣ = Σ ∪Σ 其中

( ){ }1 1, | 0c x y x xΣ = ∈Σ < < 和 ( ){ }2 2  , |c x y x xΣ = ∈Σ > 。 

由 Filippov 凸方法可得到系统(2.1)在滑模区域 sΣ 的滑模方程为 

( )d 1
d 1
x rx x bETx px f x
t eET K

 = − − − = +  
                        (4.1) 
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令 ( )d 0
d
x f x
t
= = ，因此等式(4.1)有两个根 

( )( )1
0 1 ,p

bET p eET
x x K x

r
+ + 

= = − = 
 

或  

因为 10x x r= < < ，故省略这个解；为了确保 ( )1 2,px x x∈ ，有 

( ) ( )( )1 1
1

d m bET p eET dK
bc r bc
− + + 

< − < 
 

 

那么系统可能存在一个伪平衡点 ( ),p pE x ET= 。下面得到 [ ]1 2,px x x∈ 的充要条件： 

( ) ( ) ( )1
1 1 11

b be y ET pe
f x x y ET

eET
+ + +

= −
+

， 

( ) ( ) ( )2
2 2 21

b be y ET pe
f x x y ET

eET
+ + +

= −
+

。 

其中

( ) ( )2 1

1

4 1

2

xb ep b ep eb p r
K

y
eb

  − + + + − − −  
  = ，

( ) ( )2 2

2

4 1

2

xb ep b ep eb p r
K

y
eb

  − + + + − − −  
  = ， 

由此可以推断出 1 2y y> 。若 2 1y ET y< < ， ( )1 0f x > ， ( )2 0f x < ，根据零点存在定理可知伪平衡点 pE 存

在。又根据定义(2.3)，可得到两个切点 ( )1 1,T x ET= ， ( )2 2 ,T x ET= ，显然切点 1T 和 2T 为滑模区域 sΣ 的端

点。 

通过对滑模动力学方程求导得到 ( ) ( )
0

1
p

p

rx
f E

K eET
′ = − <

+
，由此可说明伪平衡点 pE 在 sΣ 上是局部

稳定的。 

5. 全局动力学分析 

本节聚焦于 Filippov 系统的全局动力学特性分析。具体研究步骤如下：先论证系统不存在极限环，

再整合各平衡点的虚实属性与局部稳定性结论，以此结合理论分析与数值仿真手段，完整刻画系统的全

局动力学行为。鉴于参数 ET 的取值会显著改变平衡点的存在性与稳定性，下文将分多种情形展开详细讨

论。需要指出的是，要实现系统全局稳定性的判定，首要工作是排除极限环的存在。 
引理 5.1 系统(2.1)不存在环绕滑模段 sΣ 的穿越极限环。 
证明 假设存在一个环绕滑模段 sΣ 的极限环 1 2Γ = Γ + Γ ，其中 i iSΓ = Γ∩ ， 1,2i = 。极限环Γ与切换线

x ET= 相交于 ,M N 两点，对任意小的 0θ > ，作辅助线 y ET θ= − ， y ET θ= + ，且Γ分别与两条辅助线

相交于 1 1 2 2, , ,M N M N ，令 1D∂ 为线段 1Γ 与 1 1M N 所围成的区域 1D 的边界， 2D∂ 为线段 2Γ 与 2 2N M 所围成的

区域 2D 的边界。 1 1 2 2, , , , ,M N M N M N 的纵坐标分别为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , , , ,m n m n m ny y y a y a y a y aθ θ θ θ+ − + − ， 

且 ( ) ( )
0

lim 0, 1,2,3,4ia i
θ

θ
→

= = 。取 Dulac 函数 ( ) 1,B x y
xy

= ，有
( ) ( )

( )
1 1

1
Bf Bg r
x y ky ey

∂ ∂
+ −

∂ ∂ +
 ； 

( ) ( )
( )

2 2

1
Bf Bg r
x y ky ey

∂ ∂
+ −

∂ ∂ +
 ；那么 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2 2d d d d 0
D D

Bf Bg Bf Bg
x y x y

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂   

+ + + <   ∂ ∂ ∂ ∂   
∫∫ ∫∫                 (5.1) 
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在 1D 中应用格林公式有 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )
( )

1

1 1 1

1 1

2

1

1 1

1 1 1 1

1

d d

d d d d

d

1
dn

m

D

D N M

N M

y a

y a

Bf Bg
x y

x y

B f y g x B f y g x

Bg x

d m
bc x

x
θ

θ

∂

−

+

∂ ∂ 
+ ∂ ∂ 

= − + −

= −

− 
= − 

 

∫∫

∫ ∫
∫

∫





 

同样地，在 2D 中应用格林公式有 

( ) ( )
( )
( )3

2 4

2 2 d d dm

n

y a

D y a

Bf Bg dx y bc y
x y x

θ

θ

+

−

∂ ∂   + = −   ∂ ∂   
∫∫ ∫  

从而可得 

   

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

1 2

2 3

1 4

1 1 2 2

0

0

lim d d

1
lim d d

d 0.

n m

m n

n

m

D D

y a y a

y a y a

y

y

Bf Bg Bf Bg
x y

x y x y

d m dbc y bc y
x x

md y
x

θ

θ θ

θ θθ

→

− +

+ −→

 ∂ ∂ ∂ ∂   
+ + +     ∂ ∂ ∂ ∂    

 −   = − + −        

= >

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

 

这与(5.1)产生了矛盾，从而引理得证，如图1所示。证毕。                                     □ 
引理 5.2 系统(2.1)不存在包含部分滑模段 sΣ 的极限环。 
证明(图 2) 当 1y ET< 时，存在实平衡点 1E ，且由前面的内容可知，该实平衡点 1E 在子系统 1S 内是

全局渐近稳定的。若存在极限环 Γ包含部分 sΣ ，则轨线经过一段时间后再回到 sΣ 形成极限环，这与实平

衡点 1E 的全局渐近稳定性矛盾；同理，当 2ET y< 时会存在全局渐近稳定的实平衡点 2E ，这种情况下也

不会存在包含部分滑模段的极限环；当 2 1y ET y< < 时，存在局部稳定的伪平衡点， pE ，轨线经过滑模段

Σs 时会收敛到 pE 。综上所述，该系统不存在与 sΣ 部分重合的极限环。                             □ 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of possible limit rings 
around the entire slip mode segment sΣ  
图 1. 围绕整个滑模段 sΣ 的可能极限环示意图 
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Figure 2. Schematic diagram of a possible limit ring 
around a partial slip mode segment sΣ  
图 2. 围绕部分滑模段 sΣ 的可能极限环示意图 

 
阈值 ET 的选取不同，会直接导致系统平衡点呈现出不同的虚实状态，基于这一特点，下文将分多种

情况进行具体分析。 

首先我们令
( )

1

1

1

d m
R

pbck
r

−

 − 
 


， 2

1

dR
pbck
r

 − 
 

 ，那么可以得到 1 2R R< 。 

情形 1 当 2 1y ET y< < 时， 1E 和 2E 均变为虚平衡点，则有以下结论成立。 
定理 5.3 若 2 1y ET y< < ，则伪平衡点 pE 是全局渐近稳定的。 
证明 当 2 1y ET y< < 时， 1E 和 2E 都为虚平衡点。由式(4.1)的性质知 ( )1 0f x > ， ( )2 0xψ < ，此时函

数 ( )f x 在区间 [ ]1 2,x x 上存在唯一零点，即存在唯一的伪平衡点 pE 且是局部稳定的。且由引理 5.1 与 5.2
可知系统(2.1)不存在极限环。因此无论 1S 还是 2S 中的轨线最终都将达到滑模段趋于伪平衡点 pE ，因此伪

平衡点 pE 是全局渐近稳定的，如图 3 所示。证毕。 
 

 
Figure 3. Global asymptotic stabilization diagram for the pseudo-
equilibrium point pE , where 0.6, 4r K= = , 0.8e = , 0.3b = , 

0.4c = , 0.2d = , 0.5m = , 0.2p = , 0.38ET =  
图 3. 伪平衡点 pE 的全局渐近稳定图，其中 0.6r = ， 4K = ，

0.8e = ， 0.3b = ， 0.4c = ， 0.2d = ， 0.5m = ， 0.2p = ， 0.38ET =  
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情形 2 当 2 1y y ET< < 时，存在实平衡点 1E ，虚平衡点 2E 。此时，系统(2.1)存在实平衡点在 1S 区域

内，且伪平衡点不存在，则有以下结论成立。 
定理 5.4 若 2 1y y ET< < ，且 1 1R < ，则实平衡点 1E 是全局渐近稳定的。   
证明 当 2 1y y ET< < 时， 1E 为实平衡点，且 1E 是子系统 1S 的全局渐近稳定的平衡点。由式(4.1)的性

质知 ( )1 0f x < ， ( )2 0f x < ，故在区间 [ ]1 2,x x 上， ( ) 0f x < ，这说明伪平衡点 pE 不存在。当 1 1R > 时边界

平衡点 12E 为不稳定的平衡点，又由引理 5.1 和 5.2 知系统(2.1)内不存在极限环，所以 2S 中的轨线无论是

否碰撞滑模段最终趋于 1S ，而 1S 中的轨线将趋于 1E ，由定理 3.2 知 1E 全局渐近稳定。故无论初始位置如

何，轨迹最终会收敛到 1E ，故 1E 全局渐近稳定，如图 4(a)所示。证毕。 
 

 
Figure 4. Global asymptotic stability diagrams for the system (2.1) for the two cases, (a) ET = 0.9, (b) ET = 0.2, respectively, 
with the other parameters 0.6r = , 4K = , 0.8e = , 0.3b = , 0.4c = , 0.2d = , 0.5m = , 0.2p =  
图 4. 系统(2.1)分别在(a) ET = 0.9，(b) ET = 0.2 两种情况下的全局渐近稳定图，其它参数为 0.6r = ， 4K = ， 0.8e = ，

0.3b = ， 0.4c = ， 0.2d = ， 0.5m = ， 0.2p =  
 

 
Figure 5. Global asymptotic stabilization diagram for the pseudo-equi-
librium point 12E , where 0.8r = , 5K = , 0.5e = , 0.15b = , 

0.3c = , 0.9d = , 0.7m = , 0.6p = , 0.5ET =  
图 5. 边界平衡点 12E 的全局渐近稳定图，其中 0.8r = ， 5K = ，

0.5e = ， 0.15b = ， 0.3c = ， 0.9d = ， 0.7m = ， 0.6p = ， 0.5ET =  
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情形 3 当 2 1ET y y< < 时，存在虚平衡点 1E ，实平衡点 2E 。此时，系统(2.1)存在实平衡点在 2S 区域

内，且伪平衡点不存在，则有以下结论成立。 
定理 5.5 若 2 1ET y y< < ，且 2 1R < 则实平衡点 2E 是全局渐近稳定的。 
证明 当 2 1ET y y< < 时， 2E 为实平衡点，且 2E 是子系统 2S 的全局渐近稳定的平衡点。由式(4.1)的性

质知 ( )1 0f x > ， ( )2 0f x > ，故在区间 [ ]1 2,x x 上， ( ) 0f x > ，这说明伪平衡点 pE 不存在。又因为当 2 1R <

时边界平衡点 12E 是不稳定的平衡点，由引理 5.1 和 5.2 知系统(2.1)内不存在极限环，所以 1S 中的轨线无

论是否碰撞滑模段最终趋于 2S ，而 2S 中的轨线将趋于 2E ，由定理 3.4 知 2E 全局渐近稳定。故无论初始位

置如何，轨迹最终会收敛到 2E ，故 2E 全局渐近稳定，如图 4(b)所示。证毕。 
定理 5.6 若 1 1R > 时，实平衡点 12E 是全局渐近稳定的。 
证明 由于 1 21 R R< < ，由前面内容可知，此时不存在实平衡点 1E 与 2E ，系统(2.2)与系统(2.3)的解轨线

都会收敛到平衡点 12E ，在 1 21 R R< < 条件下，我们可以通过式子(4.1)计算出 

( ) ( ) ( )1
1 1 1 0

1
b be y ET pe

f x x y ET
eET

+ + +
= − <

+
， ( ) ( ) ( )2

2 2 2 0
1

b be y ET pe
f x x y ET

eET
+ + +

= − <
+

这表明此时系统

不存在伪平衡点，根据该系统(2.2)不存在极限环且解具有有界性，由此可以判断平衡点 12E 是全局渐近稳定

的。如图 5 所示。证毕。 

6. 边界平衡点分支 

在含阈值控制策略的 Filippov 害虫–天敌系统中，边界平衡点分支是指当关键控制参数(如天敌密度

阈值 ET 、杀虫剂杀死率 p 等)连续变化并跨越某一临界值时，系统的实平衡点与切换线上的切点或边界

平衡点发生碰撞、融合或消失，进而导致系统全局动力学行为发生定性突变的现象。本章以 ET 和 p 为主

要分支参数，系统研究 Filippov 系统(2.1)的边界结点分支与切向分支，解析推导分支发生的临界条件，并

通过分支图清晰展示系统稳定状态随参数变化的转换路径。 

6.1. 分支临界条件的解析推导 

根据第 4~5 章的分析，系统的动力学行为依赖于实平衡点 1E 、 2E 与切换线 : y ETΣ = 的相对位置，

以及伪平衡点 pE 的存在性。记： 

( )
1 2

1
,

d m dx x
bc bc
−

= =  

( ) ( )2 1

1

4 1

2

xb ep b ep eb p r
K

y
eb

  − + + + − − −  
  =  

( ) ( )2 2

2

4 1

2

xb ep b ep eb p r
K

y
eb

  − + + + − − −  
  =  

系统发生边界平衡点分支的临界条件主要包括以下两类： 
(1) 边界平衡点分支条件 
当 1ET y= 时，子系统 1S 的全局渐近稳定实平衡点 1E 恰好落在切换线 Σ上，成为边界平衡点。当 ET

由小于 1y 变为大于 1y 时， 1E 由虚平衡点转变为实平衡点(或反之)，系统全局稳定平衡点从滑模段上的伪

平衡点 pE 切换为 1S 区域内的实平衡点 1E 。 
同理，当 2ET y= 时，子系统 2S 的实平衡点 2E 落在切换线 Σ上，发生边界结点分支。 
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(2) 切向分支条件 

记滑模动力学方程(4.1)为 ( )d
d
x f x
t
= ，其中 ( ) 1

1
rx xf x bETx px
eET K

 = − − − +  
。切点 ( )1 1,T x ET= 和

( )2 2 ,T x ET= 位于滑模区域 sΣ 的边界。当伪平衡点 pE 与切点 1T 或 2T 碰撞时，发生切向分支，其临界条件

为 ( )1 0f x = 或 ( )2 0f x = ，即： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 20 0

1 1
b be y ET pe b be y ET pe

x y ET x y ET
eET eET

+ + + + + +
− = − =

+ +
或  

由于 1 2, 0x x > ，上述条件等价于 1ET y= 或 2ET y= 。这说明在本模型中，切向分支与边界结点分支

在同一临界参数值处同时发生，属于典型的边界焦点分支。 
此外，杀虫剂杀死率 p 的变化会改变 1x 、 2x 、 1y 、 2y 的值，从而影响分支临界点的位置。对 1y 、 2y

关于 p 求偏导可得： 

1 20, 0y y
p p

∂ ∂
< <

∂ ∂
 

这意味着增加农药杀死率 p 会同时降低临界阈值 1y 和 2y ，使系统更早进入“化学防治主导”的参数

区域。 

6.2. 分支图与数值验证 

(1) 一维分支图(以 ET 为分支参数) 
固定参数： 0.6r = ， 4K = ， 0.8e = ， 0.3b = ， 0.4c = ， 0.2d = ， 0.5m = ， 0.2p = 。计算得分支临

界值： 2 0.2840y ≈ ， 1 0.4784y ≈  
当 ET 由小到大变化时，系统的全局渐近稳定状态呈现如下三分支转换规律： 

• 当 20 ET y< < 时：实平衡点 2E 全局渐近稳定( 2S 区域主导)； 
• 当 2 1y ET y< < 时：伪平衡点 pE 全局渐近稳定(滑模控制主导)； 
• 当 1ET y> 时：实平衡点 1E 全局渐近稳定( 1S 区域主导)。 

(2) 数值模拟验证 
选取图 6 所示四组 ET 值(0.2, 0.2840, 0.4784, 0.6)，分别对应上述三个分支阶段及分支临界点： 

• 图 6(a) 20.2ET y= < ：轨线收敛于 2E ，实平衡点稳定； 
• 图 6(b) 20.2840ET y= = ：边界平衡点分支发生，系统处于临界状态； 
• 图 6(c) 10.4784ET y= = ：另一边界平衡点分支发生； 
• 图 6(d) 10.6ET y= > ：轨线收敛于 1E ，实平衡点稳定。  

数值结果与分支分析理论预测完全一致，验证了分支临界条件的正确性。 

6.3. 分支的生物学意义 

从害虫综合治理的角度看，边界平衡点分支揭示了以下重要规律： 
 当 ET 取值在 ( )2 1,y y 区间时，系统自然收敛到滑模段上的伪平衡点 pE ，此时天敌密度稳定在阈值附

近，无需额外干预即可实现害虫的可持续控制，这是 IPM 的理想状态； 
 当 ET 过低时 ( )2ET y< ，天敌密度难以维持，系统依赖 2S 区域的平衡点，实际控制效果较差； 
 当 ET 过高时 ( )1ET y> ，天敌密度充足，系统进入 1S 区域的生物防治主导模式，亦为理想状态。 

因此，合理设定阈值 ET 使其落入 ( )2 1,y y 或大于 1y 的范围，是保障害虫可持续治理的关键。同时，

控制农药杀死率 p 不宜过高，以免压缩滑模控制的有效窗口。 
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Figure 6. Global asymptotic stability diagrams for the system (2.1) for the four cases(a) 0.2ET = , (b) 0.2840ET = , 
(c) 0.4784ET = , (d) 0.6ET = , respectively, with the other parameters 0.6r = , 4K = , 0.8e = , 0.3b = , 0.2d = , 

0.5m = , 0.2p = , 0.3c =  
图 6. 系统(2.1)分别在(a) 0.2ET = ，(b) 0.2840ET = ，(c) 0.4784ET = ，(d) 0.6ET = ，两种情况下的全局渐

近稳定图，其它参数为 0.6r = ， 4K = ， 0.8e = ， 0.3b = ， 0.3c = ， 0.2d = ， 0.5m = ， 0.2p =  

7. 结论 

本文研究的主要目的是研究控制策略对天敌捕食害虫的影响，使用非光滑 Filippov 的定性分析和数

值模拟来研究所提出的 Filippov 系统的动力学，并指出化学防治和生物防治对害虫治理的作用。利用

Filippov 系统相关的定性分析理论得到平衡点的类型和滑模区域，并对子系统动力学和滑模动力学进行

了分析。在平衡点存在的情况下，第五节中对实平衡点和伪平衡点的全局稳定性进行了分析。并讨论了

在 2 1y ET y< < ， 2 1y y ET< < 和 2 1ET y y< < 三种情形下实平衡点的存在性和全局稳定性。当 2 1y ET y< <

时，伪平衡点 pE 是全局渐近稳定的；当 2 1y y ET< < 时，平衡点 1E 是全局渐近稳定的；当 2 1ET y y< < 时，

平衡点 2E 是全局渐近稳定的。前两种情况表明害虫的数量稳定在阈值 ET 处或在阈值 ET 以下，能够避免

害虫数量爆发。研究表明，控制可变参数 p ET− ，即增加天敌的投放量和改变阈值 ET 能够避免害虫数

量暴发对农作物造成经济影响和破坏生态环境，从而为害虫综合治理提供策略。 
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