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摘  要 

针对多边形网格下二维线弹性问题的高阶离散需求，本文研究基于比例边界坐标的高阶完备多边形单元

数值方法。首先，介绍比例边界坐标变换下具有高阶多项式完备的多边形单元插值基函数；其次，推导

二维线弹性方程的弱形式，建立相应的半离散Galerkin格式与全离散θ差分格式，并给出质量矩阵、刚度

矩阵和载荷向量的离散表达；进一步地，对非稳态问题引入θ差分格式，并在相应假设下给出全离散格式

的稳定性估计。最后，通过稳态与非稳态数值实验，比较2DSBd2和2DSBd3单元在L∞范数、L2范数和H1

半范数下的误差与收敛行为。数值结果表明，所构造方法具有良好的精度和收敛性。上述结果说明，基

于比例边界坐标的高阶完备多边形单元可为二维线弹性方程的数值求解提供一种有效的离散途径。 
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Abstract 
For the high-order discrete solution of two-dimensional linear elasticity problems on polygonal 
meshes, this paper studies a high-order complete polygonal element numerical method based on 
scaled boundary coordinates. First, polygonal element interpolation basis functions with high-or-
der polynomial completeness under the scaled boundary coordinate transformation are intro-
duced. Then, the weak form of the two-dimensional linear elasticity equations is derived, and the 
corresponding semi-discrete Galerkin formulation and fully discrete θ-difference scheme are es-
tablished. The discrete expressions of the mass matrix, stiffness matrix, and load vector are also 
presented. Furthermore, for transient problems, a θ-difference scheme is introduced, and a stability 
estimate for the fully discrete formulation is given under suitable assumptions. Finally, steady-state 
and transient numerical experiments are carried out to compare the errors and convergence be-
havior of the 2DSBd2 and 2DSBd3 elements in the L∞-norm, L2-norm, and H1-seminorm. The numer-
ical results show that the constructed method has good accuracy and convergence properties. These 
results indicate that high-order complete polygonal elements based on scaled boundary coordi-
nates provide an effective discretization approach for the numerical solution of two-dimensional 
linear elasticity equations. 
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1. 引言 

线弹性方程是固体力学和结构力学中的基本模型之一，常用于描述弹性体在小变形假设下的位移、

应变和应力分布。在结构静力分析、结构动力响应、材料力学以及弹性波传播等问题中，线弹性方程都

具有重要应用。有限元法是求解线弹性问题的经典数值方法，其基本思想是将连续区域离散为若干简单

单元，并通过局部基函数构造近似解，从而将偏微分方程转化为代数方程组或常微分方程组[1] [2]。 
传统有限元方法通常采用三角形、四边形等规则单元。在规则区域和常规网格上，这类方法已经形

成了成熟的理论体系和计算框架。然而，在复杂几何区域、局部加密网格、裂纹扩展或边界变化等问题

中，仅依赖三角形或四边形单元可能导致网格重构困难、单元质量下降以及计算精度不稳定等问题。因

此，发展能够适应复杂几何形状的多边形单元成为有限元方法中的一个重要方向。多边形单元具有较强

的网格适应性，可以更加灵活地处理复杂边界、非结构网格以及局部加密区域[3] [4]。 
围绕多边形单元的构造，已有许多数值方法被提出，例如基于广义重心坐标的多边形有限元、虚单

元法以及比例边界有限元方法等[3]-[5]。其中，虚单元法可以在一般多边形网格上构造离散格式，但其局

部基函数通常不显式给出，需要通过投影算子和稳定化项构造离散双线性型。相比之下，比例边界有限

元方法(Scaled Boundary Finite Element Method, SBFEM)是一种结合有限元法和边界元法特点的半解析数

值方法。该方法在单元内部选取比例中心，仅对单元边界进行离散，并通过径向坐标将边界上的离散信

息延拓到单元内部，因此能够较自然地处理多边形单元、复杂边界以及局部奇异问题[6]-[8]。 
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经典 SBFEM 的一个重要特点是形函数不是预先给定的，而是通过控制方程导出的二阶常微分方程

系统或 Hamilton 矩阵的特征值分解得到。对于齐次问题，这种半解析形式具有较高精度；但对于非齐次

问题，为了保证高阶完备性，通常还需要引入与体力项相关的 bubble 函数，从而增加额外自由度并带来

实现上的复杂性。近年来，Zhang 和 Li 基于比例边界坐标提出了具有高阶多项式完备性的多边形和多面

体单元构造方法。该方法利用比例边界坐标下多项式可以表示为径向幂函数与边界插值函数乘积的性质，

直接构造显式插值基函数，不需要传统 SBFEM 中的特征值分解，也不依赖额外的体力附加函数[9]。 
在线弹性问题方面，Gravenkamp 和 Natarajan 将比例边界多边形单元用于线弹性动力学计算，说明

SBFEM 多边形单元能够较好地适应线弹性问题中的多边形离散形式，并且可以灵活选取边界插值阶数

[10]。受上述工作的启发，本文将基于比例边界坐标的高阶完备多边形单元用于二维线弹性方程的数值离

散，本文研究二维线弹性方程的多边形单元 Galerkin 数值方法。 
基于上述研究背景，本文将基于⽐例边界坐标的高阶完备多边形单元用于二维线弹性方程的数值求

解。需要说明的是，本文并非重新提出高阶完备多边形显式基函数构造，而是在已有单元构造基础上，

建立二维线弹性方程的半离散 Galerkin 格式和非稳态问题的全离散θ 差分格式，并通过稳态与非稳态算

例考察二阶和三阶单元的误差与收敛表现。全文结构如下：第 2 节介绍比例边界坐标和高阶完备多边形

插值基函数；第 3 节建立二维线弹性方程的半离散与全离散格式，并给出稳定性估计；第 4 节给出数值

实验与结果分析；第 5 节总结全⽂。 

2. 比例边界坐标表示下的高阶完备的多边形单元 

2.1. 比例边界坐标 

对于二维比例边界坐标，我们考虑将定义域离散为 n 边的多边形元素 K ，这些多边形需要满足比例

要求：比例中心 ( )0 0,O x y 对多边形的边界直接可见，即比例中心 ( )0 0,O x y 和边界点 ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,V x y V x y
的连线在多边形内部。图 1 描述了一个多边形的比例边界坐标 ( ),ξ η ，其中径向坐标ξ 在比例中心取值为

0，在边界上取值为 1，环向坐标η的取值范围为 [ ]1,1− 。 
 

 
Figure 1. Scaled boundary coordinates in a triangle 
图 1. 三角形中比例边界坐标 

 
多边形内部的任意一点 ( ),x y 可以由比例坐标 ( , )ξ η 表示为  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

0 0 0 0

0 0 0 0

,

,
b b

b b

x x x x x

y y y y y

ξ η ξ η

ξ η ξ η

 = + − = + −


= + − = + −

x L x

y L y
                       (1) 

其中
T

1 2, , ,b px x x = ⋅⋅⋅ x 和
T

1 2, , ,b py y y = ⋅⋅⋅ y 为节点坐标， ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2, , , pL L Lη η η η = ⋅⋅⋅ L 为一维的线

单元上的形函数。关于比例坐标系统 ( ),ξ η 的偏导数计算为 
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( )
1

,b
x

y

ξ
η

ξ
η

∂  ∂ 
   ∂   ∂   =   ∂∂    
   ∂∂   

J                                 (2) 

其中， ( )b ηJ 为边界 Jacobian 矩阵 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 .b b
b

b b

x yη η
η

η η
 − − 

=  ′ ′ 

x y
J

x y
                             (3) 

由(2)和(3)可得关于笛卡尔坐标 x 和 y 偏导数为 

( ) ( )( )
( ) ( )

0

0

1 ,
1( )

b b

b b b

yx
x

y

η η ξ
η η η

ξ η

∂ ∂ 
    ′ − − ∂∂    =  ∂ ∂ ′− −       ∂ ∂   

y y
J x x

 

其中 Jacobian 矩阵 ( )bJ η 行列式为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 .b b b b bx yη η η η η′ ′= − − −J x y y x  

2.2. 高阶完备的多边形单元上的插值函数 

2.2.1. 多项式完备空间 
记平移后的坐标为 0x x x= − ， 0b b x= −x x ， 0y y y= − ， 0b b y= −y y ，则比例边界坐标变换(1)可写为 

( )
( )

,

.
b

b

x

y

ξ η

ξ η

=


=

L x

L y
 

为说明插值空间的多项式完备性，记 ( )2
mΡ  为单元 K 上总次数不超过 m 的多项式空间， ( )2h

lΡ  为

次数恰为 l ( )0,1, ,l m=  的齐次多项式空间，则有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 1 .h h h

m mΡ = Ρ ⊕Ρ ⊕ ⊕Ρ      

在每个多边形单元上，任意二元齐次多项式 ( )2( , ) Ρh
l lp x y ∈  可以表示为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1, , , , ,l l
l l b b l b b lp x y p p p x y

ξ
ξ η ξ η ξ η η ξ

=
= = ⋅ = ⋅L x L y L x L y           (4) 

特别地，当 1ξ = 时有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

1 1

2 2
1 21

,
,

, , , , ,

,

l

l
l bl mn

l mn mn

p x y
p x y

p x y L L L

p x y

ξ
η η η η

=

 
 
 = =     
 
  

L p 



                (5) 

blp 表示多项式 ( ),lp x y 在每个线性单元的插值节点 ( ),i ix y 处的取值。其中 n 为多边形的边数量，m 为每

条边的插值阶数。 N mn= 为整个多边形边界上的节点总数。 
由(4)和(5)可知对于任意的 ( )2i i h

lx y ∈Ρ  有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2
1 2, , , ,

i j

i j
i i l l

ij mn

i j
mn mn

x y
x y

x y L L L

x y

ξ η φ ξ η η η

 
 
 = = ⋅⋅⋅    
 
  

L

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由于 ( ) { }2 ,h i i
l span x y i j lΡ = + = ，则多项式 ( ) ( ) ( )2

0 0
, ,

m m
i j

l ij m
l l i j l

p x y p x y a x y
= = + =

= = ∈Ρ∑ ∑ ∑  可通过比例

边界坐标 ( ),ξ η 表示为 

( ) ( ) ( )
0

, , ,
m

l
ij ij

l i j l
p x y p aξ η ξ η φ

= + =

= = ∑ ∑ L  

其中
T

1 1 2 2, , ,i j i j i j
ij mn mnx y x y x yφ  =   为单项式 i jx y 在边界插值节点处的取值向量。由此可构造包含 ( )2h

lΡ 

的插值空间 

( ) ( ){ }2 , 0,1, 2, , .l
m ijspan i j l l mξ η φΡ = + = =L                       (6) 

2.2.2. 显式插值基函数 

对于上述空间 ( ) ( ){ }2 , 0,1, 2, ,l
m ijspan i j l l mξ η φΡ = + = =L  共有

( )( )1 2
2

m m
ρ

− −
= 个基函数，将所

有单项式在边界节点上的取值按列排列，得到列满秩矩阵 
1

1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2 2
1

1

1
1

,

1

m m m

m m m

m m m
N N N N N N N

x y x x y y
x y x x y y

x y x x y y
ρ

−

−

−
×

 
 
 =  
 
  

Φ

 

 

     

 

                      (7) 

可表示为 

{ }1 00 10 01 0 0, , , , , , .m mspan φ φ φ φ φ=Φ    

由于边界插值节点总数 N 大于多项式空间 ( )2
mΡ  的维数 ρ ，仅由多项式节点取值向量构成的矩阵

1Φ 不能覆盖全部边界自由度，因此需要通过正交分解补充剩下的 N ρ− 个基函数， 

{ }1 1 2, , , ,Nspan q q qρ ρ
⊥

+ +=Φ   

其中为 kq 在补充基函数{ }1 2, , , Nρ ρϕ ϕ ϕ+ +  在边界节点处的取值，即 

( ) ( ) ( ) T
1 1 2 2, , , , , , , 1, , ,k k k k N Nx y x y x y k Nϕ ϕ ϕ ρ = = + q    

由于 1 2, , , Nq q q 线性无关，可据此构造边界节点基函数为{ }1 2, , , Nϕ ϕ ϕ  

{ } ( ){ }1, , , 1, , .k
N k k Nλ

ρϕ ϕ ξ η ρ+ = = +L q                           (8) 

其中 kλ 为任意非负实数。 
由(6)和(7)可知 ( )2 m

m KVΡ ⊂ ，因此单元 K 上的插值空间 m
KV 具有 m 阶多项式完备性。于是 K 上的 m

KV
可完善为 

{ }
( ) ( ) { }{ }

1 1: , , , , ,

     , , 0,1, 2, , ; 0 , 1, , .k

m
K N

l
ij k k

V span

span i j l l m k N

ρ ρ

λ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ξ η φ ξ η λ ρ

+

+

=

= + = = ∈ ∪ = +L L q R

 

 

 

对于任意向量 m
Ku V∈ 可唯一地表示为幂函数的线性组合 

( ) ( ) ( )
1 0 1

, ,k
N m N

l
t t ij ij k k

t l i j l k
u c c c λ

ρ
ξ η ϕ ξ η φ ξ η

= = + = = +

= = +∑ ∑ ∑ ∑L L q                     (9) 

其中常数 ( ), 0, , ; 1, ,ij tc c i j l l m t d= + = = =
  和 ( ), 1, ,k tc c k t d N= = +

 是基函数的系数。 
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[ ]1 00 10 01 0 0, , , , , , ,m mφ φ φ φ φ=Φ    

2Φ 1 2, , , ,Nρ ρ+ + =  q q q

 
( )1 0,1,1, 2, 2, , , , ,diag m mΛ =    
( )2 1 2, , , ,Ndiag ρ ρλ λ λ+ +Λ = 

 

[ ]T T
1 1 2 00 10 01 0 0, , , , , , , , , ,m mc c cc c c ccρ = = C   

  

 
T T

2 1 2 1 2, , , , , , .N Nc c c c c cρ ρ ρ ρ+ + + +   = =   C 



 

 
则(9)中的二元函数 ( ),u ξ η 可表示为 

( ) ( ), ,u ξ η η ξ Λ= L Φ C                                  (10) 

其中 

[ ]1 2, ,=Φ Φ Φ                                     (11) 

1

2

,
Λ 

Λ =  Λ 
                                   (12) 

1

2

,
 

=  
 

C
C

C
                                     (13) 

特别地，当 1ξ = 时，ξ Λ 为单位阵 I 。将 1ξ = 代入(13)得 

( ) ( )1, ,u ξ η η= = L ΦC  

则有 
1 .h
−=C Φ u                                      (14) 

其中边界节点值 [ ]T1 2, , ,h mnu u u u=  。 
由(10)和(14)得到元素 K 上插值基函数为 

( ) ( ) 1, .kI ξ η η ξ Λ −= L Φ Φ  

在不添加泡函数的情况下 ( ),kI ξ η 具有 m 阶多项式完备性。 

2.2.3. 二阶与三阶单元 
当 2m = 时，具有二阶多项式完备性的插值基函数可写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

2
12

2
2

1 12 2 2 2 2 2 2 2
1 2, ,KI

ξ
ξ η η ξ η

ξ

Λ
− −

Λ

Λ

 
  = =    
 

L Φ Φ L Φ Φ Φ  

其中 

( )

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 6

1
1

,

1 n n n n n n n

x y x x y y
x y x x y y

x y x x y y
×

 
 
 =  
 
  

Φ
     

 

( ) ( )
2

1 0 1 1 2 2 2, , , , , ,diagξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΛ =
 

( ) ( )
2

2 3 3 3

2 6

, , , ,
n

diagξ ξ ξ ξΛ

−

= 


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此时的单元记为 2DSBd2。 
当 3m = 时，具有三阶多项式完备性的插值基函数可写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

3
13

3
2

1 13 3 3 3 3 3 3 3
1 2, , ,KI

ξ
ξ η η ξ η

ξ

Λ
− −

Λ

Λ

 
  = =    
 

L Φ Φ L Φ Φ Φ  

其中 

( )

2 2 3 2 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 3 2 2 3
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3 2 2 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 10

1
1

,

1 n n n n n n n n n n n n n

x y x x y y x x y x y y
x y x x y y x x y x y y

x y x x y y x x y x y y
×

 
 
 =  
 
  

Φ
         

 

( ) ( )
3

1 0 1 1 2 2 2 3 3 3 3, , , , , , , , , ,diagξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΛ =
 

( ) ( )
3

2 4 4 4

3 10

, , , ,
n

diagξ ξ ξ ξΛ

−

= 



 
此时的单元记为 2DSBd3。 

与传统比例边界有限元方法相比，该方法不再依赖隐式特征值分解来构造形函数，而是直接给出显

式插值基函数；同时，其高阶完备性由基函数空间本身保证，不依赖额外的体力附加函数。因此，该方

法既保留了多边形网格处理复杂区域的灵活性，又具有较好的高阶逼近能力，适合用于线弹性方程等问

题的数值离散。 

3. 线弹性方程 

3.1. 线弹性方程初边值问题 

对于各向同性材料，设弹性体 2Ω∈ 为具有光滑边界 ∂Ω的有界区域，设 DΓ ⊆ ∂Ω为位移边界，在

DΓ 上给定Dirichlet边界条件。时间区域为 [ ]0,T 。弹性体所受外力的单位体密度 ( ) ( )T
1 2, , ,x y t f f= =f f ，

当弹性体内部发生形变时，其位移函数 =u ( ) ( )T
1 2, , ,x y t u u=u 满足的方程为： 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]

( )
1

0 0

T
2, , , ,

, , , , , 0,

, , 0, ,

, , , 0.

tt

D x y t g g

x y t x y t T

x y t T

x y t
t

σ⋅ = ∈Ω ∈

∈∂

 −∇

 = = Ω ∈

∂


′= = ∈


Ω
∂ =

u

u g
uu u

u f

u

                     (15) 

应力张量定义 

( ) ( ) ( )2 ,Iσ λ µε= +∇⋅u u u  

其中 ( )0,λ∈ +∞ ， ( )1 2,µ µ µ∈ ， 1 20 µ µ< < 为 Lamé 参数，应变张量定义为 

( )T1( ) ,
2

ε = ∇ +∇u u u  

∇是梯度算子，∇⋅是散度算子。 

3.2. 弱形式推导 

现在我们给出非稳态线弹性方程的弱形式，并用 Galerkin 方法对其进行离散。设 

( )( )22 10, ;H T H ∈ Ω u ，(15)的两端同时与测试函数 ( )
2T 1

0H ∈ Ω v 做内积，有 
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( )( )T T Td d d d d d ,tt x y x y x yσ
Ω Ω Ω

− ∇ ⋅ =∫ ∫ ∫uv u v v f  

由分部积分得 

( )T T Td d : d d d d .tt x y x y x yσ
Ω Ω Ω

+ ∇ =∫ ∫ ∫v u v u v f
 

其中二阶张量的内积 ( ) :σ ∇u v 为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

11 12T

1 2 21 22

1 1 2 2
11 21 12 22

: :

.

v v
x x
v v
y y

v v v v
x y x y

σ σ
σ

σ σ

σ σ σ σ

∂ ∂ 
   ∂ ∂ ∇ =  ∂ ∂    ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂

u u
v u

u u

u u u u

 

非稳态线弹性方程对应的变分形式(16)为：求 ( )( )22 10, ;H T H ∈ Ω u ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )
21

0, , , ,   ,ttu a H + = ∀ ∈ Ω v u v f v v                         (16) 

其中 

( ) T, d d ,tt tt x y
Ω

= ⋅∫u v v u  

( ) ( )T, : d d ,a x yσ
Ω

= ∇∫u v v u
 

( ) T, d d .x y
Ω

= ⋅∫f v v f
 

称这样的 u 为初边值问题(15)的广义解。 

3.3. 半离散 Galerkin 格式 

设有限元空间 hU 的维数和全局基函数的个数均为 bN ，有限元空间 hU 单元上的有限元基函数记为

( ) ( ) ( )1, 1, ,i i bi Nφ ξ η η ξ Λ −= = ⋅⋅⋅L Φ Φ e ，其中 T(0, ,1, ,0)
i

i = ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅e ， ( ),iφ ξ η 为定义在多边形单元 K 上的局部

插值基函数，则有限元空间 hU 可表示为 

( ){ } 1
, ,bN

h i i
U span φ ξ η

=
=  

有限元数值解向量 

( )T
1 2, ,h h hu u=u  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1

, , , .
b bN N

h i i h i i
i i

u u t u u tφ ξ η φ ξ η
= =

= =∑ ∑  

建立关于 ( )1iu t 和 ( )( )2 1, ,i bu t i N= ⋅⋅⋅ 的线性代数系统，并对其求解可得有限元解 ( )T
1 2,h h hu u=u 。分别

选取 ( )( ) ( )T
, ,0 1, ,h i bi Nφ ξ η= = ⋅⋅⋅v ， ( )( ) ( )T

0, , 1, ,h j bj Nφ ξ η= = ⋅⋅⋅v 。即在第一组测试函数中，取

( )1 ,h jv φ ξ η= ( )1, , bj N= ⋅⋅⋅ ， 2 0hv = ；在第二组测试函数中，取 1 0hv = ， ( )2 ,h jv φ ξ η= ( )1, , bj N= ⋅⋅⋅ 。 

在比例边界坐标变换(2)和(3)下，可以得到 

( ) ( ) ( )( )0
1 1 ,i i i

b b
b

y
x J
φ φ φη η

ξ ξ ηη
∂ ∂ ∂ ′= − − ∂ ∂ ∂ 

L y L y  
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( ) ( )( )0
1 1 ,
( )

i i i
b b

b

x
y J
φ φ φη η

η ξ ξ η
∂ ∂ ∂ ′= − + − ∂ ∂ ∂ 

L x L x
 

其中， ( ),iφ ξ η 关于比例边界坐标的偏导数为 

( ) ( ) ( )1 1,  1, , ,i i
i i bL L i Nφ φη ξ η ξ

ξ η
Λ − Λ −∂ ∂ ′= Λ = = ⋅⋅⋅

∂ ∂
Φ Φ e Φ Φ e  

并且，在比例边界坐标系下 

( )d d d .bξ η ξ ηΩ = J  

因此，我们得到两组方程

 ( )

( )

( )

1 1
1 1 0

1

1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1 0

1

1 1 1 1
2 1 0 1 0

1

1
11 0

d d

d d 2 d d d d

d d d d

b

b

b

N

i i j b
i

N
j j ji i i

i b b b
i

N
j ji i

i b b
i

u t

u t
x x x x y y

u t
y x x y

f

φφ ξ ξ η

φ φ φφ φ φλ ξ ξ η µ ξ ξ η µ ξ ξ η

φ φφ φλ ξ ξ η µ ξ ξ η

−
=

− − −
=

− −
=

′′

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

=

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

J

J J J

J J

1
d d ,j bφ ξ ξ η

−

∫ J

 

( )

( )

( )

1 1
2 1 0

1

1 1 1 1
1 1 0 1 0

1

1 1 1 1 1 1
2 1 0 1 0 1 0

1

1
20

d d

d d d d

d d 2 d d d d

b

b

b

N

i i j b
i

N
j ji i

i b b
i

N
j j ji i i

i b b b
i

u t

u t
x y y x

u t
y y y y x x

f

φφ ξ ξ η

φ φφ φλ ξ ξ η µ ξ ξ η

φ φ φφ φ φλ ξ ξ η µφ ξ ξ η µ ξ ξ η

−
=

− −
=

− − −
=

′′

∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

=

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

J

J J

J J J

1

1
d d .j bφ ξ ξ η

−

∫ J
 

定义刚度矩阵 

1 2 3 4 5

6 7 8 3 2

2
,

2
+ + + 

=  + + + 

K K K K K
K

K K K K K
 

其中 

1 1 1 1
1 21 0 1 0

, 1 , 1

d d , d d ,
b bN N

j ji i
b b

i j i jx x x x
φ φφ φλ ξ ξ η µ ξ ξ η

− −
= =

∂ ∂   ∂ ∂
= =   ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫ ∫ ∫K J K J  

1 1 1 1
3 41 0 1 0

, 1 , 1

d d , d d ,
b bN N

j ji i
b b

i j i jy y y x
φ φφ φµ ξ ξ η λ ξ ξ η

− −
= =

∂ ∂   ∂ ∂
= =   ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫ ∫ ∫K J K J

 

1 1 1 1
5 61 0 1 0

, 1 , 1

d d , d d ,
b bN N

j ji i
b b

i j i jx y x y
φ φφ φµ ξ ξ η λ ξ ξ η

− −
= =

∂ ∂   ∂ ∂
= =   ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫ ∫ ∫K J K J

 

1 1 1 1
7 81 0 1 0

, 1 , 1

d d , d d .
b bN N

j ji i
b b

i j i jy x y y
φ φφ φµ ξ ξ η λ ξ ξ η

− −
= =

∂ ∂   ∂ ∂
= =   ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫ ∫ ∫K J K J

 

定义质量矩阵 
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,e e

e e

 
=  
 

M Ο
M

Ο M
 

其中 

1 1

1 0 , 1, 1
d d , 0 .

b b
N N

e i j b e ij i ji j
φφ ξ ξ η

− ==

   = =    ∫ ∫M J Ο  

定义右端向量 

( )T
1 2, ,=F F F  

其中 

1 1 1 1
1 1 2 21 0 1 01 1

d d , d d .
b bN N

j b j b
j j

f fφ ξ ξ η φ ξ ξ η
− −= =

   = =      ∫ ∫ ∫ ∫F J F J  

定义未知向量 

( )T
1 2, ,=X X X  

其中 

[ ] [ ]1 1 2 21 1
, .b bN N

i ii i
u u

= =
= =X X  

然后，我们得到一个关于 ( )1iu t 和 ( )( )2 1, ,i bu t i N= ⋅⋅⋅ 的常微分方程组 

( ) ( ) ( ).t t t′′ + =MX KX F                    (17) 

至此，我们得到了一个半离散的 Galerkin 方程(17)。 

3.4. 单元矩阵的数值积分方案 

在实际计算中，单元刚度矩阵、质量矩阵和右端向量均采用 Gauss 积分计算。对于刚度矩阵和质量

矩阵，本文将比例边界单元的面积积分转化为沿单元各条边的边界积分，并结合径向方向的解析积分得

到单元矩阵。对于刚度矩阵和质量矩阵，2DSBd2 单元和 2DSBd3 单元每条边均采用 6 个一维 Gauss 积分

点。 
对于右端载荷向量，由于其包含外力函数，需要在比例边界子区域内进行面积积分。本文在径向方

向ξ 和环向方向η上采用张量积 Gauss 积分公式。对于 2DSBd2 和 2DSBd3 单元，每条边对应的比例边

界子区域均采用 3 3× 个 Gauss 积分点，即每条边共有 9 个积分点。若多边形单元共有 en 条边，则右端载

荷向量计算中的积分点总数为 9 en 。 
上述积分方案能够避免在比例中心处直接计算基函数导数，同时保证刚度矩阵、质量矩阵和载荷向

量具有足够的数值积分精度。 

3.5. 全离散的 Galerkin 格式 

进一步对时间区域 [ ]0,T 进行离散，得到全离散 Galerkin 方法，设 0 10 Mt t t T= < < ⋅⋅⋅ < = ，时间方向

的步长为τ ， , 1, 2, ,mt m m Mτ= = ⋅⋅⋅ ，设 mX 是 ( )mtX 的数值解，相应的θ 差分有限元方法为 

1 1
2

2 ,m m m
m mθ θτ

+ −
+ +

− +
+ =

X X XM KX F                           (18) 

下面记作 ( )1 11 2m m m mθ θ θ θ+ + −= + − +X X X X ， ( )1 1 2m m mθ θ θ+ += + −F F F 1mθ −+ F ，设 2 θ
τ

= +
MK K



，
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( ) 12 2
2 1 2m m mθ θ θ
τ τ+ −

   = + − − − +      
M MF F M X K X



，结合半离散系统(17)与时间差分格式(18)，可得到如下

全离散代数系统 

1 ,m+ =KX F
 

                                      (19) 

求解线性代数系统(19)，从而可得有限元的数值解向量 1m+X 。 
取初值 

( )0 1 0 0, ,0 , ,x y τ ′= = +X X X X X  

其中
( )

0
, ,0x y
t

∂
′ =

∂
X

X 。 

上述三层θ 差分格式属于二阶时间系统的常用时间离散格式，本文主要关注其稳定性条件及其在线 
弹性问题中的数值表现。下面我们得到关于(19)初值和右端的先验误差估计。 

3.6. 全离散格式的稳定性与先验估计[11] 

为考虑全离散格式的稳定性，下面给出全离散代数格式(18)关于初值与右端项的能量估计。步长 0τ > ，

时间剖分 

0 10 , , 1, 2, , ,M mt t t T t m m Mτ= < < ⋅⋅⋅ < = = = ⋅⋅⋅  

令 ( ), ,m mx y t=X X ，定义矩阵 

21 ,
4

θ τ = + − 
 

D M K  

质量矩阵 M 与刚度矩阵 K 均为对称正定矩阵，当 0.25θ ≥ 时，故 D 也是对称正定矩阵，从而可在离散空

间上定义内积与相应范数 

( ) ( ) ( ), , , , ,= =D Du v D u v u Du u  

以及 

( ), .=Ku Ku u  

稳定性定理 
设{ } 0m m=

MX 满足全离散格式(18)，并且对任意 1,2, , 1m M= ⋅⋅⋅ − ，有 
2 2 2 2

1 1 1 0 1 0

1

1 ,
2 2 2

m
m m m m

k
k

θτ
τ τ

+ +
+

=

− + − +
+ ≤ + + ∑

D K D K

X X X X X X X X F  

在上述假设下，当 0.25θ ≥ 时，全离散格式关于时间步长τ 无条件稳定。 
证明：由恒等式 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 11 2 2 2 ,
4 4m m m m m m m m mθ θ θ θ+ − + − + −

 + − + = + + + − − + 
 

X X X X X X X X X  

可将(18)全离散格式改写为 

1 1 1 1
2

2 2 .
4

m m m m m m
m θτ

+ − + −
+

− + + +
+ =

X X X X X XD K F  

记 
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( )1 1
1, ,
2m m m m m m− −= − = +s X X r X X  

则有 

1 1 12 ,m m m m m+ − +− + = −X X X s s  

( )1 1 12 2 ,m m m m m+ − ++ + = +X X X r r  
从而上式可写成 

1 1
2 .

2
m m m m

m θτ
+ +

+
− +

+ =
s s r rD Κ F  

两边与 ( )1 12m m m m+ ++ = −s s r r 做欧式内积，利用恒等式 

( ) 2 2, ,a b a b a b− + = −  

可得 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 12

1 , .m m m m m m mDτ + + +− + − = +D K Ks s r r F s s  

再由 Cauchy-Schwarz 不等式与 Young 不等式， 

( ) 1
2 2

1 1
1, ,
2 2m m m m m mθ θ

τ
τ

−+ + + ++ ≤ + +D DF s s s s F  

于是可得 

1

2 2 2 2
21 1 1 1 1 ,

2 2 2
m m m m m m m m

m
K

θτ
τ τ

−
+ + − −

+
− + − +

+ ≤ + + D
D K D

X X X X X X X X F  

对 m 求和即可得到所述估计，定理得证。 
由算子差分格式的稳定性理论可知，当 0.25θ ≥ 时，本文采用的θ -差分全离散格式对时间步长τ 不

受条件限制，从而具有无条件稳定性。特别地，当 0.25θ = 时，该格式既具有良好的稳定性，又便于数值

实现，因此本文后续数值实验中取 0.25θ = 。 

4. 数值实验与结果分析 

 
Figure 2. A polygonal mesh generated from triangular elements of h-specified size 
图 2. 由尺寸为 h 的三角形单元生成的多边形网格 

 
本节通过稳态和非稳态二维线弹性算例考察所构造多边形单元的数值表现。计算区域采用由三角形
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网格生成的多边形网格，如图 2 所示。误差分别采用 L∞范数、 2L 范数和 1H 半范数进行度量。本文主要

比较 2DSBd2 与 2DSBd3 两类单元，以检验二阶和三阶高阶完备多边形单元的空间逼近能⼒。需要指出

的是，本文实验主要用于验证所构造方法在光滑解析解算例中的收敛性，并未系统比较其与其他多边形

方法或传统有限元方法的效率差异。 

4.1. 稳态线弹性方程数值算例 

对于稳态线弹性问题，设介质所占的空间区域为矩形区域 [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × ，设 Lamé 参数 2λ = ， 1µ = ，

考虑如下二维稳态线弹性方程 

( ) ( )
( ) ( ) ( )T T

1 2

,                , ,

     ,0,0 ., ,

x y

u u x y

σ−∇


=

⋅ = ∈Ω

∈∂Ω=

u f

u
 

弹性体所受外力的单位体密度 ( )T
1 2,f f=f 为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2
1

2

2 2 sin 2 cos 2 sin 2 4 sin sin 2

      cos sin 2 2 sin 4 ,

f x x x y x x y

x y y y

λ µ µ

λ µ

π π π π π π π π

π π

= − + + +

+π− π π+
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2
1

2

sin sin 2 2 sin 4 sin 4 8 cos 4

       2 sin sin 2 cos 2 .

f y x y x y y y

x x x y

µ λ µ

λ µ

π π π π π π π π

π π π

= − + +

π+ π− +
 

当弹性体内部发生形变时，其位移函数 ( )T
1 2,u u=u 为 

( ) ( )2
1 sin sin 2 ,u x x yπ π=  

( ) ( )2
2 sin sin 2 .u y x yπ π=  

在不同范数下的误差及收敛阶如表 1 和图 3 所示，可以看出，随着网格尺寸 h 减⼩，2DSBd2 和

2DSBd3 单元在 L∞范数、范数和 1H 半范数下的误差均呈下降趋势。对于 2DSBd2 单元， L∞与 2L 误差大

致表现为三阶收敛， 1H 半范数误差接近二阶收敛；对于 2DSBd3 单元，三类误差整体更⼩，且 L∞与 2L
误差表现出接近四阶的收敛趋势， 1H 半范数误差接近三阶收敛。该结果与二阶、三阶多项式完备空间的

理论逼近能力基本⼀致。 
 
Table 1. Approximation errors and convergence rates on polygonal meshes of steady-state line elastic equation 
表 1. 稳态线弹性方程多边形网格数值分析的误差逼近和收敛性结果 

单元  h = 0.25 h = 0.125 h = 0.0625 h = 0.0313 

2DSBd2 h ∞
−u u  0.0660 0.0089 0.0014 1.6648e−4 

 收敛阶  2.8906 2.6684 3.0720 

 0h−u u  0.0224 0.0031 4.0523e−4 5.1336e−5 

 收敛阶  2.8532 2.9355 2.9807 

 1h−u u  0.7386 0.2007 0.0513 0.0128 

 收敛阶  1.8798 1.9680 2.0028 

2DSBd3 h ∞
−u u  0.0342 9.2263e−4 6.3699e−5 3.7787e−6 

 收敛阶  5.2121 3.8564 4.0753 

 0h−u u  0.0079 3.2629e−4 2.0719e−5 1.2738e−6 

 收敛阶  4.5976 3.9771 4.0237 
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续表 

 1h−u u  0.3232 0.0277 0.0036 4.5731e−4 

 收敛阶  3.5445 2.9438 2.9768 
 

 

Figure 3. The L∞ -norm error、 2L -norm error and 1H -seminorm error versus h  over polygonal meshes in Table 1 
图 3. 表 1 所示的多边形网格上的 L∞ 范数、 2L 范数和 1H 半范数误差关于 h 的变化关系 

4.2. 非稳态线弹性方程数值算例 

在矩形区域 [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × 上，设 Lamé 参数 2λ = ， 1µ = ，考虑如下二维非稳态线弹性方程 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )
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T T
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∈Ω ∈

∈∂Ω ∈
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位移函数 ( ) ( )T
1 2, , ,x y t u u=u 为

 ( ) ( )2
1 2 sin sin ,u u t x y= π π=  

应力 ( ) ( )T
1 2, , ,x y t f f=f 为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 2 3 sin sin cos cos .f f t x y t x yλ µ λ µ= = π π π π π+ + π+ −

 
在终止时刻 1T = ，取时间步长 2hτ = ，并令 0.25θ = ，计算数值解和精确解在 L∞范数、 2L 范数和 1H

半范数下的误差及相应的收敛阶数，结果如表 2 和图 4 所示。 
由表 2 和图 4 可见，在 2hτ = 且 0.25θ = 的设置下，非稳态线弹性算例同样表现出较稳定的空间收敛

趋势。2DSBd2 单元在 L∞和 2L 范数下接近三阶收敛，在 1H 半范数下接近二阶收敛；2DSBd3 单元在 L∞和
2L 范数下接近四阶收敛，在 1H 半范数下接近三阶收敛。由于本实验中时间步⻓随 2h 同步缩小，时间离散

误差相对较小，因此表 2 主要反映空间离散误差的收敛行为。 
 
Table 2. Approximation errors and convergence rates on polygonal meshes of non-steady-state line elastic equation 
表 2. 非稳态线弹性方程多边形网格数值分析的误差逼近和收敛性结果 

单元  h = 0.25 h = 0.125 h = 0.0625 h = 0.0313 

2DSBd2 h ∞
−u u  0.0114 0.0017 2.0266e−4 2.1006e−5 

 收敛阶  2.7454 3.0684 3.2702 

 0h−u u  0.0058 6.1633e−4 7.2667e−5 8.8917e−6 

 收敛阶  3.2343 3.0843 3.0308 
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续表 

 1h−u u  0.1689 0.0372 0.0089 0.0022 

 收敛阶  2.1828 2.0634 2.0163 

2DSBd3 h ∞
−u u  0.0013 8.3530e−5 5.0610e−6 3.1439e−7 

 收敛阶  3.9601 4.0448 4.0088 

 0h−u u  5.9626e−4 3.7179e−5 2.2796e−6 1.4312e−7 

 收敛阶  4.0034 4.0276 3.9935 

 1h−u u  0.0157 0.0018 2.1372e−4 2.6587e−5 

 收敛阶  3.1247 3.0742 3.0069 
 

 

Figure 4. The L∞ -norm error、 2L -norm error and 1H -seminorm error versus h -over polygonal meshes in Table 2 
图 4. 表 2 所示的多边形网格上的 L∞ 范数、 2L 范数和 1H 半范数误差关于 h 的变化关系 

5. 结论 

本文研究了基于比例边界坐标高阶完备多边形单元的二维线弹性方程数值求解方法。首先，引入比

例边界坐标下的高阶完备多边形插值基函数，并建立二维线弹性方程的弱形式、半离散 Galerkin 格式和

全离散θ 差分格式；其次，在相应矩阵正定性假设下给出了全离散格式的稳定性估计；最后，通过稳态

与非稳态算例考察了 2DSBd2 和 2DSBd3 单元的误差与收敛表现。 
数值结果表明，在本文考虑的二维、各向同性的光滑解析解算例中，所构造方法具有较好的收敛性。

随着网格尺寸 h 减⼩，二阶与三阶多边形单元在 L∞范数、 2L 范数和 1H 半范数下的误差整体下降；其中，

三阶单元通常具有更小误差和更高收敛阶。 
与比例边界多边形单元在线弹性动力学中的应用[10]相比，本文的推进主要体现在：在基于比例边界

坐标的高阶完备显式多边形单元基础上，建立了二维线弹性方程的半离散 Galerkin 格式和非稳态问题的

全离散差分格式，并通过稳态与非稳态算例验证了 2DSBd2 和 2DSBd3 单元的收敛性。未来可进一步将

该方法推广至三维线弹性问题、弹塑性问题，并探索其与自适应网格或其他多边形数值方法的混合应用。 
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