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摘  要 

城市年度供水计划通常要在样本年限较短、影响因素又不断变化的条件下完成，单纯按历史均值或线性

趋势外推，容易忽略产业结构调整、节水措施和气候波动带来的扰动。针对这一现实场景，文章以年度

城市用水需求为对象，建立GM(1, 1)灰色预测与最小二乘残差修正相结合的预测方法。建模时先通过一

次累加生成削弱原始序列中的随机起伏，再由白化微分方程得到参数估计、时间响应函数和还原公式；

随后把基础预测留下的残差视作可继续识别的信息，构造线性补偿项。与直接叠加复杂算法不同，该思

路把“预测后剩下的误差”转化为二次分析对象，用趋势残差修正GM(1, 1)指数型还原序列的刚性。以

南京市2018~2024年城市供水总量为样本进行检验，其中2018~2022年为建模样本、2023~2024年为

预测检验样本，组合模型的MAPE、RMSE和MAE均低于原始GM(1, 1)，对应误差降幅分别为11.25%、

11.62%和11.21%。 
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Abstract 
Urban annual water supply plans are typically completed under conditions of short sample periods and 
constantly changing influencing factors. Simply extrapolating based on historical averages or linear 
trends can easily overlook disturbances caused by industrial restructuring, water conservation 
measures, and climate fluctuations. To address this real-world scenario, this paper establishes a pre-
diction method combining GM(1, 1) grey prediction with least squares residual correction, focusing on 
annual urban water demand. In the modeling process, a single accumulation is used to weaken the ran-
dom fluctuations in the original sequence. Then, parameter estimates, time response functions, and 
restoration formulas are obtained from the whitening differential equation. Subsequently, the residu-
als left by the basic prediction are treated as information that can be further identified, and a linear 
compensation term is constructed. Unlike complex algorithms that directly superimpose data, this ap-
proach transforms the “remaining error after prediction” into a secondary analysis object, using trend 
residuals to correct the rigidity of the GM(1, 1) exponential restoration sequence. The total urban water 
supply in Nanjing from 2018 to 2024 was used as a sample for testing. The sample from 2018 to 2022 
was used for modeling, and the sample from 2023 to 2024 was used for prediction testing. The com-
bined model’s MAPE, RMSE, and MAE were all lower than the original GM(1, 1), with corresponding 
error reductions of 11.25%, 11.62%, and 11.21%, respectively. 
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1. 引言 

城市用水量并不会机械地随着人口规模同步上升。放在年度统计口径下观察，同一座城市的供水需

求会受到常住人口、工业产值、降水状况、管网漏损控制和节水政策等多重因素牵动；有些年份人口变

化并不明显，但高温天气、产业用水收缩或节水工程推进仍可能改变当年的供水总量。灰色系统理论为

小样本、贫信息系统建模提供了重要方法基础[1] [2]，后续灰色数据分析研究进一步拓展了其模型体系和

应用范围[3]。在连续观测年限有限的条件下，如何用结构较轻、含义清楚的数学工具给出年度判断，是

城市水资源管理中经常遇到的问题。 
不同预测方法解决的是不同类型的数据问题。回归分析要求解释变量较完整，时间序列方法通常依

赖较长样本，神经网络虽然能拟合复杂非线性关系，却容易在少量年度数据上过度学习，也不便向管理

部门说明参数含义。已有城市用水需求研究也提示，方法选择应同时考虑预测期限、样本规模和不确定

性来源[4] [5]。GM(1, 1)的优势在于通过一次累加生成减弱随机扰动，对样本长度要求不高，适合资料不

充分的年度预测。但它的还原序列带有明显指数曲线特征，一旦真实用水量出现阶段性偏移，误差往往

会集中留在残差序列中。 
基于这种矛盾，研究思路选择在 GM(1, 1)的主体框架上增加最小二乘残差修正，而不是转向参数更

多的黑箱方法。具体做法是先用灰色模型刻画供水需求的主体走势，再检查残差是否仍存在随时间变化

的方向性偏差；若这种偏差能够被线性项近似描述，就用最小二乘法估计补偿量。这样得到的组合结构
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既保留了小样本建模的简洁性，也能对误差来源作出较直观的解释。 

理论创新与研究说明 

理论创新主要体现在三个方面。第一，不把 GM(1, 1)的一次预测结果直接作为终点，而是将其理解

为主趋势估计，再把传统意义上的残差从“事后评价量”转为“二次建模量”。这种处理不改变灰色模

型的主体结构，却为非指数型局部变化保留了修正空间。 
第二，残差修正采用线性最小二乘形式，并不是单纯追求计算方便，而是出于小样本稳定性的考虑。

年度用水量样本通常只有若干个观测点，若使用高阶残差拟合，很容易把偶然波动误认为规律；线性残

差项更适合描述持续偏高、持续偏低这类方向性误差。 
第三，文章强调“主趋势–残差趋势”的分层解释。GM(1, 1)中的发展系数 a 和灰色作用量 b 反映累

计用水需求的总体演化，残差方程中的α 和 β 则指向基础预测相对真实观测的偏离方向与偏离水平。由

此，预测结果不只是一个外推数值，也能说明误差可能来自何处。 
需要说明的是，这一改进并不试图替代多变量水资源预测模型，而是面向样本较少、解释变量不完

备、又需要较快形成年度测算结论的场景。若后续能够获得人口、产业、气象、价格和管网漏损等完整

数据，还可以在该框架上扩展为多因素灰色模型或灰色回归组合模型。 

2. GM(1, 1)模型的基本原理 

2.1. 原始序列与一次累加生成 

设南京市年度城市供水总量原始非负序列为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )0 0 0 0 01 , 2 , , , 0X x x x n x k= ≥  

其中， ( ) ( )0x k 表示第 k 年的城市用水量。年度用水序列通常不会完全平滑，个别年份的高温、限水措施

或产业调整都可能使数据发生跳动。灰色预测模型首先通过一次累加生成运算降低这种局部扰动，得到： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 11 , 2 , ,X x x x n=   

其中： 
( ) ( ) ( ) ( )1 0

1 , 1, 2, ,k
ix k x i k n
=

= =∑   

一次累加生成并不改变原始数据的先后顺序，但会把短期起伏转化为累计趋势，使序列更接近可由

一阶微分方程描述的形态。 

2.2. 白化微分方程 

GM(1, 1)假设累加序列 ( )1X 近似满足一阶线性微分方程： 
( )

( )
1

1d
d
x ax b
t
+ =  

其中，a 为发展系数，用于描述累计序列的变化方向和速度；b 为灰色作用量，可理解为外部因素综合作

用后的常量近似。该方程称为 GM(1, 1)的白化微分方程。放在城市用水问题中，它相当于用一个低维动

态方程概括累计用水需求的主要演化趋势。 
由于实际观测数据是离散序列，需要将连续微分方程离散化。对区间 [ ]1,k k− 积分，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1
1 d

k

k
x k x k a x t t b

−
− − + =∫  
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注意： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 01x k x k x k− − =  

若用背景值 ( ) ( )1z k 近似区间内累加序列的平均水平，则有： 
( ) ( ) ( ) ( )0 1 , 2,3, ,x k az k b k n+ = =   

其中背景值通常取为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1 1
2 2

z k x k x k= + −  

因此，GM(1, 1)虽然来源于灰色系统理论，但在参数求解层面可以转化为一个线性估计问题：用背景

值解释原始序列的变化，并据此反推出发展系数和灰色作用量。 

3. 参数估计的理论推导 

3.1. 矩阵形式 

将离散方程 ( ) ( ) ( ) ( )0 1x k az k b+ = 改写为： 
( ) ( ) ( ) ( )0 1x k az k b= − +  

令参数向量为： 

a
b

θ
 

=  
 

 

构造矩阵： 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 0

1 0

1 0

2 1 2

3 1 3
,

1

z x

z x
B Y

z n x n

   −
   
   −

= =   
   
   −   

  

 

则全部观测方程可写为： 
Y Bθ ε= +  

其中，ε 为误差向量。为了使模型整体拟合误差最小，采用最小二乘准则，该处理与线性回归中基于误差

平方和最小化的参数估计思想一致[6]： 

( ) ( ) ( )2 T
2min S Y B Y B Y Bθ θ θ θ= − = − −  

3.2. 最小二乘估计 

对目标函数 ( )S θ 关于θ 求偏导，并令导数为零： 

( ) ( )T2 0
S

B Y B
θ

θ
θ

∂
= − − =

∂
 

于是得到正规方程： 
T TB B B Yθ =  

当 TB B 可逆时，参数估计值为： 
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( ) 1T T
ˆˆ
ˆ
a

B B B Y
b

θ
− 

= = 
 

 

这一推导表明，模型中的 a 与 b 不是人为指定的调节参数，而是在给定背景值构造方式后，由样本数

据通过误差平方和最小化确定。 

4. 时间响应函数与还原公式推导 

4.1. 时间响应函数 

对微分方程 
( )

( )
1

1d
d
x ax b
t
+ =  

求解。将其改写为： 
( )

( )
1

1d
d
x b ax
t

= −  

这是标准的一阶线性常微分方程。利用积分因子 eat ，有： 

( ) ( )1d e e
d

at atx t b
t
  =   

两边积分可得： 

( ) ( )1e eat atbx t C
a

= +  

因此： 

( ) ( )1 e atbx t C
a

−= +  

由初始条件 ( ) ( ) ( ) ( )1 01 1x x= ，可得： 

( ) ( )0 1 bC x
a

= −  

于是 GM(1, 1)的时间响应函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 01 1 eˆ akb bx k x
a a

− + = − +  
 

4.2. 原始序列还原 

由于预测结果首先对应累加序列，因此需要通过一阶差分还原为原始用水量预测值： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1ˆ ˆ ˆ1 1x k x k x k+ = + −  

代入时间响应函数，可进一步得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 1 e 1ˆ ea akbx k x
a

− + = − −  
 

该表达式显示，传统 GM(1, 1)模型的还原序列带有指数变化特征。若城市用水量在某些年份受到突

发高温、产业调整或节水政策影响，实际序列可能不会严格贴合这种指数曲线，残差修正的必要性也由

此产生。 
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5. 残差修正模型的理论推导 

5.1. 残差序列定义 

设 GM(1, 1)对原始序列的拟合值为 ( ) ( )0x̂ k ，则残差序列定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0ˆ , 2,3, ,e k x k x k k n= − =   

若 ( )e k 在零附近无明显方向性波动，则可认为基础模型已经提取了主要趋势；若残差长期偏正或偏

负，甚至随时间递增或递减，则说明基础模型仍遗漏了部分可利用的信息。 

5.2. 线性残差修正 

假设残差可由时间变量的线性函数近似表示： 

( ) ke k kα β η= + +  

其中，α 表示残差随时间变化的趋势项， β 表示固定偏差项， kη 表示随机误差。令： 

( )
( )

( )

2 2 1
3 3 1

, ,

1

e
e

E H

e n n

α
γ

β

   
        = = =          
    

  

 

则残差模型可写为： 
E Hγ η= +  

采用最小二乘准则： 

( ) 2
2min Q E Hγ γ= −  

同理可得： 

( ) 1T T
ˆ

ˆ ˆ H H H E
α

γ
β

− 
= = 
 

 

于是第 k 期残差估计值为： 

( ) ˆˆê k kα β= +  

5.3. 组合预测公式 

将灰色预测主趋势与残差修正项相加，得到组合预测模型： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0ˆ ˆx k x k e k= +  

其中， ( ) ( )0x̂ k 给出城市用水需求的主体趋势， ( )ê k 则对基础模型中残留的方向性误差进行补偿。若 ˆ 0α > ，

表示 GM(1, 1)的低估程度可能随时间扩大；若 ˆ 0α < ，则意味着基础模型可能逐渐高估实际用水需求。 

5.4. 改进模型的理论说明 

从结构上看，组合模型可以理解为对预测函数进行分解： 
( ) ( ) ( ) ( )0

g rx k f k f k= +  

其中， ( ) ( ) ( )0ˆgf k x k= 表示由灰色系统理论得到的指数型主趋势， ( ) ( )ˆrf k e k= 表示由历史残差估计得到

的趋势修正项。该分解的理论意义在于：城市用水需求既包含长期演化趋势，也包含由统计口径、政策
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调整或阶段性用水结构变化导致的系统偏差。若只保留 ( )gf k ，模型容易把所有变化压缩到单一指数曲

线中；加入 ( )rf k 后，预测函数获得了额外的平移和倾斜修正能力。 
进一步地，线性残差项可写为： 

( ) ˆˆrf k kα β= +  

其中， β̂ 对应整体偏移修正，α̂ 对应随时间变化的趋势修正。若 β̂ 较大而 α̂ 接近零，说明 GM(1, 1)主要

存在固定偏差；若 α̂ 绝对值较大，则说明误差具有累积扩大的倾向。由此，残差模型不仅提高预测结果，

还能为判断基础模型失配类型提供依据。 
该改进还具有一定的稳健性解释。在线性最小二乘框架下，残差修正项由全部历史残差共同决定，

而不是由单个异常年份直接决定。因此，相比直接调整某一期预测值，组合模型更强调整体误差方向。

不过，当样本中存在极端异常值时，仍应先进行异常识别，必要时采用加权最小二乘或分段残差修正，

以免异常点对 α̂ 和 β̂ 产生过强影响。 

6. 模型评价指标 

模型预测效果采用平均相对误差 MAPE、均方根误差 RMSE 和平均绝对误差 MAE 进行衡量。 
平均相对误差为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

1 0

1MAPE 100%n
k

x k x k
n x k=

−
= ×∑



 

均方根误差为： 

( ) ( ) ( ) ( )
20 0

1

1RMSE n
k x k x k

n =
 = − ∑   

平均绝对误差为： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
1

1MAE n
k x k x k

n =
= −∑   

其中，MAPE 更便于从百分比角度理解误差大小；RMSE 会放大较大的预测偏差，适合观察模型是否存

在个别年份误差过高的问题；MAE 则直接给出平均偏离程度。在时间序列预测和短期用水需求预测研究

中，误差指标通常需要结合预测目标和模型稳定性综合使用[7] [8]。实际评价时不宜只看单一指标，而应

结合三者判断模型是否稳定。 

7. 实证对比分析 

为检验残差修正是否真正改善外推效果，实证部分将原始 GM(1, 1)与“GM(1, 1) + 最小二乘残差修

正”放在同一检验期内比较。数据选取《南京统计年鉴》2018~2025 年相关表格中公开披露的南京市城市

供水总量，单位统一为百万 m3 [9]-[16]。2018~2022 年作为建模样本，2023~2024 年留作外推检验，具体

划分见表 1。 
 
Table 1. Urban water supply data of Nanjing and modeling division 
表 1. 南京市城市供水总量数据及建模划分 

年份 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 

供水总量 1339.78 1529.53 1405.17 1487.60 1429.15 1394.49 1352.43 

用途 建模样本 预测检验样本 
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利用 2018~2022 年观测值估计参数后，两类方法均外推 2023~2024 年供水总量。表 2 将真实值、预

测值及绝对误差列出，以便直接观察残差修正前后的差别。 
 
Table 2. Comparison of forecasting results of two models 
表 2. 两类模型预测结果对比 

年份 真实值 原始 GM(1, 1)预测值 组合模型预测值 原始 GM(1, 1)绝对误差 组合模型绝对误差 

2023 1394.49 1408.49 1407.20 14.00 12.71 

2024 1352.43 1387.40 1383.20 34.97 30.77 
 
为避免只依据单个年份判断优劣，表 3 继续给出 MAPE、RMSE 和 MAE 三项指标。南京样本中，组

合模型在三项指标上均低于原始 GM(1, 1)，但降幅并不完全相同，说明残差修正主要是在局部偏差较大

的年份发挥补偿作用，而不是简单地等比例缩小全部误差。 
 
Table 3. Comparison of forecasting error indicators of two models 
表 3. 两类模型预测误差指标对比 

模型 MAPE/% RMSE MAE 

原始 GM(1, 1) 1.795 26.636 24.485 

组合模型 1.593 23.541 21.740 

误差降幅/% 11.25 11.62 11.21 
 
从表 2 的逐年误差看，南京市城市供水总量在 2018~2024 年间存在一定波动；原始 GM(1, 1)已能给

出大致趋势，残差补偿项则进一步压低了 2023 年和 2024 年的偏差。结合表 3 可知，在这一真实数据划

分下，组合模型的预测误差低于单独使用 GM(1, 1)的结果。 

8. 应用分析 

在实际应用中，首先应整理连续年份的年度用水总量或城市供水总量，并核对缺失值、异常值和统

计口径变化。若序列整体呈缓慢增长或缓慢下降，且样本数量不足以支撑复杂时间序列模型，GM(1, 1)可
以作为初步测算工具。它的优点是建模快、参数少，但对局部转折的响应不够敏感。 

以南京市城市供水总量为例，如果基础 GM(1, 1)在后半段样本中连续低估，通常意味着供水变化快

于指数趋势给出的估计，此时残差项中的正斜率会抬高后续预测值；若后期持续高估，负斜率修正则会

压低外推结果。这一调整不是人为加减，而是由历史残差序列通过最小二乘法估计得到。 
该方法更适合三类情形：样本量较少但不存在剧烈周期震荡；研究目标偏向年度规划，而非逐日或

逐月调度；使用者希望保留参数解释，便于说明预测依据。若用水序列具有强季节性、突发政策断点或

明显非线性周期，则不宜只依赖单变量灰色外推，应考虑季节因子、分段建模或多变量解释项。 
为避免误用，建模前至少要检查两点：原始序列是否具备 GM(1, 1)所需的基本趋势特征，残差修正

是否在验证期内真正降低误差。若修正项只改善样本内拟合，却扩大样本外偏差，它捕捉到的很可能是

噪声，而不是稳定规律。 

9. 结论 

围绕小样本条件下的城市用水需求预测，文章构建了 GM(1, 1)与最小二乘残差修正相结合的计算框

架，并依次推导了一次累加生成、白化微分方程、参数估计、时间响应函数和残差补偿公式。与单独使

用 GM(1, 1)相比，组合方法把预测误差本身纳入分析对象，在计算量增加不多的情况下，为趋势偏差提
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供了修正通道。以南京市 2018~2024 年城市供水总量真实数据为例，2018~2022 年用于建模，2023~2024
年用于预测检验。原始 GM(1, 1)在检验期的 MAPE、RMSE 和 MAE 分别为 1.795%、26.636 和 24.485，
组合模型对应指标为 1.593%、23.541 和 21.740，三项指标误差降幅分别为 11.25%、11.62%和 11.21%。

这说明在该样本下，最小二乘残差修正能够降低基础 GM(1, 1)的外推误差。 
从理论贡献看，这里并不是把两个预测方法机械叠放，而是把灰色预测的主趋势估计与残差序列的

信息提取联系起来，形成“指数型趋势项 + 线性误差修正项”的分层表达。该表达既保留了 GM(1, 1)对
少量数据的适应性，又通过 α̂ 和 β̂ 提供了判断偏差方向的线索。 

当然，残差修正不能替代真实影响因素分析。城市用水若受到人口迁移、产业政策或极端天气强烈扰

动，仅依靠时间变量补偿仍然有限。后续研究可加入人口规模、产业用水占比、年平均气温、降水量和供

水管网漏损率等变量，也可采用分段灰色模型处理政策断点，以提高方法对复杂城市系统的适应能力。 
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