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摘  要 

设 r r1 2, 为满足 r r2 1 0≥ ≥ 的两个整数，在图G 中若对任意两个顶点 ( )u v V G, ∈ 以及任意满足 r l r1 2≤ ≤ 的

整数 l ，在图G 中总存在两个顶点不交的圈 J1 和 J2 满足 ( )V J l1 = ， ( ) ( )V J V G l2 = − ，且 ( )u V J1∈ ，

( )v V J2∈ ，则图G 被称为是 r r1 2,   -双不交圈覆盖泛圈图。本文研究 n维交叉立方体网络的双不交圈覆盖

泛圈性，并证明 n 3≥ 时，任意 n维交叉立方体网络都是 n 14, 2 −   -双不交圈覆盖泛圈图，且结果达到最优。 
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Abstract 
Let r r1 2,  be two integers with r r2 1 0≥ ≥ . A graph G  is called two-disjoint-cycle-cover (2-DCC for 

short) r r1 2,   -pancyclic if for any two vertices ( )u v V G, ∈  and any integer l  satisfying r l r1 2≤ ≤ , 

there exist two vertex-disjoint cycles J1 and J2  in G  such that ( )V J l1 = , ( ) ( )V J V G l2 = − , 
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( )u V J1∈ , ( )v V J2∈ . In this paper, we study the 2-DCC pancyclicity of the n -dimensional crossed 

cube and prove that for n 3≥ , every n -dimensional crossed cube network is n 14, 2 −   -two-dis-
joint-cycle-cover pancyclic, and the result is optimal. 
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1. 引言 

作为超级计算机的关键组成部分，互连网络的拓扑结构与性能特性是高性能计算研究的核心课题。

在网络设计与选型中，Hamilton 性、泛圈性、连通度、直径等指标是评估性能的重要依据。面对日益提

升的系统性能需求，处理器核间的互连架构需同时满足低延迟、高吞吐率与高可扩展性，传统架构已难

以适配，片上互连网络因此成为研究热点。分析时，通常将互连网络抽象为无向图：顶点对应处理器，

边对应通信链路。 
圈是图论和互连网络中的基础结构，指除起点和终点外其余顶点互不相同的闭合路径，可支撑广播

通信、容错路由、任务分配等多种关键应用。如果一个网络包含所有不同长度的圈，则称该网络具有泛

圈性。泛圈性是衡量网络灵活性的重要指标，具有泛圈性的网络可根据任务需求灵活选择合适长度的通

信路径。在泛圈性研究的基础上，圈覆盖问题进一步要求用多个圈覆盖所有顶点，其中双不交圈覆盖指

用两个顶点互不相交的圈覆盖全网顶点，既支持并行任务执行、提升计算效率，又能通过冗余结构增强

容错能力，在任务迁移、负载均衡、网络诊断等场景中具有重要价值。学者们已关于 ( ),n k 星图[1]，飞龙

网络[2]，冒泡排序星图[3]， ( ),n k 冒泡排序网络[4]，增广立方体网络[5]，分裂星网络[6]等网络均证明了

其双不交圈覆盖泛圈性。 
超立方体凭借结构对称、路由简单等优势，成为经典互连网络拓扑，但其直径随维数线性增长的缺

陷，在大规模系统中易引发通信延迟瓶颈。交叉立方体网络由 Efe 于 1992 年首次提出[7]，是一种重要的

超立方体变种，在保持顶点数与度不变的前提下，通过调整边连接规则将直径减半，平均距离显著缩短，

且具备更优的容错性与泛圈性，是性能突出、兼具理论研究与应用价值的互连网络，也是本文的核心研

究对象。 

2. 基本概念 

2.1. 基本定义 

一个图G 是指一个有序二元对 ( ) ( )( ),V G E G ，其中 ( )V G 是顶点集，而边集 ( )E G 是由顶点集与一个

关联函数确定的，这个关联函数使得边集中的每一条边与两个顶点相关联。若 e是由顶点 ,u v 确定的一条

边，则记边 ( ),e u v= ，其中 ,u v 被称为边 e的端点。并且称一条边的两个端点是与这条边关联的，反之亦

然。而与同一条边关联的两个顶点被称为是相邻的，且与同一顶点关联的边也称为是相邻的。记图G 中

顶点 u 的邻点集为 ( )GN u ，并定义顶点 u 在图G 中的点度为 ( ) ( )degG Gu N u= 。对于 G 中两个顶点集

,A B ，记 ( ) ( ) ( ){ }, , ,|E A B x y E G x A y B= ∈ ∈ ∈ 。 
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对于正整数 k 以及互不相同的顶点{ }1 2, , , kv v v ，如果 1v 只与 2v 相邻， kv 只与 1kv − 相邻，而当1 i k< <

时，   iv 只与 1iv − 和 1iv + 相邻，那这个图被称为是一条 1, kv v -路，我们用 1 2P , , ,
ikv v v=  来表示它。进一步

地，若在路 P 的基础上添加一条连接顶点 1v 与 kv 的边，则称这个图为圈，类似地，我们用

1 2 1C , , , ,
ikv v v v=  来表示它。而路(或圈)中边的数量称为这条路(或圈)的长度。其中图G 中最短的圈的

长度被称为图G 的围长，记为 ( )g G 。对于连通图G 中任意两顶点 ,x y ，它们之间的距离 ( ),Gd x y 是指图

G 中连接这两顶点的最短路的长度。 
定义 2.1.1 [8]包含图G 的每个顶点的路称为 Hamilton 路；类似地，图G 的 Hamilton 圈是指包含图

G 的每个顶点的圈。若一个图包含 Hamilton 圈，则称这个图是 Hamilton 图。 
定义 2.1.2 [8]若图G 中存在两个点不交圈经过图中每个点，则这两个点不交圈称为图G 的双不交圈

覆盖。 
定义 2.1.3 [8]对于图 G 以及整数 1 2,r r ，如果图中存在双不交圈覆盖 1J ， 2J 其长度分别为 l 和

( )V G l− ，其中 l 是满足条件 1 2r l r≤ ≤ 的任意整数，那么称图G 是 [ ]1 2,r r -双不交圈覆盖泛圈的。 
根据定义 2.1.3 中的对称性可知， 1r 不小于图的围长(最小圈长度)， 2r 不超过图总点数的一半。 

2.2. 交叉立方体网络 

在给出交叉立方体网络的定义之前，我们先给出以下相关对的定义。 
定 义 2.2.1 [9] 两 个 二 元 序 列 1 2 1 2,x x x y y y= = 称 为 相 关 对 ， 并 记 为 x y ， 当 且 仅 当

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 00,00 10,10 01,11, , , 11,01x y ∈ 。 
下面我们用递归方式定义 n 维交叉立方体 nCQ ，规定 n 维交叉立方体 nCQ 的顶点用长为 n 的二进制

字符串表示，如 1 2 0n nu u u u− −= 
，其中 { }( )0,1 0 1iu i n∈ ≤ ≤ − 。 

定义 2.2.2 [9]维数为 1 的交叉立方体 1CQ 是顶点标号分别为 0 和 1 的完全图。n 维交叉立方体 nCQ 包

含两个 1n − 维子交叉立方体 0
nCQ ， 1

nCQ ，其中 0
nCQ ， 1

nCQ 顶点的第一位分别是 0 和 1， 2 3 00 n nu u u u− −= 
，

2 3 01 n nv v v v− −= 
则 u 和 v在 nCQ 中相邻当且仅当以下两条均成立： 

(1) n 是偶数，那么 2 2n nu v− −= 。 

(2) 当 10
2

ni − ≤ <   
时， 2 1 2 2 1 2i i i iu u v v+ +

。 

 

 
Figure 1. 2 3 4, ,CQ CQ CQ  
图 1. 2 3 4, ,CQ CQ CQ  

 
当 2,3,4n = 时， 2 3 4, ,CQ CQ CQ 如图 1 所示。 

3. 主要结论的证明 

为了更好地证明交叉立方体的双不交圈覆盖性，我们首先给出一个关于 Hamilton 性的引理。 
引理 3.1 [9]维数为 3 的交叉立方体网络 3CQ 中任意选取两点存在以这两点为端点的 Hamilton 路。 
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此外还需要证明引理 3.2 和引理 3.3，才能最终完成主定理 3.4 的证明。 
引理 3.2 对于 nCQ ( )3n ≥ 中任意两点 ,u v 存在一条长度为 3 的路径 P 和一个与之不交的圈C 覆盖

nCQ 且 ( )u V C∈ ， ( )v V P∈ 。 
证明：当 3n = 时，不妨设 u 为 000。 
对 3CQ 圈我们给出圈 000,001,111,110,010 和路径 100,101,011 以及圈 000,001,011,101,100,000 和

路径 111,110,010 以及圈 000,010,011,101,100,000 和路径 001,111,110 即为所求，由于这三条路径包括

了 3CQ 中所有的点，所以对 3CQ 中任意的 v存在满足条件的圈与路径，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. The case when n = 3 in Lemma 3.2 
图 2. 引理 3.2 在 n = 3 的情况 

 
假设命题在 1nCQ − 成立，下面证明引理 3.2 对 nCQ 成立。 
不妨假设 u 在 0

nCQ 中。 
对于 nCQ 可以根据定义 2.2.2 将 nCQ 分为两个子图 0

nCQ ， 1
nCQ 。 

 

 
Figure 3. Case 1,2 in Lemma 3.2 
图 3. 引理 3.2 情况 1,2 

 
情况 1 ( )0

nv V CQ∈  
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根据假设可知在子图 0
nCQ 中存在一条长度为 3 的路径 , ,a v c 和一个与之不交的圈 1J 任取圈 1J 两相

邻点 1 2,x x 再取 1 2,x x 在 1
nCQ 中相邻的点 1 2,y y ，由引理 3.1.2 可知，在子图 1

nCQ 中存在以 1y 为起点以 2y 为

终点的 Hamilton 路 1 2, ,y y 所以 1 1 2 2 1  , , , ,, ,x y y x x   即为一个圈，此圈与路径 , ,a v c 不交且包含 u

并与此路径覆盖 nCQ 。 
情况 2 ( )1

nv V CQ∈  
在子图 1

nCQ 中存在一条长度为 3 的路径 , ,a v c 和一个与之不交的圈 2J 任取圈 2J 两相邻点 1 2,y y 再

取此两点在 0
nCQ 中相邻的点 1 2,x x ，由引理 3.1 可知，在子图 0

nCQ 中存在以 1x 为起点以 2x 为终点的

Hamilton 路 1 2  ,,x x 所以 1 1 2 2 1  , , , ,, ,y x x y y  即为一个圈，此圈与路径 , ,a v c 不交且包含 u 并与此路

径覆盖 nCQ 。 
综上所述对于 nCQ 中任意两点存在满足条件的路径和圈，如图 3 所示。 
引理 3.3 对于 nCQ 存在一条长度为 2 的路径 P 和一个与之不交的圈C ，使得 ( ) ( ) ( )nV CQ V P V C=  。 
证明：先证明当 3n = 时命题成立。 
由于 3CQ 圈 000,100,101,111,110,010,000 和路径 001,011 满足条件，如图 4 所示，所以当 3n = 时

命题成立。 
 

 
Figure 4. The case when n = 3 in Lemma 3.3 
图 4. 引理 3.3 在 n = 3 的情况 

 
假设命题在 1nCQ − 成立，下面证明命题在 nCQ 成立。 
对于 nCQ 可以根据定义 2.2.2 将 nCQ 分为两个子图 0

nCQ ， 1
nCQ 在子图 0

nCQ 中存在一条长度为 2 的路

径 ,a b 和一个与之不交的圈覆盖 0
nCQ 任取圈 1J 两相邻点 1 2,x x ，再取此两点在 1

nCQ 中相邻的点 1 2,y y ，

由引理 3.1 可知，在子图 1
nCQ 中存在以 1y 为起点以 2y 为终点的 Hamilton 路 1 2, ,y y ，所以

1 1 2 2 1  , , , , , ,x y y x x  即为一个圈，此圈与路径 ,a b 不交并与此路径覆盖 nCQ ，如图 5 所示。  
 

 
Figure 5. The induction of Lemma 3.3 
图 5. 引理 3.3 的归纳证明 
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综上所述，引理 3.3 成立。 
下面来证明 nCQ 的双不交圈覆盖性。 
定理 3.4 nCQ ( )3n ≥ 是 14, 2n−   -双不交圈覆盖泛圈的。 
证明：首先证明命题在 3n = 时成立。 
对于 3CQ 存在圈 000,100,110,010 与圈 111,101,011,001 此即为双不交圈覆盖，所以命题在 3n = 时

成立，如图 6 所示。 
 

 
Figure 6. The case when n = 3 in Theorem 3.4 
图 6. 定理 3.4 在 n = 3 的情况 

 
假设 1nCQ − 是 14, 2n−   -双不交圈覆盖泛圈的。 
根据定义 1.2.3 只需证明 nCQ 中对任意满足 14 2nl −≤ ≤ 的整数 l 存在长度为 l 和 ( )V G l− 的双不交圈

覆盖即可。 
情况 1 14 2 4nl −≤ ≤ −  
由假设 1nCQ − 是 14, 2n−   -双不交圈覆盖泛圈的，则 0

nCQ 中存在长为 4 到 12 4n− − 的圈 1J 与另一个与之

不交的圈 2J 覆盖 0
nCQ 。 

任取取圈 1J 中两个相邻点 1 2,x x 与 1 2,x x 在 1
nCQ 中的相邻点 1 2,y y 由引理 3.1 可知 1 2,y y 之间存在 1

nCQ
的 Hamilton 路 2 1, ,y y ，于是 1 2 2 1 1, , , , , ,x x y y x  即为新圈 1J ′，与圈 2J 形成新的双不交圈覆盖，如

图 7 所示。 
 

 
Figure 7. Case 1 in Theorem 3.4 
图 7. 定理 3.4 情况 1 
 

情况 2.1 1 32nl −= −   
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由引理 3.2 可知存在一条长度为 3 的路径 , ,a b c 和一个与之不交的长度为 12 3n− − 的圈 1J 覆盖 0
nCQ 。 

设 ,a c 在 1
nCQ 中的相邻点分别为 1 2,z z ，由引理 3.1 可知在子图 1

nCQ 中存在 Hamilton 路 1 2  ,,z z ，于

是 1 2 1  , , , ,, ,z z c b a z 即为长度为 12 3n− + 的圈 2J ， 1J ， 2J 不交并覆盖 nCQ ，如图 8 所示。 
 

 
Figure 8. Case 2.1 in Theorem 3.4 
图 8. 定理 3.4 情况 2.1 
 

情况 2.2 1 22nl −= −   
由引理 3.3 可知存在一条长度为 2 的路径和一个与之不交的长度为 12 2n− − 的圈 1J 覆盖子图 0

nCQ ，

,a b 在 1
nCQ 中的相邻点分别为 1 2,z z ，由引理 3.1.2 可知在子图 1

nCQ 中存在 Hamilton 路 1 2, ,z z ，于是

1 2 1, , , , ,z z b a z 即为长度为 12 2n− + 的圈 2J ， 1J ， 2J 不交并覆盖 nCQ ，如图 9 所示。  
 

 
Figure 9. Case 2.2 in Theorem 3.4 
图 9. 定理 3.4 情况 2.2 
 

情况 2.3 1 12nl −= −   
首先证明命题在 4CQ 成立。 
对于 4CQ 存在圈 0000,1000,1010,0010,0110,0111,0001,0000 和圈 

0100,1100,1110,1111,1101,1011,1001,0011,0101,0100  
满足条件，如图 10 所示。 
所以对于 4n = 的情况命题成立。 
假设命题对 1nCQ − 成立。下面证明 nCQ 中存在长分别为 12 1n− − 和 12 1n+ + 的两个不交圈。 
将 nCQ 分解为 0

nCQ ， 1
nCQ ，再分别分解为 00

nCQ ， 01
nCQ ， 10

nCQ ， 11
nCQ  ( ij

nCQ 为 nCQ 中首两位为 ij 的
点构成的子图，其中 { }, 0,1i j∈ )。我们首先在这里提出两个断言。 
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Figure 10. Case 2.3 (n = 4) in Theorem 3.4 
图 10. 定理 3.4 情况 2.3 (n = 4) 
 

断言 1： 0
nCQ 中长度分别为 2 22 1,2 1n n− −− + 的两个不交圈 1J ， 2J 分别都有 00 01,n nCQ CQ 中的边。其中

5n ≥ 。 
首先，若圈 iJ ， { }1,2i∈ 在子图 0 j

nCQ { }( )0,1j∈ 中有一点 x ，因此在圈 iJ 中 x 有两个相邻点 0 1,a a 。

根据定义 2.1.1，若 ( )( )0 1 j
k na V CQ −∈ ， { }0,1k ∈ ，则 ( )( )0 1

1
j

k na V CQ −
− ∉ ，即 ( )0

1
j

k na V CQ− ∈ 。因此，

( ) ( )0
1, j

k nx a E CQ− ∈ ，即圈 iJ 在子图 0 j
nCQ 中必有一边。 

对于长度分别为 2 22 1, 2 1n n− −− + 的不交圈 1J ， 2J ，如果长度为 22 1n− − 的圈 1J 所有点都在子图 0 j
nCQ ，

{ }0,1j∈ 中，则圈 2J 在这个子图中只有一个点但无边，所以这种情况不可能存在，因此 1J ， 2J 一定均包

含两个子图 00 01,n nCQ CQ 中的点，进一步，由上述证明可知， 1J ， 2J 一定均包含两个子图 00 01,n nCQ CQ 中的

边。至此，断言 1 成立。 
 

 
Figure 11. Case 2.3 in Theorem 3.4 
图 11. 定理 3.4 情况 2.3 
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断言 2： 00
nCQ 在 1

nCQ 中的邻点属于 ( )10
nV CQ ， 01

nCQ 在 1
nCQ 中的邻点属于 ( )11

nV CQ 。 
设 ( )00

na V CQ∈ ，记 3 4 1 000 n na a a a a− −= 
，令 3 4 1 001 n nb a a a a− −= 

，则根据定义 2.2.2 可知 

( ) ( ), na b E CQ∈ 且 ( )10
nb V CQ∈ 。结合定义 2.1.1， 00

nCQ 在 1
nCQ 中的邻点属于 ( )10

nV CQ 。同理可证 01
nCQ 在

1
nCQ 中的邻点属于 ( )11

nV CQ 。至此断言 2 成立。 

由断言 1 可知 0
nCQ 中的圈 1J 2 11  ,, ,x x x 中必然有一条 00

nCQ 的边 1 2,x x ，取 1 2,x x 在 10
nCQ 的相邻点

1 2,y y ，由引理 3.1.2 可知 10
nCQ 中存在一条 Hamilton 路 2 1, ,y y 。所以 1 2 2 1 1  , , ,,, ,x x y y x  即为长为

12 1n− − 的圈，同理 0
nCQ 中的圈 2J 11 2 ,, ,z z z 必然有一条 01

nCQ 的边，由断言 2 可知，可以取边上两点

1 2,z z 在 11
nCQ 的相邻点 1 2,h h ，由引理 3.1 可知 10

nCQ 中存在一条 Hamilton 路 2 1, ,h h 所以 

1 2 2 1 1, , , , ,,z z h h z  即为长为 12 1n− + 的圈，所以 1 2 2 1 1, , ,, ,,x x y y x  ， 1 2 2 1 1  , , ,,, ,z z h h z  即为符合

条件的双不交圈覆盖。如图 11 所示。 
情况 2.4 12nl −=   
在子图 0

nCQ 取两相邻点 1 2,x x ，在子图 1
nCQ 取两相邻点 1 2,y y ，由引理 3.1.2 在子图 0

nCQ ， 1
nCQ 中分别

存在 Hamilton 路 1 2, ,x x ， 2 1  ,,y y ，而 11 2 ,, ,x x x ， 1 22  ,, ,y y y 即为 0
nCQ ， 1

nCQ 中的 Hamilton
圈，于是 11 2 ,, ,x x x ， 1 22  ,, ,y y y 即为 nCQ 的长为 12n− 和 12n− 的双不交圈覆盖，如图 12。 

至此，定理 3.4 证明完成。 
 

 
Figure 12. Case 2.4 in Theorem 3.4 
图 12. 定理 3.4 情况 2.4 

4. 结语 

在本文中，我们研究 n 维交叉立方体网络的双不交圈覆盖泛圈性，并利用归纳法与子图的拼接证明

了 3n ≥ 时，任意 n 维交叉立方体网络都是 14, 2n−   -双不交圈覆盖泛圈图，且由于 n 维交叉立方体网络的

围长为 4，总点数为 2n，根据定义 2.1.3 可知此结果具有最优性。 
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