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摘  要 

利用积分区间上的两个结点处的函数值及其它的一阶导数值来构造Hermite插值数值积分公式，并对

公式进行复化，然后推广到二重积分情形，最后给出若干个数值算例验证我们算法的准确性和有效性。 
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Abstract 
The values of the function at the two nodes on the integration interval and its first-order derivative 
values are used to construct the Hermite interpolated numerical integration formula, which is com-
plexified and, again, generalized to the case of double integration, and finally, several numerical 
examples are given to verify the accuracy and validity of our algorithm. 
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1. 引言 

对于定积分 ( )db

a
I f x x= ∫ 的计算，运用 Newton-Leibniz 公式 ( ) ( ) ( )d

b

a
f x x F b F a= −∫ ，求其精确值，

其中 ( )F x 是 ( )f x 的原函数，但是在实际的计算过程中，用此方法很难求其精确值，这是因为被积函数

( )f x 可能会出现以下的情况：(1) 它的原函数 ( )F x 不能用初等函数表示；(2) 当被积函数过于复杂时，

也不宜套用积分公式计算积分等等。因此，计算这类积分只能求其数值积分。故发展高效的数值积分算

法是非常有必要的且是有意义的。 
对于定积分和重积分，已有一些计算效果不错的数值求积公式，例如 Newton-Cotes 公式、Simpson

公式、梯形公式等等[4]。但是对于重积分的有效数值积分算法方面的科研工作还较少。本研究的意义在

于系统性地构建并验证了一种高精度的数值积分格式。Hermite 插值由于同时利用了函数值和导数值信

息，通常能以较少的节点获得较高的插值精度，将其应用于数值积分是数值分析领域的经典思路之一[1]。
现有研究围绕高精度积分公式、校正求积格式开展了大量推导与误差分析工作，可为本文构造 Hermite 型

积分格式提供理论参考[2] [3] [5]。本文完整地推导了从一维基本公式到二维复化公式的整个过程，并用

数值实验验证了其理论收敛阶，为需要高精度积分计算的场景(尤其是在导数信息容易获取时)提供了一

个具体、可行的算法方案。 
本文结构如下：通过 Hermite 插值函数来逼近被积函数 ( )f x ，从而构造出了一个新的具有三次代数

精度的数值求积公式，给出了其复化公式，并对其进行了误差分析；然后将其推广到二重积分，最后，

通过数值实验验证我们理论的正确性和算法的有效性。 

2. Hermite 插值型数值积分的构造 

2.1. 公式的构造 

根据文献[1]，用三次哈密顿插值多项式 ( )3H x 去逼近被积函数 ( )f x 即满足如下关系： 

( ) ( ) ( )3f x H x R x= + ，其中 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0 01 1

3 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0

2 2
01

0 0 1 1
0 1 1 0

1 2 1 2

,

x x x xx x x xH x f x f x
x x x x x x x x

x xx xx x f x x x f x
x x x x

     − −− −
= − + −     − − − −     

   −− ′ ′+ − + −   − −   

 

{ }, 0,1ix i = 为其插值节点， ( )
( ) ( ) ( ) ( )
4

2 2
0 1 ,

4!
f

R x x x x x a b
ξ

ξ= − − ≤ ≤ 。以 ( )3 d
b

a
H x x∫ 近似 ( )db

a
f x x∫ ，

用积分区间 [ ],a b 上的两个节点来构造求积公式，考虑构造如下形式的求积公式： 

( ) [ ]
1 1

2

0 0
d

b
i i i ia

i i
f x x h f h f E fα β

= =

′= + +∑ ∑∫                         (1.1) 

其中 ( ) ( ), , ,  , 0,1i i i i ih b a x a ih f f x f f x i′ ′= − = + = = = 。而 [ ]E f 为求积公式(1.1)的余项。 
现需确定公式(1.1)的系数 ,i iα β ( )0,1i = ，接下来验证公式(1.1)的代数精度。可令 

0, 0,1, 2,3kE x k  = =  。不难验算其具有三次代数精度。计算可得 
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0 1 0 1
1 1 1, ,
2 12 12

α α β β= = = = −  

   ( ) ( ) ( )
2

0 1 0 1d
2 12

b

a

h hf x x f f f f′ ′≈ + + −∫                           (1.2) 

由 ( ) ( ) ( )3f x H x R x= + 和均值定理，得余项为： 

   

[ ] ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

4
2 2

5
4

d

d
24

, .
720

b

a

b

a

E f R x x

f
x a x b x

h f a b

η

η η

=

= − −

= < <

∫

∫                           (1.3) 

2.2. 复化公式 

如果积分区间 [ ],a b 的长度 b a− 较大，则(1.3)式可知公式(1.2)的求积精度较差，依据高精度复化求积

的处理思路[4]，此时须考虑公式(1.2)的复化公式及其加速公式。将积分区间 [ ],a b 分成 n 等分，记 

1
b ah

n
−

= ，分点为 1, 0,1, ,ix a i h i n= + ⋅ =  ，在每个小区间 [ ]1,i ix x− 上应用公式(1.2)复化可得： 

   ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1

1 1
1 1

21

02
1

2 12

2
2 12

n

n n

i i i i
i i

n

i n
i

I I

h hf f f f

b ab a f a f b f f f
n n

− −
= =

−

=

≈

′ ′= + + −

−−   ′ ′= + + + −  

∑ ∑

∑

                     (1.4) 

记
1

1

n

i
i

b aJ f
n

−

=

−
= ∑ ，则它是相应于积分区间 [ ],a b 的分割 [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , , , , ,n nx x x x x x− 的一个黎曼和。由定积

分的定义可知，当 n →∞ ， ( ) ( ) 0
2

b a f a f b
n
−

+ →   ，
( ) ( ) ( )

2

2 0
12
b a

f a f b
n
−

′ ′− →   。故 J 收敛于积分

( )db

a
f x x∫ ，于是(1.4)式右端项 nI 收敛于 ( )db

a
f x x∫ 。即复化公式(1.4)收敛。 

假定 ( ) ( )4f x 在 [ ],a b 上连续，则复化求积公式(1.4)的余项为： 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
55

4 4
1 14

1
720 720n

b ab aE f n f f
n n

η η
−− = ⋅ ⋅ = 

 
其中 1a bη≤ ≤ 。 

定理 1 设函数 ( ) [ ]4 ,f x C a b∈ ， 1
b ah

n
−

= ，
[ ]

( ) ( )4

,
max
x a b

M f x
∈

= ，则公式(1.4)有余项估计式： 

[ ] 4
1720n

b aE f I I Mh−
= − ≤  

即说明该数值格式收敛阶至少有 4 阶。 
下面我们进一步地把该公式推广到二重积分。 

3. Hermite 插值型二重数值积分的构造 

3.1. 公式的建立 

考虑二重积分 
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   ( ), d dII f x y x y
Ω

= ∫∫                                  (1.5) 

其中积分区域Ω 为矩形区域。即 ( ){ }, ,x y a x b c y dΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ 。假设 ( ),f x y 在Ω 上足够光滑，且连续

可微。其中， x
b ah

n
−

= ， y
d ch

m
−

= ，n 表示把区间 [ ],a b 均分成 n 等分，m 表示把区间 [ ],c d 均分成 m 等

分。 
记 

( ) ( ), d
d

c
g x f x y y= ∫  

从而，二重积分(1.5)可以化作累次积分 

( ) ( )d , d d
b b d

a a c
II g x x f x y y x = =   ∫ ∫ ∫ 对于 ( )db

a
II g x x= ∫ 运用公式(1.2)可得： 

   ( ) ( ) ( ) [ ]
2

0 1 0 1d
2 12

b x x
a

h h
II g x x g g g g E g′ ′= = + + − +∫                      (1.6) 

其中 

( ) [ ] ( ) ( )
5

4, , , 0,1,
720

x
x i x i i

h
h b a x a ih g g x i E g g η= − = + = = =  

接下来，将 ( ) ( ), d
d

i ic
g x f x y y= ∫ 在 [ ],c d 上应用公式(1.2)得： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

0 1
0 1

, d

, ,
, , ,

2 12

d
i ic

y i i y
i i i

g x f x y y

h f x y f x y h f fx y x y E f x
y y

ξ

=

 +  ∂ ∂   = + − +   ∂ ∂ 

∫
 

其中， 

( ) ( )
5 4

4, , 0,1, , ,
720

y
y j y i i

h fh d c y c jh j E f x x
y

ξ ξ∂
 = − = + = =  ∂

 

此外， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 1 0 1

, d

, , , , ,
2 12

d
i ic

y y
i i i i i

fg x x y y
x

h hf f f f fx y x y x y x y E x
x x x y x y x

ξ

∂′ =
∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∫



 

分别将上述公式计算 ( )ig x 和 ( ) ( ), 0,1ig x i′ = 代入(1.6)式中即可得到求积公式：    

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 1 0 0 1 1 1

2

0 0 1 0 0 1 1 1

2

0 0 0 1 1 1 1 0

2 2 2 2 2 2

0 0 1 1 0 1

, , , ,
4

, , , ,
24

, , , ,
24

, , ,
144

x y

x y

y x

x y

h h
II f x y f x y f x y f x y

h h f f f fx y x y x y x y
y y y y

h h f f f fx y x y x y x y
x x x x

h h f f f fx y x y x y
x y x y x y

 = + + + 

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ + + − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) [ ]1 0, ,x y E f
x y


+∂ ∂ 

         (1.7) 
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其截断误差为 

[ ] [ ] ( ) ( ){ } ( ) ( )
2

0 1 0 1, , , ,
2 12
x xh h f fE f E g E f x f x E x x

x x
ξ ξ ξ ξ ∂ ∂     = + + + −         ∂ ∂    

  . 

于是，得到如下结论： 
定理 2 设函数 ( ),f x y 在矩形区域 ( ){ }, ,x y a x b c y dΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ 上足够光滑， { }max ,x yh h h=

( )

4 4 5

4 4 4,
max , ,
x y

f f fM
x y x y∈Ω

 ∂ ∂ ∂
=  

∂ ∂ ∂ ∂ 
，则公式(1.7)有余项估计式 

[ ]
6 7

360 4320
h hE f M

 
≤ + 
 

. 

3.2. 复化公式 

用公式(1.4)计算 ( ), d
d

c
f x y y∫ ，计算中将 x 当作常数，有 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

1
, d , , 2 , , ,

2 12

md y y
jc

j

h h f ff x y y f x c f x d f x y x c x d
y y

−

=

   ∂ ∂
≈ + + + −   ∂ ∂  

∑∫          (1.8) 

再将 y 当作常数，在 x 方向上计算(1.8)中每一项的积分，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

1
, d , , 2 , , ,

2 12

nb x x
ia

i

h h f ff x c x f a c f b c f x c a c b c
x x

−

=

∂ ∂   ≈ + + + −   ∂ ∂  
∑∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

1
, d , , 2 , , ,

2 12

nb x x
ia

i

h h f ff x d x f a d f b d f x d a d b d
x x

−

=

∂ ∂   ≈ + + + −   ∂ ∂  
∑∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1

1 1 1
2 , d , , 2 , , ,

6

m m nb x
j x j j i j j ja

j j i

h f ff x y x h f a y f b y f x y a y b y
x x

− − −

= = =

∂ ∂   ≈ + + + −   ∂ ∂  
∑ ∑ ∑∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21

1
, d , , 2 , , ,

2 12

nb x x
ia

i

h hf f f f f fx c x a c b c x c a c b c
y y y y y x y x

−

=

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
≈ + + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21

1
, d , , 2 , , ,

2 12

nb x x
ia

i

h hf f f f f fx d x a d b d x d a d b d
y y y y y x y x

−

=

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
≈ + + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑∫  

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1
2 1

1

21 1 1

1 1 1

, , , , , ,
4 2

, , , , , ,
24 2

, , ,
12

n
x y x y

i i
i

m
x y x y

j j
j

m n m
x y

x y i j j j
j i j

x y

h h h h
II f a c f a d f b c f b d f x c f x d

h h h hf f f fa c a d b c b d f a y f b y
x x x x

h h f fh h f x y a y b y
x x

h h

−

=

−

=

− − −

= = =

 ≈ + + + + +    

∂ ∂ ∂ ∂   + + − − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ + + − ∂ ∂ 

+

∑

∑

∑∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1

1

2 2 2 2 2 2

, , , , , ,
24 12

, , , , .
144

n
x y

i i
i

x y

h hf f f f f fa c b c a d b d x c x d
y y y y y y

h h f f f fa c b d b c a d
y x y x y x y x

−

=

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑

      (1.9) 
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4. 数值实验 

为了验证本文所得数值积分的有效性和理论结果的正确性，下面将给出若干个数值算例。记计算误

差为数值解和精确解的差的绝对值。其中收敛阶如下定义： 

收敛阶
( )
( )

1
2

1

2
log

error h
error h

 
≈   

 
. 

算例 1 计算
1

0
e dxI x= ∫ ，计算结果见表 1。  

 
Table 1. Errors and convergence orders of definite integral under different partition numbers 
表 1. 定积分下不同划分数的误差及收敛阶 

划分数 公式(1.2) 公式(1.4) 收敛阶 

n = 1 2.3311e−03   

n = 4  9.3084e−06  

n = 8  5.8243e−07 3.998 

n = 16  3.6412e−08 3.999 

n = 32  2.2759e−09 3.999 

n = 64 
精确值 1.718281828459045 1.4225e−10 4.000 

 

算例 2 计算
2 2

1 1

1 d dII x y
x y

=
+∫ ∫ ，计算结果如表 2。为了简便，我们使用拟一致网格，即 x yh h h= = 。 

 
Table 2. Errors and convergence orders of double integral under different partition numbers 
表 2. 二重积分下不同划分数的误差及收敛阶 

划分数 公式(1.7) 公式(1.9) 收敛阶 

n = 1 3.3209e−04   

n = 4  1.4349e−06  

n = 8  9.0120e−08 3.99 

n = 16  5.6393e−09 3.99 

n = 32  3.5256e−10 3.99 

n = 64 
精确值 0.3397980735907949 2.2035e−11 4.00 

5. 结论 

上述数值实验的结果表明：在计算定积分的近似值时，Hermite 插值数值积分具有 4 阶精度，理论和

数值结果相吻合。 
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