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摘  要 

积分计算是高等数学的核心内容之一，在自然科学、工程技术等领域具有广泛应用。针对传统积分计算

中运算量大、步骤繁琐的问题，本文系统研究了对称性在各类积分计算中的简化方法及应用。首先明确

对称性的关键分类及判定准则，包括奇偶对称性和轮换对称性。随后，分别推导了定积分、重积分、曲

线积分和曲面积分中对称性应用定理，揭示了积分区域对称性与被积函数奇偶性、循环对称性之间的内

在联系。通过典型例题验证所提方法的可行性，进一步展示了对称性在简化积分运算中的显著优势。研

究结果表明，合理运用对称性能够将复杂的积分问题化繁为简，为积分计算提供高效的解决方案。 
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Abstract 
Integral evaluation represents a foundational topic in advanced mathematics and plays a pivotal 
role across a wide array of disciplines, including natural sciences and engineering technologies. In 
light of the cumbersome computational effort and labor-intensive procedures associated with con-
ventional integral techniques, this paper conducts a systematic investigation into the use of sym-
metry as a simplifying strategy for various types of integrals. Initially, the study delineates the prin-
cipal classifications and diagnostic criteria of symmetry, specifically odd-even symmetry and cyclic 
symmetry. Building upon this framework, the paper derives a series of symmetry-based theorems ap-
plicable to definite integrals, multiple integrals, line integrals, and surface integrals, thereby elucidat-
ing the intrinsic connections between symmetry of the integration domain, parity of the integrand, 
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and cyclic symmetry of the integrand itself. The efficacy of the proposed methods is then demon-
strated through representative case studies, which also reveal the marked advantages of symmetry 
in simplifying integral operations. The results confirm that judicious exploitation of symmetry can 
transform intricate integral problems into more tractable forms, offering an efficient pathway for 
integral evaluation. 
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1. 引言 

积分学是高等数学的核心内容与基础工具，其理论体系与计算方法广泛应用于自然科学、工程技术、

金融经济等领域，成为描述连续变化过程、求解累积效应问题的关键手段[1]。然而，在传统积分计算中，

积分区往往复杂、被积函数形式繁琐、运算步骤冗长，给学习者及科研工作者带来诸多挑战。对称性作

为数学领域普遍存在的基本属性，被证明是简化积分计算的重要手段。当积分区域具备对称特征且被积

函数满足对应的奇偶性或周期性时，可利用对称性原理大幅简化计算流程，显著提高解题效率与准确性。 
对称性在积分计算中的应用价值已受到学术界的广泛关注与深入探索。黄东卫与王雪歌[2]系统讨论

了对称性在定积分、重积分及曲面积分中的灵活运用，为后续研究奠定了基础；尹松庭[3]对传统文献进

行系统化梳理，提出了对称性在积分计算中的统一形式与共同特征，从而简化了定理的判断与应用流程。

在特定积分类型的研究中，金世国[4]聚焦定积分与重积分，通过实例详细阐述了对称区域与被积函数奇

偶性的配合应用；刘红梅[5]针对二重积分的复杂计算问题，结合性质推导与案例验证，证实了对称性在

简化求解过程中的显著优势。朱玉[6]进一步阐明了奇偶函数在对称区域内的积分技巧，并深度探讨了轮

换对称性的应用场景。在更广泛的积分体系中，马志辉[7]将对称性应用延伸至曲线积分与曲面积分，构

建了多元函数积分下的对称性性质框架。王晓东与李义强[8]从重积分换元法的本质出发，揭示了对称性

所体现的数学原理，强调积分区域对称性是简化计算的核心本源。郑芳[9]专门针对轮换对称性，提出了

多元函数积分统一应用定理，为同类问题提供了标准化解法；赵莉莉[10]则系统梳理了曲线积分与曲面积

分的对称性判定准则，通过具体实例展示了对称性在简化复杂曲面积分计算中的关键作用。 
尽管现有研究已涵盖对称性在各类积分中的应用，但仍存在明显的提升空间。大部分研究聚焦单一

积分类型或特定情境，缺乏对定积分、重积分、曲线积分及曲面积分中对称性应用的系统整合，从而难

以形成统一的方法体系。基于此，本文在系统梳理上述研究成果的基础上，构建了一套涵盖各类积分的

对称性简化方法体系。首先明确奇偶对称性与轮换对称性等核心概念的统一判定准则；其次系统推导定

积分、重积分、曲线积分及曲面积分中对称性的应用定理，揭示积分区域与被积函数的内在关联；最后

通过典型例题验证方法的有效性，为积分计算提供一套逻辑连贯、可交叉应用的高效解决方案，以期为

高等数学教学实践与工程技术领域的积分计算提供参考。 

2. 对称性的核心分类及判定 

2.1. 奇偶对称性 

奇偶对称性是指：当积分区域关于原点或坐标轴或坐标面具有对称性并且被积函数具有奇偶性时，
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我们可以将两种性质结合，进而简化积分的计算。例如，对于定积分，当积分区间关于原点对称时，若

被积函数是奇函数，则定积分等于零；若被积函数是偶函数，则定积分可以转化为被积函数在单侧区间

上的定积分的 2 倍。对于重积分、曲线积分和曲面积分，也有类似的性质。 

2.2. 轮换对称性 

轮换对称性是指在对积分区域以及被积函数进行任意变量排列后，区域形状和函数值保持不变或满

足预先规定的关系。 
定义 1 设积分区域 Ω满足对任意 ( )1 2, , , nx x x ∈Ω 以及对指标 1，2，…，n 的对任意排列 ( )1 2, , , ni i i ，

点 ( )1 2
, , ,

ni i ix x x 仍属于 Ω，则称 Ω具有轮换对称性。几何意义为区域内任意一点的各坐标分量作轮换置

换后，得到的新点仍属于该区域。 
定义 2 设函数 ( )1 2, , , nf x x x 满足对任意排列 ( )1 2, , , ni i i ，有 ( ) ( )1 21 2, , , , , ,

nn i i if x x x f x x x=  ，则

称 f 具有轮换对称性。 
例如，在二维平面上关于直线 y x= 对称的区域，在三维空间中区域关于平面 x y= 、y z= 或 z x= 对

称的区域，均属于轮换对称性的特殊情形。 
注：轮换变换本质是正交线性坐标变换，轮换对称的核心是积分域内各变量几何地位完全等价。对

于无向积分，轮换变换的雅可比行列式绝对值|J| = 1，因此面积元 dσ 、体积元 dv、弧长元 ds、曲面面积

元 dS 的数值完全不变；又因积分域轮换对称，变换后区域与自身重合，仅改变点的坐标命名，几何范围、

测度均无变化，故积分值相等。对于有向积分，轮换置换同步交换坐标平面，带方向的投影微分 dxdy，
dydz，dzdx 同步轮换，曲面外侧、曲线正向的定向不会翻转，只要被积函数与微分同步替换，积分等式保

持成立。 

3. 对称性在各类积分中的应用定理 

3.1. 定积分中的对称性定理 

在对称区间 [ ],a a− 上，奇函数在正负对称位置的函数图像与 x 轴围成的面积大小相等、符号相反，

积分过程中相互抵消；偶函数在正负对称位置的面积完全重合、符号一致，积分可等价转化为单侧区间

积分的两倍，这也是对称简化公式成立的直观依据。 
定理 1 设函数 ( )f x 在 [ ],a a− 上连续，则 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0

0

2 d , ,

d 0, ,

d , .

a

a

a
a

f x x f x f x

f x x f x f x

f x f x x
−

 − =
= − = −


+   

∫
∫

∫ 一般情况

 

证明 将定积分拆分成区间 ( ) ( ) ( )
0

0
d d d

a a

a a
f x x f x x f x x

− −
= +∫ ∫ ∫ 。 

对第一项积分作变量代换，令 x t= − ，则 d dx t= − ，上下限由 : 0x a− → 变为 : 0t a → ，代入得 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

0

0

0
d d d d

a

a

a

a
f x x f t t f t t f x x

−
= − − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ 。 

因此原积分可统一写为 

( ) ( ) ( )
0

d d
a

a a
f x x f x f x x

−
= + −  ∫ ∫ 。 

此为一般情形公式。 
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若 ( )f x 为偶函数，则满足 ( ) ( )f x f x− = ，代入得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d d 2 d
a a a

a
f x x f x f x x f x x

−
= + =  ∫ ∫ ∫ 。 

若 ( )f x 为奇函数，则满足 ( ) ( )f x f x− = − ，代入得 

( ) ( ) ( )
0

d d 0
a

a

a
f x x f x f x x

−
= − =  ∫ ∫ 。 

推论 设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，若积分区间 [ ],a b 关于直线
2

a bx +
= 对称，则 

( ) ( )d + d
b

a a

b
f x x f a b x x= −∫ ∫ 。 

3.2. 重积分中的对称性定理 

积分区域 D 关于 x 轴对称，意味着区域内任意一点均可找到关于 x 轴的对称点。若函数为关于 y 的奇

函数，对称两点处的函数值正负相反，对应平面积分面积微元相互抵消；若为关于 y 的偶函数，对称两点

处函数值完全相等，积分区域可等价收缩为半区域翻倍计算，显著简化二重积分的计算。三重积分类似。 

3.2.1. 二重积分 
定理 2 (奇偶对称性) 设二元函数 ( ),f x y 在有界闭域 D 上连续， 
(1) 若 D 关于 x 轴对称，则 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0, , , ,
, d

2 , d , , , .D
D

f x y f x y
f x y

f x y f x y f x y
σ

σ

− = −=  − =
∫∫ ∫∫

 

其中， ( ){ }1 , | 0D x y D y= ∈ ≥ 。 
证明 将对称区域 D 拆分为上半区域 ( )1 0D y ≥ 与下半区域 ( )2 0D y ≤ ，即 1 2D D D= ∪ ，且 1 2,D D 除边

界外无交集，因此： 

( ) ( ) ( )
1 2

, d , d , d
D D D

f x y f x y f x yσ σ σ= +∫∫ ∫∫ ∫∫  

对下半区域 2D 作变量代换 y y′ = − ，由于区域 D 关于 x 轴对称， 2D 经变换后与 1D 完全重合，且面积

微元 d d d d dx y x yσ ′= = ，因此 

( ) ( ) ( )
2 1 1

, d , d , d
D D D

f x y f x y f x yσ σ σ′= − = −∫∫ ∫∫ ∫∫  

代入原积分公式得 

( ) ( ) ( )
1

, d , , d
D D

f x y f x y f x yσ σ= + −  ∫∫ ∫∫  

若 ( ),f x y 关于 y 为奇函数，即 ( ) ( ), ,f x y f x y− = − ，则 

( ) ( ) ( )
1

, d , , d 0
D D

f x y f x y f x yσ σ= − =  ∫∫ ∫∫  

若 ( ),f x y 关于 y 为偶函数，即 ( ) ( ), ,f x y f x y− = − ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, d , , d 2 , d
D D D

f x y f x y f x y f x yσ σ σ= + =  ∫∫ ∫∫ ∫∫  

(2) 若 D 关于 y 轴对称，则 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0, , , ,
, d

2 , d , , , .D
D

f x y f x y
f x y

f x y f x y f x y
σ

σ

− = −=  − =
∫∫ ∫∫

 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.157327


于爽 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.157327 349 应用数学进展 
 

其中， ( ){ }1 , | 0D x y D x= ∈ ≥ 。 
(3) 若 D 关于原点对称，则 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0, , , ,
, d

2 , d , , , .D
D

f x y f x y
f x y

f x y f x y f x y
σ

σ

− − = −=  − − =
∫∫ ∫∫

 

其中， ( ){ }1 , | 0, 0D x y D x y= ∈ ≥ ≥ 。 
定理 3 (轮换对称性) 设二元函数 ( ),f x y 在有界闭域 D 上连续且 D 关于直线 y = x 对称，则 

( ) ( ) ( ) ( )1, d , d , , d
2D D D

f x y f y x f x y f y xσ σ σ= = +  ∫∫ ∫∫ ∫∫ 。 

推论  若积分区域 D 关于直线 y = x 对称，则 ( ) ( ), d , d
D D

f x y f y xσ σ=∫∫ ∫∫ ，进一步可推得

( )2 2 2 21d d = d
2D D D

x y x yσ σ σ= +∫∫ ∫∫ ∫∫ ，再结合极坐标可以简化计算。 

3.2.2. 三重积分 
定理 4 (奇偶对称性) 设三元函数 ( ), ,f x y z 在有界闭域 Ω 上连续，且 Ω 关于 xy 平面对称，记 Ω1 为

Ω在 xy 平面上方部分，则 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0, , , , , ,
, , d

2 , , d , , , , , .

f x y z f x y z
f x y z V

f x y z V f x y z f x y zΩ
Ω

− = −=  − =
∫∫∫ ∫∫∫

 

注：当三元函数 ( ), ,f x y z 在有界闭域 Ω 上连续，Ω 关于 yz 平面(或 xz 平面)对称且被积函数关于 x 
(或 y)具有奇偶性时，也有类似结论。 

定理 5 (轮换对称性) 设三元函数 ( ), ,f x y z 在有界闭域 D 上连续且积分区域 Ω 关于变量 , ,x y z 具有

轮换对称性，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , d , , d , , d

1 , , , , , , d .
3

f x y z V f y z x V f z x y V

f x y z f y z x f z x y V

Ω Ω Ω

Ω

= =

= + +  

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫
 

推论 若积分区域 Ω关于平面 = =x y z 对称，则 

2 2 2 2 2 21d d d d
3

x V y V z V x y z V
Ω Ω Ω Ω

+ += = =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ）（ ，再结合球坐标可以简化计算。 

3.3. 曲线积分中的对称性定理 

曲线积分对称性是低维对称理论在空间曲线几何中的延伸，分为无向的第一型曲线积分与有向的第

二型曲线积分两类对称体系。被积函数的奇偶性刻画了函数值在对称变换下的规律。 

3.3.1. 第一型曲线积分 
定理 6 (奇偶对称性) 设三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲线 Γ上连续，且 Γ关于 xy 平面对称，记 Γ1 为 Γ

上半部分，则 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0, , , , ,
, , d

2 , , d , , , , , .

f x y z f x y z
f x y z s

f x y z s f x y z f x y zΓ
Γ

− = −=  − =
∫ ∫

，
 

注：当三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲线 Γ上连续，Γ关于 yz 平面(或 xz 平面)对称且被积函数关于 x (或
y)具有奇偶性时，也有类似结论。 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.157327


于爽 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.157327 350 应用数学进展 
 

定理 7 (轮换对称性) 设三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲线 Γ 上连续，且 Γ 对变量 , ,x y z 具有轮换对称

性，则 

( ) ( ) ( ) ( )1, , d , , , , , , d
3

f x y z s f x y z f y z x f z x y s
Γ Γ

= + +  ∫ ∫ 。 

3.3.2. 第二型曲线积分 
定理 8 设三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲线 Γ上连续，且 Γ关于 xy 平面对称，Γ1 为 Γ上半部分，则 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0, , , , ,
, , d

2 , , d , , , , , .

f x y z f x y z
f x y z z

f x y z z f x y z f x y zΓ
Γ

− = −=  − =
∫ ∫

，
 

注：当三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲线 Γ上连续，Γ关于 yz 平面(或 xz 平面)对称且被积函数关于 x (或
y)具有奇偶性时，也有类似结论。 

3.4. 曲面积分中的对称性定理 

曲面积分对称性是对称积分理论在三维曲面几何中的高阶拓展，同样分为无向面积分与有向投影积

分两类情形。被积函数的奇偶性建立了对称点处函数取值的对应关系，构成积分抵消或叠加的代数基础。 

3.4.1. 第一型曲面积分 
定理 9 设三元函数 ( ), ,g x y z 在光滑曲面 Σ上连续，且 Σ关于 xy 平面对称，记 Σ1 为 Σ上半部分，则 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0, , , , ,
, , d

2 , , d , , , , , .

g x y z g x y z
g x y z S

g x y z S g x y z g x y zΣ
Σ

− = −=  − =
∫∫ ∫∫

 

注：当三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲线 Γ上连续，Γ关于 yz 平面(或 xz 平面)对称且被积函数关于 x (或
y)具有奇偶性时，也有类似结论。 

3.4.2. 第二型曲面积分 
定理 10 设三元函数 ( ), ,g x y z 在光滑曲面 Σ上连续，且 Σ关于 xy 平面对称，记 Σ1为 Σ上半部分，则 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

2 , , d , , , , ,
, , d

0, , , , , .

g x y z S g x y z g x y z
g x y z S

g x y z g x y z
Σ

Σ

 − = −= 
− =

∫∫
∫∫  

注 1：这里奇偶条件与第一型曲面积分相反，符合第二型曲面积分对方向的对称性。当 Σ关于 xz 平
面或 yz 平面对称时，只需把 z 换成相应的坐标即可。 

注 2：有向积分在使用轮换变换必须同步替换被积函数与投影微元，以闭合外侧曲面 Σ为例。若 f 在
光滑曲面 Σ上连续且积分区域 Σ关于变量 , ,x y z 具有轮换对称性，则 

( ) ( ) ( ), , d d , , d d , , d df x y z x y f y z x y z f z x y z x
Σ Σ Σ

= =∫∫ ∫∫ ∫∫  

不可仅替换变量、保留原有微分，否则等式不成立。 

4. 典型例题解析 

4.1. 定积分例题 

例 1 计算定积分
21

21

sin d
1
x x x

x− +∫ 。 
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解 积分区间 [ ]1,1− 关于原点对称，被积函数 ( )
2

2

sin
1
x xf x

x
=

+
满足 

( ) ( ) ( )
( )

( )
2 2

2 2

sin sin
11

x x x xf x f x
xx

− −
− = = − = −

++ −
，因此 ( )f x 为奇函数。根据定理 1，奇函数在关于原点对称的

区间上的积分为 0，故 
21

21

sin d 0
1
x x x

x−
=

+∫ 。 

例 2 计算定积分 20

sin d
1 cos

x xI x
x

π
=

+∫ 。 

解 记 ( ) 2

sin
1 cos

x xf x
x

=
+

。由于积分区间 [ ]0,π 关于
2
π
对称，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1d d d
2

f x x f x x f x f x x
π π π

= π − = + π−  ∫ ∫ ∫ 。 

而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

sin sinsin sin
1 cos 1 cos 1 cos 1 cos

x x x x xx x xf x f x
x x x x

π− π− + π− π
+ π− = + = =

+ + + +
。 

( ) ( ) ( ) 20 0 0

1 sind d d
2 2 1 cos

xf x x f x f x x x
x

π π ππ
= + π− =   +∫ ∫ ∫ 。 

对右端积分，取 cosu x= 。则 d sin du x x= − 。 

( ) [ ] ( )2 2 20

1

10

1

1

sin 1 1d d cos d
1 cos 1 cos 1

arctan arctan1 arctan 1
2

x x t u
x t u

u
−

−

π π π
= −

− −
= =

+ + +
− ==∫ ∫ ∫ 。 

于是 
2

2 2 4
I π π π
= ⋅ = 。 

4.2. 二重积分例题 

例 3 计算二重积分 ( )d d
D

x y x y−∫∫ ，其中被积区域 ( ){ }2 2, | 1D x y x y= + ≤ 。 

解 积分区域 D 关于直线 y x= 对称，被积函数 ( ),f x y x y= − 满足 

( ) ( ) ( ), ,f y x y x x y f x y= − = − − = − 。根据定理 3，若被积函数在关于直线 y x= 对称的区域上满足

( ) ( ), ,f y x f x y= − ，则其二重积分为 0，因此 

( )d d 0
D

x y x y− =∫∫ 。 

例 4 计算二重积分 ( )d d
D

x y x y+∫∫ ，其中被积区域 ( ){ }, | 1D x y x y= + ≤ 。 

解 被积区域 D 关于 x 轴、 y 轴均对称，被积函数 x y+ 关于 x 和 y 均为偶函数。根据定理 2，设 1D
为区域 D 在第一象限的部分，则有 

( ) ( )
1

d d 4 d d
D D

x y x y x y x y+ = +∫∫ ∫∫ 。 

又由于区域 1D 关于 y x= 对称，故
1 1

d d d d
D D

x x y y x y=∫∫ ∫∫ ，由此可得： 

( )
1 1

4 d d 8 d d
D D

x y x y x x y+ =∫∫ ∫∫ 。 
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接下来，计算积分
1

d d
D

x x y∫∫ 。 

( ) ( )
1

12 31 1 1 1 2
0 0 0 0

0

1 1 1d d d d 1 d d
2 3 2 3 6

x

D

x xx x y x y x x x x x x x
−  

= = − = − = − = − = 
 

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

( ) 1 4d d 8
6 3D

x y x y+ = ⋅ =∫∫ 。 

4.3. 三重积分例题 

例 5 计算单位球内的三重积分 dxyz V
Ω∫∫∫ ，其中 ( ){ }2 2 2, , | 1x y z x y zΩ = + + ≤ 。 

解 单位球 Ω关于坐标平面 xy 面、 yz 面和 zx 面均对称。被积函数 ( ), ,f x y z xyz= ，且 f 是关于 x 、
y 、 z 的奇函数。应用定理 4，若被积函数在关于三条坐标平面均对称的空间区域内为奇函数，则其三重

积分为零。得 

d 0xyz v
Ω

=∫∫∫ 。 

例 6 计算三重积分 ( )2 dx y z V
Ω

+ +∫∫∫ ，其中 ( ){ }2 2 2 2, , |x y z x y z aΩ = + + ≤ 。 

解 先将被积函数展开 

( ) ( )2 2 2 2 2x y z x y z xy yz zx+ + = + + + + + 。 

由于积分区域 Ω关于坐标面 0x = 、 0y = 、 0z = 均对称，交叉项 xy 、 yz 、 zx 在每个坐标面的取正

负方向时能够相互抵消，因而 

d d d 0.xy V yz V zx V
Ω Ω Ω

= = =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫  

对于平方项，由定理 5 的轮换对称性知， 
2 2 2d d dx V y V z V

Ω Ω Ω
= =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ 。 

故 

( ) ( )2 2 2 2 2d d 3 dx y z V x y z V x V
Ω Ω Ω

+ + = + + =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ 。 

在球坐标下计算 2dx V
Ω∫∫∫ 。 

( )
( )( )( )

2 2 2 2 2
0 0 0

2 3 4
0 0 0

5

5

2

2

d sin cos sin d d d

cos d sin d d

4
3 5

4 .
15

a

a

x V r r r

r r

a

a

φ θ φ θ φ

θ θ φ φ

π π

Ω

π π

=

=

= π⋅ ⋅

π
=

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

综上所述， 

( )
5 5

2 2 4 4d 3 d 3
15 5

a ax y z V x V
Ω Ω

π π
+ + = = ⋅ =∫∫∫ ∫∫∫ 。 

例 7 计算三重积分 ( )2 3 2 32 dI xy z x z y z v
Ω

= + +∫∫∫ 。积分区域 Ω 是由椭圆柱面
2

2 1
4
x y+ = 和平面
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z x= − 、 z x= 围成的闭空间区域。 
解 对于积分区域，若 ( ), , Ωx y z ∈ ，则 ( ), ,x y z− − ∈Ω，且边界 z x= ± 关于 yz 平面对称。 
令 2

1f xy z= ， ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1, , , ,f x y z x y z xy z f x y z− − = − − = = 且 ( ) 2

1 1, ,f x y z xy z f− = − = − 。区域 Ω关于

yz 面对称，故该项积分值为 0。 
第二项同理， 3

2f x z= 关于 x 是奇函数，区域 Ω关于 yz 面对称，因此积分 3 d 0x z v
Ω

=∫∫∫ 。 
2 3

3 2f y z= 满足 ( ) ( )32 2 3
3 3, , 2 2f x y z y z y z f− = − = − = − ，故 3f 关于 z 是奇函数，区域 Ω 关于 xy 面对

称，积分值为 0。三项积分均为 0，最终总体积分值 0I = 。 

4.4. 曲线积分例题 

例 8 计算第一型曲线积分 

( )2 3
Γ

dI x y z s= +∫ ， 

其中 Γ是球面 2 2 2 4x y z+ + = 与平面 0z = 的交线。 
解 曲线 Γ是 xy 面上的半径为 2 的圆周，关于 x 轴、 y 轴和 xy 平面均对称。将被积函数拆分为 

( ) 2, ,f x y z x y= ， ( ) 3, ,g x y z z= 。 

因 Γ 上有 0z = ，于是 ( ), , 0g x y z = ，积分后得 3
Γ

d 0z s =∫ 。由于 ( ) , ,f x y z 是关于 y 的奇函数，且 Γ

关于 0y = 这条直线对称。应用定理 6，可得 
2

Γ
d 0x y s =∫ 。 

综上得 0 0 0I = + = 。 
例 9 计算第一型曲线积分 

( )2 2 2
Γ

2 dI x y z s= + +∫ ， 

其中 Γ是球面 2 2 2 2x y z a+ + = 与平面 0x y z+ + = 的交线。 
解 令 2

1 Γ
dI x s= ∫ ， 2

2 Γ
dI y s= ∫ ， 2

3 Γ
dI z s= ∫ ，由于曲线 Γ关于 , ,x y z 具有轮换对称性。由定理 7 知

1 2 3I I I= = 。又 Γ上的点均满足 2 2 2 2x y z a+ + = ，原积分可以改写为 

( )2 2 2 2 2
3Γ Γ Γ

d d dI x y z s z s a s I= + + + = +∫ ∫ ∫  

。 

计算 2
Γ

da s∫ ，交线 Γ是半径为 a 的圆，弧长为 2L a= π 。于是 

2 2 3
Γ

d 2 2a s a a a= ⋅ π = π∫ 。 

( )2 2 2 3
1 2 3 d 2I I I x y z s a

Γ
+ + = + + = π∫ ，又 1 2 3I I I= = ，故

3

3
2

3
aI π

= 。综上，积分曲线的值为 

3 2
2 2 82

3 3
a aI a π π

= π + = 。 

例 10 计算第二型曲线积分 

( ) ( )2 2d dI x z y yz z
Γ

= +∫ ， 

其中 Γ是圆柱面 2 2 4x y+ = 与平面 1z = − 、 1z = 的交线，从点(2, 0, −1)沿 Γ到点(2, 0, 1)从 z 轴正方向看

顺时针方向的半圆周。 
解 Γ关于 xy 平面对称。将积分拆分为两部分 
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2 2
1 2 d dI I I x z y yz z

Γ Γ
= + = +∫ ∫ 。 

对于 2
1 dI x z y

Γ
= ∫ ，Γ关于 z 对称，被积函数 2x z 是关于 z 的奇函数，根据定理 8 知， 

2
1 d 0I x z y

Γ
= =∫ 。 

对于 2
2 dI yz z

Γ
= ∫ ，被积函数为 2yz ，是关于 z 的偶函数。令 

( ){ }1 , , | 0x y z zΓ = ∈Γ ≥ ， ( ){ }2 , , | 0x y z zΓ = ∈Γ ≤ 。 

由定理 8 知， 

1

2 2d 2 dyz z yz z
Γ Γ

=∫ ∫ 。 

代入 1Γ 的参数方程 2, 0,x y z t= = = [ ]( )0,1t∈ ，在 1Γ 上满足 0y = 。因此 

( )2
2 d 0I yz z

Γ
= =∫ 。 

由 1 0I = ， 2 0I = ，得   0I = 。 

( ) ( )2 2d d 0x z y yz z
Γ

+ =∫ 。 

4.5. 曲面积分例题 

例 11 计算第一型曲面积分 

( )dx y z S
Σ

+ +∫∫ ， 

其中 Σ为球面 2 2 2 1x y z+ + = 被平面 ( )0 1z h h= < < 所截的顶部。 
解 Σ关于 xz 平面和 yz 平面对称，由定理 9 可得 

d d 0x S y S
Σ Σ

= =∫∫ ∫∫ 。 

因此 

( )d dx y z S z S
Σ Σ

+ + =∫∫ ∫∫ 。 

Σ在 xy 平面投影 ( ){ }2 2 2, , | 1xyD x y z x y h= ∈Σ + ≤ − ，
2 2

1d d d
1

S x y
x y

=
− −

，故 

( )2 2 2

2 2

1d 1 d d 1
1xyD

z S x y x y h
x yΣ

= − − ⋅ = π −
− −

∫∫ ∫∫ 。 

例 12 计算第二型曲面积分 

( ) ( )2 2d d d dI x z x y yz y z
Σ

= +∫ 。 

其中 Σ是旋转抛物面 2 2z x y= + 与平面 1z = 围成的闭曲面的外侧。 
解 Σ关于 xz 平面对称，令 

2 2
1 2 d d d dI I I x z x y yz y z

Σ Σ
= + = +∫ ∫ 。 

对于 2
1 d dI x z x y

Σ
= ∫ ，被积函数 2x z 是关于 y 的偶函数，根据定理 10 知， 

2
1 d d 0I x z x y

Σ
= =∫ 。 
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对于 2
2 d dI yz y z

Σ
= ∫ ，被积函数为 2yz ，是关于 y 的奇函数。记 ( ){ }, , | 0x y z y+Σ = ∈Σ ≥ ，由定理 11

知， 
2 2d d 2 d dyz y z yz y z

+Σ Σ
=∫ ∫ 。 

记 1+Σ 是抛物面 2 2z x y= + 在 0y ≥ 部分的外侧， 2+Σ 是平面 1z = 的上侧， +Σ 由 1+Σ 和 2+Σ 组成。关于

2+Σ ，平面 1z = 垂直于 yz 平面，故 d d 0y z = ，
2

2d d 0yz y z
+Σ

=∫ ；关于 1+Σ ，抛物面方程可表示为 2x z y= ± −

( )0,0 1y z≥ ≤ ≤ ，外侧对应 x 正方向与负方向的投影抵消，且被积函数 2yz 与 x 无关，积分在 x 方向互相

抵消，故
1

2d d 0yz y z
+Σ

=∫ 。因此 2 2 0 0I = × = 。 1 2 0I I I= + = 。即 

( ) ( )2 2d d d d 0I x z x y yz y z
Σ

= + =∫ 。 

例 13 空间静电场强度 ( ) ( )2 2 2, , , ,E x y z x y y z z x=


，取半径为 a 的金属球面 2 2 2 2: x y z aΣ + + = ，球面

外侧为正向，求穿过闭合球面的电场总通量。 
2 2 2d d d d d d dE S x y x y y z y z z x z x

Σ Σ
Φ = ⋅ = + +∫ ∫∫





。 

分析 若直接采用投影法拆分三个曲面积分分别计算，需分别对三个坐标平面投影，处理上下、左右、

前后曲面符号，三重累次积分运算量大、极易出现投影符号计算错误；而利用奇偶对称性、轮换对称性

可大幅消去零积分项，简化整体求解流程，是电磁场仿真、静电屏蔽工程中的常用简化手段。 
解 2

1 d dI x y x y
Σ

= ∫∫ ，曲面 Σ关于 xy 平面对称，被积函数 2
1f x y= 关于 y 为奇函数，依据第二型曲面

积分奇偶对称定理(定理 10)知积分值 1 0I = 。 
2

3 d dI z x z x
Σ

= ∫∫ ，曲面 Σ 关于 yz 平面对称，被积函数 2
3f z x= 关于 x 为奇函数，同理可得积分值

3 0I = 。 
2

2 d dI y z y z
Σ

= ∫∫ ，曲面 Σ 关于 xy 平面对称，被积函数 2
3f y z= 关于 z 为奇函数，拆分前半球、后半

球曲面 Σ = Σ + Σ后前 ， 2 2 2 2
2 2 d dI y a y z y z

Σ
= − −∫∫

前

，再利用 ,y z 轮换对称性简化二重积分，极坐标代换

计算得 5
2

4
15

I a= π 。电场总通量 5 54 40 0
15 15

a aΦ = + π + = π 。 

5. 局限 

前文通过奇偶对称性与轮换对称性系统推导了各类积分的简化计算方法，并结合数学例题与工程物

理实例验证了方法的高效性。但对称性简化方法并非普适，存在明确的适用边界与使用限制。为保证研

究的严谨性与全面性，本章对对称性方法的局限性、易错情形及慎用条件进行讨论。 

5.1. 奇偶对称性的适用局限 

奇偶对称性简化积分的核心前提是积分区域严格对称且被积函数具备标准奇偶性。当积分区域存在不

对称偏移、局部残缺或边界非线性扰动时，对称抵消关系不再成立，此时直接使用奇偶对称会导致结果错

误。此外，第二型曲线积分与曲面积分带有方向性，即使区域满足几何对称，若积分方向、曲面法向在对

称位置发生翻转，奇偶判定规则会发生改变，不能直接套用无向积分的对称结论。对于含有分段函数、间

断函数、绝对值函数的复杂积分，被积函数不一定满足奇偶性，也不能简单通过对称消去积分项。 

5.2. 轮换对称性的适用局限 

轮换对称性成立的根本条件是积分域对变量 ( ), ,x y z 几何地位完全等价。若积分区域存在任意变量偏
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向约束，例如区域包含 0z ≥ ， x y≥ 等半限制条件，区域不再完全轮换对称，此时 ( ), ,x y z 的积分值不再

相等，强行使用轮换对称合并积分会产生严重误差。同时，轮换对称仅适用于被积结构齐次、无偏向项

的积分形式，若被积函数含有常数偏移项、混合交叉不对称项，轮换等价关系失效。 
综合以上分析，利用对称性简化积分计算的方法是一种条件性、辅助性、技巧性的数学方法，而非

通用积分算法。其使用必须严格遵循“先判定区域对称性、再验证函数奇偶/轮换性、最后结合积分类型

选择定理”的流程。在区域近似对称、函数局部对称、积分方向不对称、工程模型非理想对称的情形下，

应当谨慎使用或放弃对称简化，以传统积分方法或数值方法求解，从而保证计算结果的准确性。 

6. 结论与展望 

本文系统梳理了对称性在积分计算中的核心分类、判定准则和应用定理，并在此基础上构建了一套

涵盖定积分、重积分、曲线积分与曲面积分的对称性简化方法体系。典型例题验证表明，对称性方法的

核心优势在于不需复杂变量替换或繁琐运算；仅需分析积分区域的对称特征、被积函数的奇偶性，即可

实现积分的简化或直接求值，从而显著降低计算复杂度与错误概率。 
对称性作为数学中的基本思想方法，其应用不局限于积分计算，还可推广至微分方程、泛函分析等

诸多领域。未来研究可进一步探讨对称性在高维积分以及反常积分中的应用规律，并结合数值计算技术

开发更高效的求解算法，为复杂工程与科学研究提供便捷工具。同时，在高等数学教学中深化对称性思

想，有助于培养学生的数学思维与问题解决能力，进而提升教学质量。 
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