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摘  要 

本文围绕规范6-边着色猜想进行研究，该猜想断言任意无桥三正则图存在规范6-边染色。三正则图G
的奇度 ( )Gω 是指G M− 中奇圈个数的最小值，其中 M 遍历G 的任意完美匹配。奇度的大小能够衡量

图离3-边可染的远近。本文证明了任意无桥三正则图 G 存在正常6-边染色，使得非规范边数至多为

( )4 Gω 。 
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Abstract 
The paper studies the normal 6-edge coloring conjecture, which asserts that every bridgeless cubic 
graph has a normal 6-edge coloring. The oddness of a cubic graph G , denoted by ( )Gω , is defined 

as the minimum number of odd cycles G M−  contains, where M  goes over any perfect matching 
of G . The oddness ( )Gω  serves as a measure of how close the graph G  is to being 3-edge 
colorable. The paper proves that every bridgeless cubic graph has a proper 6-edge coloring such 
that the number of non-normal edges is at most ( )4 Gω . 
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1. 引言 

所有顶点度数均为 3 的图称为三正则图。三正则图是有关完美匹配理论研究的重要图类，有许多著

名猜想与之相关，比如 Petersen 着色猜想、Berge-Fulkerson 猜想、5-圈双覆盖猜想等等。而 Petersen 着色

猜想强于后两者。Petersen 着色猜想由 Jaeger [1]于 1988 年提出，该猜想断言：任意无桥三正则图G 存在

Petersen 着色，即存在映射 ( ) ( ): E G E Pφ → 使得G 中任意互为相邻的三条边映射为 P 中互为相邻的三条

边，其中 P 是指 Petersen 图。 
设G 是一个三正则图， ( ) { }: 1, 2, ,E G kφ →  是G 的一个正常 k -边着色。对于G 中的一条边 e ，记

( )c e 为 e及其相邻的 4 条边所染的颜色种类总数。显然， ( )3 5c e≤ ≤ 。若 ( ) { }3,5c e ∈ ，则称 e为规范边；

否则，称 e为非规范边。更详细的，若 ( ) 3c e = ，则称 e为穷的规范边；若 ( ) 5c e = ，则称 e为富的规范边。

若染色φ 下G 的所有边均是规范边，则称φ 为规范 k -边着色。 
Jaeger [2]证明了 Petersen 着色猜想可用图的规范 5-边着色加以等价表述。 
猜想 1 (Petersen 着色猜想的等价表述)：任意无桥三正则图存在规范 5-边着色。 
关于无桥三正则图的规范 k -边着色，Mazzuoccolo 和 Mkrtchyan [3]于 2020 年证明了任意三正则简单

图存在规范 7-边染色。但若更进一步，关于规范 6-边染色的猜想目前仍未解决。 
猜想 2 (规范 6-边着色猜想)：任意无桥三正则图存在规范 6-边着色。 
三正则图的奇度和缺陷染色数是完美匹配理论中的两个重要参数。三正则图 G 的奇度 ( )Gω 是指

G M− 中奇圈个数的最小值，其中 M 遍历 G 的任意完美匹配。三正则图 G 的缺陷染色数 ( )3 Gµ 是指

1 2 3G M M M− ∪ ∪ 中边数的最小值，其中 1 2 3, ,M M M 遍历G 的任意三个完美匹配。由定义可知，G 是 3-
边可染当且仅当 ( ) 0Gω = ，且 ( )Gω 必为偶数。此外，G 是 3-边可染当且仅当 ( )3 0Gµ = ，且 ( ) { }3 1, 2Gµ ∉ 。

Jin 和 Steffen [4]证明了奇度和缺陷染色数存在如下关系： ( ) ( )3
2
3

G Gω µ≤ ，该界是紧的且不等式两边的

差值可以任意大。 
关于猜想 2，Mazzuoccolo 和 Mkrtchyan [5]证明了无爪的无桥三正则图等一些特殊图类满足猜想 2。

此外，他们从规范边比例的角度推进猜想的研究，证明了任意无桥三正则图G 存在正常 6-边着色使得规 

范边数至少为 ( )7
9

E G 。2017 年，Jin 和 Kang [6]证明了任意无桥三正则图G 存在正常 5-边着色使得规范 

边数至少为 ( ) ( )3E G Gµ− ，该结果以缺陷染色数给出正常 5-边着色下规范边数的统一下界。那么，能否

以奇度给出正常 6-边着色下规范边数的一个较好的下界呢？ 
本文对于该问题给出一个正面回答，即证明了：任意无桥三正则图G 存在正常 6-边染色，使得规范

边数至少为 ( ) ( )4E G Gω− 。 
本章最后给出证明所需的一些符号和术语。设G 是一个无桥的三正则图， M 是G 的一个完美匹配，

C′和C′′是G M− 中的两个圈。用 ( ),E C C′ ′′ 表示 M 中一个端点在C′上而另一个端点在C′′上的边的全体

组成的集合。若 ( ),E C C′ ′′ ≠ ∅，则称C′和C′′是相邻的，称 ( ),E C C′ ′′ 中的任意边与 ,C C′ ′′均是关联的。
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设C 是G 中的一个圈，用 ( )C∂ 表示G 中恰有一个端点在C 上的边的全体组成的集合。 

2. 主要结论及其证明 

本文的主要结论为如下定理。 
定理 1：任意无桥三正则图G 存在正常 6-边染色，使得非规范边数至多为 ( )4 Gω 。 
证明：设 ( )G tω = 。由奇度的定义可知，图G 存在完美匹配 M ，使得G M− 由互不相交的圈组成，

其中恰好有 t 个奇圈，而剩余的均为偶圈。 
接下来对G 进行正常的 6-边染色。首先，对于 M 中的所有边，均将其染颜色 1。 
其次，对于G M− 中的任意偶圈 D ，依圈的顺序用颜色 2 和 3 交替给 D 上的边进行染色。因 D 为偶

圈，故按此方式能将 D 上所有的边正常染好。 
最后，还需要对 G M− 的奇圈进行染色。记 G M− 中所有的奇圈为 1 2, , , tC C C 。设 H 是由

1 2, , , tC C C 和所有 ( ),i jE C C 中的边构成的图，即 ( )1 1
,t

i i ji i j t
H C E C C

= ≤ < ≤
= 

 

。接下来对 H 进行染色

的延拓和适当的改染。注意 H 不一定是连通图。若 H 不是连通的，则对 H 的每个连通分支进行以下论

证；否则，对 H 本身进行论证。 
设Q 是 H 的任意一个连通分支。记Q 是将Q 中的所有 iC 各自收缩成一个顶点(记为 iu )且将 iC 的所

有弦删除而得到的图。类似地，记 H 和G 分别是将 H 和G 中的所有 iC 各自收缩成一个顶点且将 iC 的所

有弦删除而得到的图。注意到，Q 可能含有重边但不含有环。接下来选取Q 的一棵生成树T ，选取T 的

根结点 ru ，并在根结点所对应的奇圈 rC 上进行染色。分以下两种情况进行讨论： 
情况 1：假设 ( ) ( )V G V Q= 。此时，G M− 不含有偶圈且G H Q= = 。接下来将证明G 含有偶圈或重

边。采用反证法，假设G 既不含偶圈也不含重边。首先，我们将推导出两个以下事实：(1) G 中的奇圈均

无弦。否则的话，设C 为G 中的一个奇圈且C 含有弦 e。则 e将C 划分成两个圈，其中必是一个奇圈和

一个偶圈，与反证法假设“G 不含偶圈”矛盾。事实 1 得证。(2) ( ) 3Gδ ≥ ，即G 的最小度至少为 3。否

则的话，设G 含有顶点 iu 使得 ( ) 2iGd u ≤ 。因此， ( ) 2G iC∂ ≤ 。另一方面，因为G 是无桥三正则图而 iC
为G 中的奇圈，则 ( ) 3G iC∂ ≥ ，矛盾。事实 2 得证。 

由反证法假设G 不含重边，则G 为简单图。由事实 2 可知，G 不是一棵树，即G 含有圈。由反证法

假设， G 中的圈均为奇圈。对于 G 中的任意奇圈 [ ]1 2 2 1kC w w w +=  ，由事实 1 和 2 可知：对于任意

{ }1,2, , 2 1i k∈ + ，顶点 iw 含有不在C 上的一个邻点，记作 iw′。接下来推导以下事实：(3) 对于任意 
1 2 1i j k≤ < ≤ + ， iw′和 jw′ 位于G C− 的不同连通分支上，即 ( )G C∂ 里的每条边都是G 的一座桥。否则的

话，G C− 存在一条路 P 连接 iw 和 jw 。则C 上位于 iw 和 jw 之间的那两条路中，必有一条和 

i i j jP w w w w′ ′+ + 组成一个偶圈，与反证法假设“G 不含偶圈”矛盾，事实 3 得证。 
由事实 3，G 含有桥。令 e为G 的一座桥使得G e− 中较小连通分支(记作G′ )的阶数取到极小。由事

实 2， ( ) 2Gδ ′ ≥ 。故G′不是一颗树，即G′含有圈，记作C′。因为反证法假设“G 不含偶圈”，故G′为

奇圈。由事实 3， ( )G C′ ′∂ 里的每条边都是G′的一座桥。因此，存在唯一的一条边 ( )Ge C′′ ′∈∂ 使得 'C 和

e处于G e′− 的不同连通分支里。任选一条边 ( ) { }\Gh C e′ ′∈∂ 。显然，h e≠ 。而 h 的存在与 e具有的极小

性矛盾，结论“G 含有偶圈或重边”证明完毕。 
因为G 含有偶圈或重边(两条重边视为长为 2 的圈)，记作C 。任取C 上的一条边 rh′，不妨记 

( ),r r sh E C C′ ∈ 。我们可以选取G 的一颗生成树T ，使得T 包含路 rC h′− 。选取T 的根节点为 ru 。记 rh′在

rC 上的端点为 v。显然， v在 rC 上关联两条边，任取其中一条记作 rh 。将 rh 染颜色 6，将 r rC h− 依路的

顺序用颜色 4 和 5 交替进行染色。情况 1 讨论结束。 
情况 2：假设 ( ) ( )V G V Q≠ 。任意选取Q 的一颗生成树T 。此时，注意到Q 含有顶点(记作 v )使得 v
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相邻于G M− 中某个偶圈上的顶点(记作 v′ )。不妨记Q 中包含 v的那个奇圈为 rC ，记 rh vv′ ′= 。选取T 的

根节点为 ru 。显然， v在 rC 上关联两条边，任取其中一条记作 rh 。将 rh 染颜色 6，将 r rC h− 依路的顺序

用颜色 4 和 5 交替进行染色。情况 2 讨论结束。 
还需要对树T 的所有非根结点的顶点 ku 所对应的Q 中的奇圈 kC 进行染色。记 ( ),T r kd u u 为 ku 和根结

点 ru 在T 上距离，记 su 为 ku 在T 中的父节点，记 kh′为T 中连接 su 和 ku 的那条边。任取 kh′在圈 kC 上的一

条邻边，记作 kh 。对 kC 进行如下边染色：若 ( ),T r kd u u 为奇数，则将 kh 染颜色 6，将 k kC h− 依路的顺序

用颜色 2 和 3 交替进行染色；否则，将 kh 染颜色 6，将 k kC h− 依路的顺序用颜色 4 和 5 交替进行染色。 
此时，得到图G 的一个正常 6-边染色，记作φ 。接下来将说明在染色φ 下，G 有至多 ( )4 Gω 条非规

范边，从而完成定理的证明。 
首先，G M− 中所有偶圈 D 上的边均为规范边。因 D 上的边是颜色 2 和 3 交替染好，而 ( )D∂ 上的

边均染颜色 1，故 D 上所有的边均为规范边，并且均是穷的规范边。 
其次，G M− 中任意奇圈 kC 含有至多 3 条非规范边。注意到边 kh 染颜色 6。记 1kf 和 2kf 为 kh 在 kC

上的那两条邻边。因为 ( )kC∂ 中的边均染颜色 1，而 k kC h− 上的所有边要么交替染颜色 2 和 3，要么交替

染颜色 4 和 5，所以 1 2k k k kC h f f− − − 上的边均是穷的规范边。而 1 2, ,k k kh f f 可能为非规范边。故每个 kC
含有至多 3 条非规范边。 

因此，G M− 含有至多 ( )3 Gω 条非规范边。 
最后，讨论 M 中边的规范性。对于G M− 中任意奇圈 kC ， kh′为 kh 在 M 中的一条邻边，记 kg 为 kh

在 M 中剩余的那条邻边。我们称所有 kh′为好边，称所有 kg 为坏边。注意好边和坏边均为 M 中的边，称

M 中好边和坏边以外的所有边为普通边。 
普通边均为规范边。对于任意普通边 e，无论 e关联的是奇圈还是偶圈，e在其任意端点处的邻边颜

色要么为 2、3，要么为 4、5。故 e是一条规范边，且穷的或者富的均有可能。 
好边 kh′均是规范边。分以下两种情况进行讨论：(1) 假设 ku  (即 kC 对应于Q 中的顶点)是根结点。那

么对于前述情况 1， kh′关联的是G M− 中的两个奇圈，且这两个奇圈所对应的Q 中顶点在T 上距离为奇

数。因此， kh′在其中一个端点处的两条邻边染的颜色是 2 和 3，而在另一个端点处的邻边染的颜色是 4
和 5。因为 kh′本身染的颜色是 1，故 kh′是富的规范边。对于前述情况 2， kh′关联G M− 中的一个偶圈和

奇圈 kC 。因此， kh′在其中一个端点处的两条邻边染颜色 2 和 3，而在另一个端点处的邻边染颜色 4、6 或

者 5、6。因为 kh′本身染颜色 1，故 kh′是富的规范边。(2) 若 ku 不是根结点，则 kh′关联G M− 中的两个奇

圈，不妨仍设为奇圈 sC 和 kC ，即设 k skh e′ = 。注意到 sC 和 kC 在T 上的距离为 1，故它们其中一个是用颜

色 2 和 3 交替进行染色，而另一个是用颜色 4 和 5 交替进行染色。因此， kh′的四条邻边的颜色均取自

{ }2,3,4,5,6 ，且互不相同。而 kh′本身染颜色 1，故 kh′是富的规范边。 
坏边可能为非规范边，而 M 含有至多 ( )Gω 条坏边。这是因为对于G M− 中的每个奇圈C ， ( )C∂ 含

有恰好一条坏边(不同奇圈可能对应同一条坏边)。 
因此， M 含有至多 ( )Gω 条非规范边。 
综上所述，在染色φ 下，G 含有至多 ( )4 Gω 条非规范边，定理证明完毕。                        ■ 

3. 总结与展望 

本文考虑无桥三正则图的规范 6 边着色猜想，研究正常 6-边着色下非规范边数的上界，从而逐渐逼

近猜想的解决。图的奇度 ( )Gω 是研究三正则图完美匹配理论的重要参数。本文给出了仅由 ( )Gω 表示的

非规范边数的统一上界 ( )4 Gω ，该上界与图的规模无关。规范 6 边着色猜想断言存在正常 6-边着色使得

非规范边数为 0。因此，后续研究可以考虑逐步改进本文所得到的上界值。另一方面，著名的 Petersen 着
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色猜想断言存在正常 5-边着色使得非规范边数为 0。因此，后续研究还可以考虑为正常 5-边着色下的非

规范边数证明此上界。 
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