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摘  要 

放疗与免疫治疗联合应用在肿瘤控制中表现出协同效应，而放疗时机是决定疗效的关键因素。本文基于

放疗与免疫治疗协同作用的肿瘤动力学模型，构建以肿瘤总体积最小化和生存时间最大化为目标的两个

最优控制模型，定量分析了首次放疗时间与分次放疗间隔对治疗效果的影响。数值结果表明，尽早启动

首次放疗并最大限度缩短分割间隔可显著提升联合治疗的整体疗效；此外，敏感性分析结果表明，首次

放疗时间对肿瘤控制的影响显著高于分割时间间隔。 
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Abstract 
The combined application of radiotherapy and immunotherapy shows a synergistic effect in tumor 
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control, and the timing of radiotherapy is a key factor determining the therapeutic efficacy. Based 
on the tumor dynamics model of the synergistic effect of radiotherapy and immunotherapy, this paper 
constructs two optimal control models with the goals of minimizing the total tumor volume and 
maximizing the survival time. We quantitatively analyze the influence of the start time of the first 
fraction and the interval between fractions on the treatment effect. The numerical results show that 
initiating the first fraction as early as possible and minimizing the interfraction interval can signif-
icantly improve the overall efficacy of the combined treatment. Moreover, the sensitivity analysis 
results indicate that the impact of the start time of the first fraction on tumor control is significantly 
higher than that of the interfraction interval. 
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1. 引言 

癌症严重威胁人类健康，是全球主要致死病因之一，不仅造成了沉重的社会医疗负担，还给无数家

庭带来巨大的经济压力。据统计，截止至 2023 年，全球癌症新发病例约 1850 万例，死亡人数约 1040 万

[1]。传统的癌症治疗手段包括手术治疗、放疗与化疗等。其中，放疗主要通过破坏肿瘤细胞的 DNA 结构

[2]，使得肿瘤死亡，但同时也会破坏正常的组织细胞。因此，放疗存在一定的局限性，为了进一步优化

疗效，临床上尝试探索新的治疗方法，发现免疫治疗具有良好的治疗效果[3] [4]。目前主要的免疫治疗方

法是使用免疫检查点抑制剂，以解除肿瘤微环境对免疫细胞的抑制作用，从而激活 T 细胞的杀伤作用。

但是，在实际临床应用中，免疫治疗仍面临免疫应答率低、耐药性高等问题[5]。 
放疗与免疫治疗均存在各自的局限性，因此，为了获得更好的临床治疗效果，多种肿瘤治疗手段的

联合应用成为当下临床研究的重点方向[6] [7]。其中，放疗与免疫治疗联合可增强抗肿瘤的效果，发挥显

著的协同作用。研究发现，放疗具有免疫调节作用[8]。于金明等人对放疗与免疫治疗联合应用的相关机

制进行了系统性综述[9]，指出放疗可促进免疫应答，主要通过释放肿瘤相关抗原，激活相应的免疫细胞，

最终促进 T 细胞的浸润与活化。但是，放疗也会使得免疫抑制因子上调与免疫抑制性细胞增加[10]，故放

疗对免疫的作用具有两面性。Lynch 等人发现，将放疗与免疫治疗联合应用，能够整体提升抗肿瘤效果，

从而使放疗对免疫的正向调节作用最大化[11]。 
为了更好地发挥放疗与免疫治疗联用的效果，提升放疗对免疫的增强作用，同时降低免疫抑制作用，

需探索两者联用时的最佳放疗剂量、时序安排等。对此，Moore 等人提出了一种放射治疗方法 PULSAR 
(个性化超分割立体定向适应性放疗)，即让患者每隔几周接受大剂量或脉冲辐射，其研究发现，一定时间

的放疗间隔有助于提高放疗与免疫治疗间的协同效应[12]，说明分次放疗的时间间隔的差异会导致放疗

与免疫联合治疗的疗效差异。为了探索合适的放疗间隔时间，Rouf 等人建立微分方程数学模型，引入激

活函数刻画放疗与免疫的协同效应。在该工作中，作者基于模型分析得到，当分次放疗时间间隔为 9 天

时，可使得放疗对免疫增强的最大化[13]。然而，临床上更关注的是放疗与免疫治疗结合的整体疗效，而

不仅仅是放疗诱导的免疫疗效增幅。因此，本文通过分析放疗的最优时间间隔与最佳首次放疗时间点，

探究二者联合作用的整体疗效最大化问题。 
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2. 数学模型 

2.1. 实验过程 

本文考虑的治疗过程以及动力学模型主要基于 Rouf 等人的工作，下面对该治疗过程进行简要介绍。

在进行治疗之前，Rouf 等人首先将 Lewis 肺癌细胞系皮下注射到小鼠右腿进行培养，当肿瘤体积达到 150 
mm3~200 mm3 时，将小鼠分配到不同的治疗组，包括仅使用免疫药组(简记为仅α -PDL1 组)、D1 组、D1 
+ α -PDL1 组、D10 以及 D10 + α -PDL1 组以及对照组，其中 D1、D10 分别表示仅进行放疗且两次放

疗间隔时间为 1 天、10 天，单次放疗剂量为 10 Gy，α -PDL1 组在第 12 天开始免疫治疗[13]。具体治疗

过程参考图 1。 
 

 
Figure 1. The experimental process of the combined application of radiotherapy 
and immunotherapy 
图 1. 放疗与免疫治疗联合应用的实验过程 

2.2. 模型假设 

在建立动力学模型之前，作如下假设： 
(1) 放疗可触发效应 T 细胞的浸润与激活，并且这一过程具有时滞，需要在放疗后几天才可完成； 
(2) 肿瘤细胞呈指数增长，其死亡只能通过放疗或者由效应 T 细胞的杀伤作用完成； 
(3) 若无免疫治疗，则免疫杀伤效应忽略不计。 

2.3. 动力学模型 

Rouf 等人所建立的动力学模型包括肿瘤细胞 ( )C t 、死亡肿瘤细胞 ( )D t 、新浸润的 T 细胞 ( )N t 和重

编程 T 细胞 ( )I t 之间的相互作用。其中，新浸润的 T 细胞代表的是由放疗诱导的浸润到肿瘤微环境且尚

未成熟的 T 细胞，对辐射敏感；重编程 T 细胞指的是放疗后由新浸润的 T 细胞分化成熟或原本驻留在肿

瘤微环境中的 T 细胞，对辐射耐受[12]。这四类细胞的关系见图 2：放疗造成肿瘤细胞死亡，诱导 T 细胞

浸润，同时新浸润 T 细胞受肿瘤微环境影响，一部分转化为重编程 T 细胞；无论是新浸润 T 细胞，还是

重编程 T 细胞均会杀伤肿瘤细胞，且肿瘤微环境对这两类细胞均有一定的抑制作用。 
 

 
Figure 2. The interaction of cells in radiotherapy and immunotherapy 
图 2. 放疗与免疫治疗中细胞的相互作用 
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不同治疗方案下肿瘤细胞 ( )C t 、死亡肿瘤细胞 ( )D t 、新浸润的 T 细胞 ( )N t 和重编程 T 细胞 ( )I t 的

动力学模型如下[13]。 
(1) 若放疗与免疫结合，且两次放疗时刻分别为 1

rt ， 2
rt ，在 i

rt t≠ 且 immut t≥ 时，其中 immut 为免疫治疗

开始时间，肿瘤细胞与免疫细胞满足如下动力学方程： 

   


 

1 2

T T

d ,
d
C C f CN f CI
t

µ= − −
肿瘤生长 新浸润 细胞杀伤 重编程 细胞杀伤

                          (1) 

   
1 2

d ,
d
D f CN f CI cD
t
= + −



死亡肿瘤细胞清除
被免疫细胞杀伤的肿瘤细胞

                           (2) 

   






( )1
T

T

d ,
d

i
r

I

N N N g N F t t
t

γ λ ρ= − − + −
转化为细胞自然浸润 自然耗竭

辐射诱导招募的 细胞

                       (3) 

   




( )( )2
d ,
d

i
r

N

I N g I F t t
t

λ τ φ= − + − −
从 转化 自然耗竭
辐射诱导的免疫增强效应

                           (4) 

其中，µ 为肿瘤自然生长率； 1f ， 2f 为 T 细胞对肿瘤细胞的比杀伤速率；c为死亡肿瘤细胞的清除速率；

γ 为新浸润 T 细胞的流入速率； λ 为单位新浸润 T 细胞转化为重编程 T 细胞的速率； 1g ， 2g 为 T 细胞

的自然耗竭速率； ρ ，φ 为辐射诱导的招募/激活参数；τ 为延迟时间窗口(一般为 5~9 h)；放射诱导的免

疫激活函数 

( ) ( )tanh , 0.F t t t= ≥  

在放疗时刻 i
rt t= ，单次放疗产生的脉冲杀伤效应满足如下方程(细胞的存活分数通过 LQ 模型[14]计

算)： 

   ( ) ( )2, ,e ,i d d i
r rC t C tα β+ − − −= ⋅                                 (5) 

   ( ) ( ) ( ) ( )2, , ,1 e ,i d d i i
r r rD t C t D tα β+ − − − −= − ⋅ +                           (6) 

   ( ) ( )2, ,e ,i d d i
r rN t N tα β+ − − −= ⋅                                 (7) 

   ( ) ( ), , ,i i
r rI t I t+ −=                                     (8) 

其中，α 与 β 为 LQ 模型中的参数，分别表示射线造成的细胞线性损伤项和二次损伤项的系数。 
(2) 对于仅α -PD-L1 组，肿瘤细胞 ( )C t 以及死亡肿瘤细胞 ( )D t 依然满足方程(1)和(2)。由于没有放

疗所诱导的免疫激活作用，所以方程(3)和(4)中的 ( )i
rF t t− ， ( )( )i

rF t t τ− − 不起作用。此时， ( )N t 和 ( )I t
的动力学方程修正为： 

   






1
T

d ,
d I

N N N g N
t

γ λ= − −
转化为细胞自然浸润 自然耗竭

                             (9) 

   




2
d ,
d N

I N g I
t

λ= −
从 转化 自然耗竭

                                 (10) 

(3) 对于对照组，由于不考虑免疫细胞的杀伤效应，则肿瘤细胞和死亡的肿瘤细胞满足如下动力学方

程： 

   


d ,
d
C C
t

µ=
肿瘤生长

                                    (11) 
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

d .
d
D cD
t
= −

死亡细胞清除

                                   (12) 

为了方便表述，令 ( ) ( )T, , ,t C D N I=x ，并将方程(1)~(4)和(5)~(8)简记为 

( )

( )
( )
( )
( )

( )

1

2

3

4

d
d

,d
,d , ,
,d

d ,
d
d

C
t

f tD
f ttt f t
f tN

t f t
I
t

 
 
         = =           
  
 




x
x

x x
x
x

 

( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )

2

2

2

, ,

, ,

, ,

, ,

e 0 0 0

1 e 1 0 0 ,
0 0 e 0
0 0 0 1

i i
d dr r

i i
d dr r

i ii id d
r r

i i
r r

C t C t

D t D t
t t

N t N t

I t I t

α β

α β

α β

+ −
− −

+ −
− −

+ −

+ −− −

+ −

            −   = =                     

x S x  

其中 ( )1 ,f tx ， ( )2 ,f tx ， ( )3 ,f tx ， ( )4 ,f tx 分别为方程(1)~(4)的右端函数。 
对于对照组，则令 ( ) ( )T,t C D=x ，并将方(11)~(12)简记为 

( ) ( )

d
0d .

d 0
d

C
C Ctt P t

D cD c D
t

µ µ
 
      
 = = =    − −       
 



 
x x  

3. 最优控制模型 

在上述实验过程中，免疫治疗开始时间固定为第 12 天，每次放疗剂量固定为 10 Gy，本文将首次放

疗时间与分次放疗时间间隔作为优化的决策变量，分别记为 start 和 st 。下面将针对两种不同的目标函数建

立相应的最优控制问题： 
(1) 肿瘤总体积最小化 
肿瘤总体积最小化问题，即在给定时间 maxt 内，通过选取合适的决策变量 start 和 st ，使得 maxt 时刻的肿

瘤总体积 ( )maxV t 最小化，其中 ( ) ( ) ( )max max maxV t C t D t= + 。具体描述如下： 

( ) ( )1 max,
MOCP min

star st t
V t  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) 

( )

max

, ,

0

0 max

0

 

, 0
, ,

,s.t.

0

  

,

    

,

,
.

immu
i
r immu

i i i
r r r

immu immu

star

s s q

t P t t t
t f t t t t t t

t t t t

t

t t t
t t t

+ −

 = ≤ ≤


= ≠ ≤ ≤
 = =


=
 =

≤ ≤

≤ ≤



 





且

x x
x x

x S x

x x
x x

 

其中， ( ) ( )T
0 0 0,t T D=x ， ( )( )TT

0 0, ,immu immut N I= x x 为状态变量的初值， 0t ， maxt 分别为首次放疗时间 start
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的上下界， 0st ， qt 分别为分次放疗时间间隔 st 的上下界。 
问题( 1MOCP )为固定终端时刻的 Mayer 型最优控制模型。 
(2) 生存时间最大化 
假设肿瘤体积达到某一临界值 maxV 时，会导致小鼠的死亡。那么，生存时间最大化问题描述为：选取

合适的决策变量 start 与 st ，使得 ( )stopV t 首次达到阈值 maxV 的时间 stopt 最大化，其中 

( ) ( ) ( )stop stop stopV t C t D t= + 。具体描述如下： 

( )2 ,
MOCP max

star s
stopt t

t  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) 

( )
( )

, ,

0

max

0 max

0

 

, 0
, ,

,s

  

.t.

0 ,
,

,

,
.

    

immu
i
r immu stop

i i i
r r r

immu immu

stop

star

s s q

t P t t t
t f t t t t t t

t t t t

t

V t V

t t t
t t t

+ −

 = ≤ ≤


= ≠ ≤ ≤
 = =


=
 =

=

≤ ≤

≤ ≤



 





且

x x
x x

x S x

x x
x x

 

问题( 2MOCP )为具有终端约束的时间最优控制问题。 

4. 数值结果与讨论 

4.1. 数值结果 

本文采用模拟退火算法[15]-[17]，对决策变量 start 、 st 进行优化。其中，根据文献[13]，动力学模型的

参数值见表 1，并取 0 15t = ， 0 1st = ， 30qt = ， max 40t = ， 3
max 5000 mmV = 。 

 
Table 1. System resulting data of standard experiment 
表 1. 模型参数拟合取值 

参数符号 拟合数值 单位 
µ  0.23 mm3∙day−1 

α  0.0229 Gy−1 

β  0.0114 Gy−2 

2f  0.0107 C−1∙day−1 

1f  0.0110 C−1∙day−1 
γ  0.0097 C∙day−1  
c  0.0087 mm3∙day−1 
ρ  1.05 C 

λ  0.0107 C∙day−1 

φ  1.02 C 

1g  0.5613 C∙day−1 

2g  0.1000 C∙day−1  

τ  5 days 

注：C:103 细胞数。 
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问题(MOCP1)的具体优化结果见表 2 与图 3。由表 2 与图 3 可以看到，最优的联合治疗策略为：当免

疫治疗开始时间为第 12 天时，则在第 15 天进行第一次放疗( 15start = )，并间隔一天进行第二次放疗

( 1st = )，这种方案在第 40 天的肿瘤总体积最小，为 1232.3 mm3。 
问题(MOCP2)的优化结果见表 3 与图 3。同样地，由表 3 与图 3 可以看出，当免疫治疗开始时间为第

12 天时，则在第 15 天进行第一次放疗( 15start = )，分次放疗时间间隔为 1 天( 1st = )时，小鼠的生存时间

最长，达到 52.13 天。图 3 为两种最优控制问题得到的治疗策略下第 0~40 天的肿瘤总体积模拟曲线。 
从两种最优控制模型的优化结果来看，当免疫治疗开始的时间为第 12 天时，无论是给定时间 maxt ，

寻求肿瘤总体积最小化的最优控制问题，还是给定肿瘤最终的总体积 maxV 的情况下，寻求生存时间最大

化的最优控制问题，所得到的优化结果均为 15start = 和 1st = 。 
 
Table 2. The optimization result of the problem (MOCP1) 
表 2. 问题(MOCP1)的优化结果 

目标函数 start  (天) st  (天) 最终肿瘤总体积(mm3) 

( )max,
min
star st t

V t  15 1 1232.3 
 
Table 3. The optimization result of the problem (MOCP2) 
表 3. 问题(MOCP2)的优化结果 

目标函数 start  (天) st  (天) 生存时间(天) 

,
max

star s
stopt t

t  15 1 52.13 
 

 
Figure 3. The graph of the total tumor volume under the optimal strategy of this article. The vertical 
lines represent the moment of single radiotherapy, the vertical dotted lines represent the start time 
of immunotherapy, the vertical dashed lines represent maxt , and the horizontal dashed lines represent 

maxV  
图 3. 本文最优策略下肿瘤总体积曲线图。竖点线表示单次放疗时刻，竖点划线表示免疫治

疗开始时刻，竖虚线表示 maxt ，水平虚线表示 maxV  
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在 Rouf 等人的研究中，认为分次放疗时间间隔为 9 天能使得放疗对免疫的增幅最大化[13]。为此，

将本文的优化治疗策略和文献[13]的最优策略下肿瘤总体积的变化情况进行比较，并且将单独放疗组(D1
组、D9 组)的情况加入对比，四种治疗方案的肿瘤总体积变化曲线见图 4。图中，实线表示本文的优化治

疗策略，点划线表示 Rouf 等人的治疗策略，虚线表示 D9 组，点线表示 D1 组。可以看出，在 40 天之

内，免疫治疗与放疗联合组的曲线(实线与点划线)最终体积不超过 1600 mm3，单独放疗组的曲线(虚线与

点线)最终体积接近 3500 mm3，说明放疗与免疫治疗的联合能有效控制肿瘤增长。此外，不论是否联合免

疫治疗，分次放疗时间间隔为 1 天的肿瘤总体积始终低于间隔 9 天的策略，说明短时间间隔的放疗能更

好地控制肿瘤增长，表明本文的优化治疗策略对肿瘤体积的控制更有效。 
 

 
Figure 4. Comparison of the overall tumor volume curves for the four treatment regimens. The vertical 
lines represent the moment of single radiotherapy, and the vertical dashed lines represent the start time 
of immunotherapy 
图 4. 四种治疗方案的肿瘤总体积曲线对比。竖点线表示单次放疗时刻，竖虚线表示免疫治疗开

始时刻 

4.2. 灵敏度分析 

4.2.1. 单变量灵敏度分析 
为了分析两个决策变量的敏感性，本文采用蒙特卡洛随机采样方法，在取值范围内分别对决策变量

start 与 st 随机采样，生成均匀分布的随机点，并对每一个点计算目标函数值。 
图 5 是在不同采样点下第 40 天的肿瘤总体积的变化，每一个点表示不同的治疗方案下第 40 天的肿

瘤总体积。从首次放疗时间 start 来看，当 20start ≤ 时，图中点的颜色均为深蓝色，此时在到达第 40 天的

肿瘤总体积小于 5000 mm3，说明越早进行放疗，治疗的效果越好；当 30start ≥ 时，图中点的颜色逐渐由

绿色过渡为红色，对应的最终体积超过 15,000 mm3，说明疗效不断下降；当 35start ≥ 天时，无论 st 如何选

取，图中点的颜色均为红色，说明 start 是治疗方案中的决定性因素。从分次放疗时间间隔 st 来看，当 st 较

短时，图中点的颜色整体偏蓝，说明短时间间隔的脉冲放疗治疗效果较好；当 st 较长时，图中点的颜色偏
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红，说明间隔时间较长时肿瘤无法得到控制。总体而言，图 5 中左下角是深蓝色的聚集区，说明选取较

早的首次放疗时间与较短的 st 具有更好的疗效。 
 

 

Figure 5. The total tumor volume on the 40th day at different sampling points of ( start , st ). Each colored 
point represents a group of randomly sampled treatment plans. The bluer the color, the smaller the total 
tumor volume on the 40th day for the parameter value represented by that color; the redder the color, the 
larger the total tumor volume 
图 5. ( start , st )的不同采样点下第 40 天的肿瘤总体积。每一个彩色点代表一组被随机采样的治疗

方案，颜色越蓝说明该参数取值下的第 40 天的肿瘤总体积越小，颜色越红说明肿瘤总体积越大 
 

 

Figure 6. The changes in survival time at different sampling points of ( start , st ). Each colored point 
represents a group of randomly sampled treatment plans. The redder the color, the longer the time it takes 
to reach the threshold, indicating better efficacy; the bluer the color, the shorter the time it takes to reach 
the threshold, indicating poorer efficacy 
图 6. ( start , st )的不同采样点下生存时间的变化。每一个彩色点代表一组被随机采样的治疗方案，

当颜色越红，表示达到阈值的时间越长，疗效越好；当颜色越蓝，说明达到阈值的时间越短，疗

效越差 
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图 6 表示的是不同采样点下生存时间的变化。从首次放疗时间 start 来看，当 20start ≤ 时，图中点的颜

色整体偏红，对应的生存时间在 48 天左右，表示肿瘤增长较缓慢；当 30start ≥ 时，图中点的颜色均为深

蓝色，对应的生存时间在 30 天以下，表明肿瘤没有得到有效的控制。从分次放疗时间间隔 st 来看，当 st
较短时，图中点的颜色整体偏红，代表短时间间隔的放疗可使肿瘤得到较好的控制；当 st 较长时，图中点

的颜色逐渐从红色过渡到绿色，代表长时间间隔的放疗疗效在下降。总体而言，当 30start ≥ 时，无论 st 选

取何值，均无可观的疗效。此外，图 6 左下角是红色的聚集区，说明尽早开始首次放疗，同时缩短分次

放疗时间间隔，对于肿瘤的治疗具有较好的疗效。 
从图 5 与图 6 可以看出，当 start 变化时，两张图的颜色都发生剧烈变化，说明疗效变化明显。但是，

仅观察 st 的变化，散点颜色整体相近，并且当 start 启动过晚，无论如何调整 st ，所得到的结果均不太理想，

表示 start 对治疗疗效的影响显著高于 st 。 

4.2.2. 全局灵敏度分析 
本文采用偏秩相关系数方法(PRCC)，在取值范围内分别对决策变量 start 与 st 进行全局敏感性分析。问

题(MOCP1)中 start 与 st 的全局敏感性分析结果见表 4。由表 4 可以看出，两个决策变量的 PRCC 分别为

0.9777 与 0.7628，且显著检验值 p 趋于零，均表现为显著正向相关性，即当 start 与 st 逐渐增长时，最终肿

瘤总体积显著增大，这与问题(MOCP1)的优化结果相符。可以看出， start 的 PRCC 系数大于 st 的，说明 start
的敏感度高于 st ，是影响疗效的决定性因素。PRCC 收敛性的检验结果图 7，当样本量 50≥ 时，start 的 PRCC
稳定在 0.97 到 0.98 之间；当样本量 200≥ 时， st 的 PRCC 稳定在 0.77 左右。本文采用 1000 组样本开展

分析，两个决策变量收敛所需的样本量小于 1000，说明 PRCC 值无抽样误差。 
问题(MOCP2)中 start 与 st 的全局敏感性分析结果见表 5。由表 5 可以看出，两个决策变量的 PRCC 分

别为−0.7992 与−0.1203，且显著检验值 16p 10−< ，均表现为显著负向相关性，即当 start 与 st 逐渐增长时，

生存时间越短，这与问题(MOCP2)的优化结果相符。同样地，可明显看出 start 的 PRCC 系数小于 st 的， start
与生存时间呈强负相关性，说明 start 的敏感度远高于 st 。PRCC 收敛性的检验结果如图 8，当样本量 50≥

时， start 的 PRCC 稳定在−0.80，波动小；当样本量 500≥ 时， st 的 PRCC 逐步收敛至−0.11~−0.13 之间。

此问题中采用 100,000 组样本开展分析，两个决策变量收敛所需的样本量均远小于 100,000，说明 PRCC
值无抽样误差。 
 
Table 4. The global sensitivity analysis results of the problem (MOCP1) 
表 4. 问题(MOCP1)的全局敏感性分析结果 

决策变量 PRCC p 显著性 

start  0.9777 0.0000e+00 *** 

st  0.7628 0.0000e+00 *** 

注：显著性标记：*** p 0.001< 。 
 
Table 5. The global sensitivity analysis results of the problem (MOCP2) 
表 5. 问题(MOCP2)的全局敏感性分析结果 

决策变量 PRCC p 显著性 

start  −0.7992 0.0000e+00 *** 

st  −0.1203 0.0000e+00 *** 

注：显著性标记：*** p 0.001< 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.157322


冯焕敏，陈子帆 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.157322 289 应用数学进展 
 

通过表 4 与表 5 均可以得到 start 的敏感性大于 st ，表示 start 是影响疗效的核心因素，这与图 5 和图 6 的

结果相符，即尽早启动放疗与缩短分次放疗时间间隔时，放疗与免疫治疗联合效果最好。同时，表 4 与表

5 中 start 与 st 的 p 值均趋于 0，说明 start 与 st 对肿瘤总体积的影响并非抽样随机噪声，具备统计学可信度。 
 

 
Figure 7. Convergence analysis of PRCC for the problem (MOCP1) 
图 7. 问题(MOCP1)的 PRCC 收敛性分析 

 

 
Figure 8. Convergence analysis of PRCC for the problem (MOCP2) 
图 8. 问题(MOCP2)的 PRCC 收敛性分析 

5. 结论 

本文构建了两种最优控制模型，对 start 和 st 进行优化。最终两种最优控制模型得到相同的结论：当放

疗与免疫治疗联合应用时，尽早开始首次放射治疗且尽可能缩短分次放疗时间间隔，肿瘤总体积控制的

效果最好。此外，首次放疗时间对于肿瘤控制的影响远高于分次放疗时间间隔的影响，说明早发现，早

诊断，早治疗的重要性。 
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