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摘  要 

交错纽结着色Jones多项式具有系数渐进稳定性的特性，其零阶稳定性对应着色Jones多项式的尾部。现

有研究表明，纽结着色Jones多项式的尾部能够自然对应Rogers-Ramanujan恒等式、伪theta函数等经典

组合恒等式。本文以73纽结及其镜像为例，通过Temperley-Lieb代数中的气泡展开公式(bubble expan-
sion formula)直接计算出着色Jones多项式的尾部，进而利用数论技巧证明该结果与Garoufalidis等人的

猜想表达式一致。 
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Abstract 
The colored Jones polynomial of an alternating knot exhibits the property of coefficient asymptotic 
stability, where zero-order stability corresponds to the tail of the colored Jones polynomial. Existing 
research indicates that the tail of the colored Jones polynomial for knots naturally corresponds to 
classical number theoretic identities such as the Rogers-Ramanujan identities and false theta func-
tions. This paper takes 73 knots and it mirror image as examples, directly computes the tail of the 
colored Jones polynomial using the bubble expansion formula from the Temperley-Lieb algebra, and 
then employs number-theoretic techniques to prove that this result is consistent with the conjectured 
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1. 引言 

着色 Jones 多项式是一种链环不变量，对于纽结来说，其生成一列单变量整系数洛朗多项式。Dasbach
和林晓松[1]最早观察到对交错链环 K ，当 n 足够大时，着色 Jones 多项式的前三项系数和后三项系数在

相差一个公共符号的意义下与 n 无关；并提出猜想：对任意交错链环 K 和任意 n ，着色 Jones 多项式 ,n KJ
的前 n 项系数会趋于稳定，并由此引出了“头”和“尾”的概念。2011 年，Armond [2]完成了[1]猜想中

关于所有恰当链环的证明，并利用链环图，提出计算各类纽结与链环头部和尾部的算法，同时与 Dasbach 
[3]系统研究了交错链环着色 Jones 多项式的“头”和“尾”，证明它们仅依赖于纽结图的约化棋盘图，

并可推导出丰富的组合恒等式。 
同年，Garoufalidis 和 Lê [4]也用不同的方法独立证明[1]中关于交错链环的猜想，且得到交错纽结存

在更高阶稳定性的结果。除此之外，Garoufalidis 和 Lê 还提出猜想：对于每个交叉数为 8 以下的交错纽

结，其着色 Jones多项式的尾部 ( )K qΦ 都对应一项q-级数恒等式，为其数论意义提供新的视角。Garoufalidis
与 Vuong [5]系统研究交错链环着色 Jones 多项式对应的 q-级数，提出了处理由交错链环的约化 Tait 图导

出的级数的高效算法。Keihthy 与 Osburn [6]着重强调了 q-级数技术在证明纽结理论中出现的恒等式的作

用，证明了[4]中关于交错纽结的 Rogers-Ramanujan 恒等式猜想，直接建立了拓扑与经典数论恒等式的桥

梁。 
Hajij [7]将着色 Jones 多项式尾的概念推广到量子自旋网络的尾，利用局部 Skein 关系计算三价图的

尾，并由此导出两变量 Ramanujan theta 函数的 Andrews-Gordon 恒等式及伪 theta 函数的对应恒等式。并

与 Elhamdadi [8]将理论推广到奇异纽结，给出了计算奇异纽结着色 Jones 多项式的算法，并利用其尾的

稳定性性质证明了新的伪 theta 函数恒等式。除此之外，Hajij [9]关注 Temperley-Lieb 代数中一种形似气

泡的元素，建立气泡展开公式(bubble expansion formula)，借助该公式简化着色 Jones 多项式头尾的计算。 
在上述研究背景下，本文运用与[4]和[6]不同的算法，选取典型交错纽结 37 及其镜像，通过气泡展开

公式(bubble expansion formula)直接计算其着色 Jones 多项式的尾部，得到具体的多项式后，从数论角度

出发，利用相关恒等式验证 Garoufalidis 和 Lê [4]猜想中的一项结果。 

2. 预备知识 

2.1. Temperley-Lieb 代数 

定义 2.1 [10]：Temperley-Lieb 代数 nT 是 1,A A−  
 上的自由加法代数( 1,A A−  

 表示 Laurent 多项式 

环的分式域，即
1 1, , , , 0PA A P Q A A Q

Q
− −    = ∈ ≠     

  )，由基本缠结 1 2 1, , , n nU U U T− ∈ 构成，其中 nT  

代表 n 股缠结构成的 Temperley-Lieb 代数，即每个 iU 是含 n 根输入线、 n 根输出线的缠结。在 iU 中：当
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, 1k i i≠ + 时，第 k 根输入线连接第 k 根输出线；第 i 根输入线连接第 1i + 根输入线；第 i 根输出线连接第

1i + 根输出线。 
以 4T 为例，见图 1。 

 

 
Figure 1. The elementary tangles of 4T  
图 1. 4T 中的基本缠结 

 
性质 2.2 [9]： nT 的生成元是 1 2 11 , , , ,n n nU U U T− ∈ 的乘积，并满足以下关系： 
(1) 2

i iU dU= ，其中 d 指闭环的值。 
(2) 1i i i iU U U U± = 。 
(3) , 1i j j iU U U U i j= − > 。  
定义 2.3 [2]：Temperley-Lieb 代数中有一个对着色 Jones 多项式至关重要的特殊元素，称为 Jones-

Wenzl 幂等元，记为 ( )nf ，其图示为一个空方框，两侧各延伸出条线，给定图中线旁标注，表示将该链线 

替换成条平行线，即可表示为 ( )nf =  。 

性质 2.4 [2]：Jones-Wenzl 幂等元具有以下性质： 

(1) ， 

其中 ( )
( ) ( )2 1 2 1

2 21
n n

n
n

A A
A A

+ − +

−

−
∆ = −

−
。 

(2) ，           (3) 。 

(4) ，                 (5) 。 

(6)  (幂等性)，     (7) 。 
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引理 2.5 [9]气泡展开公式(bubble expansion formula)：让 , , , 0m n m n′ ′ ≥ ，且 k l≥ ； , 1k l ≥ ，那么有 

， 

其中 ( ) ( )

4

1 1

1 1 1 11 0 02
1

0
1 1

0

l i i

k j n s m s l ii i j s
m n k i jl

ji A
n k t m k t

t

m n l
A

k l i

− − −

− − − − − − − −− = =
+ + − −−

=
+ − − + − −

=

∆ ∆ ∆
   

= − × ∆   
   ∆ ∆

∏ ∏
∏

∏
。 

2.2. 着色 Jones 多项式及其尾部 

定义 2.6 [9]：设 L 是 3S 中框架链环，对 L 的每个分支，用 n 次 Jones-Wenzl 幂等元按框架标记，标记

后的框架链环视作 ( )3S S 中的元素。不计依赖 L 标架的 A± 幂次因子，该元素的值即为未约化着色 Jones
多项式 ( ),n LJ A 。下文始终约定 4A q= 。将未约化的着色 Jones 多项式 ( ),n LJ A 除以其在无结纽结上的值

n∆ ，即为约化的着色 Jones 多项式。因此 

( ) ( )
1
4

,
1,

n L
n L

A qn

J A
J q+

=

=
∆



。 

定义 2.7 [2]：对于两个洛朗级数 ( )1P q 和 ( )2P q ，若将 ( )1P q 乘以 1sq± ， ( )2P q 乘以 2sq± ， 1s 和 2s 为某

个幂次，使得得到的幂级数 ( )1P q′ 和 ( )2P q′ 均具有正的常数项，且二者模 nq 相等，则定义 

( ) ( )1 2nP q P q 。 

上述定义也可表述为： ( ) ( )1 2nP q P q 当且仅当二者的前 n 项系数在不记符号时相等。 
定义 2.8 [2]：若链环 L 的着色 Jones 多项式尾项存在，则其尾项 ( )LT q 对所有 N 满足：

( ) ( ),L N L NT q J q 。类似地， L 的着色 Jones 多项式的首项 ( )LH q 为 ( )1
,N LJ q− 的尾项，也等于 L 的镜像

链环的着色 Jones 多项式。且着色 Jones 多项式的尾部即为[4]中的零阶稳定极限 ( )K qΦ 。 
对于链环图 D 的每个交叉点，都有两种光滑方式：A 平滑和 B 平滑(见图 2)。 

 

 
Figure 2. A and B smoothings 
图 2. A 平滑和 B 平滑 

 
定义 2.9 [2]：图的状态是指对图中的每个交叉点选取一种平滑方式的结果。 
在研究着色 Jones 多项式时，有两种状态尤为重要：全 A 状态 AS 与全 B 状态 BS 。 AS  ( BS )是指对

所有交叉点均选取 A (B)平滑的状态。用虚线表示被平滑的每个交叉点的区域，得到对应的状态图 ( )AS D
或 ( )BS D 。 

基于上述准备，对链环图 D 做如下操作：在 ( )BS D 中的每个圈上作用第 n 阶 Jones-Wenzl 幂等元，
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同时用 2n 次投影算子代替图中的虚线，得到 ( ) ( )n
BS D 。 

引理 2.10 [2]：对恰当链环 L ， ( ) ( )
( ) ( ), 4 1
n

n L BnJ A S D+


 。 
因此，在计算恰当链环 L 的着色 Jones 多项式时，可将其转化为研究 ( ) ( )n

BS D 的问题，即 

( )
( ) ( )

1
4

1,

n
B

n L n
A qn

S D
J q+

=∆
 。 

由 ( ) ( )n
BS D 定义容易看到，bubble 结构作为特殊元素总会出现，本文利用气泡展开公式(bubble expan-

sion formula)大大简化了计算过程。 

2.3. 数论基础：q-级数，Theta 函数与相关恒等式 

本节给出广义 Ramanujan theta 函数与伪 theta 函数的定义，并列举部分关键性质。 
定义 2.11 [7]： 
(1) q-Pochhammer 符号： 

( ) ( )
1

0
; 1

n
j

n
j

a q aq
−

=

= −∏ 。 

(2) q-二项式系数： 

( )
( ) ( )

;
; ;

n

q i n i

q qn
i q q q q

−

 
= 

 
。 

(3) 二元广义 Ramanujan theta 函数： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2

0 1
,

i i i i i i i i

i i
f a b a b a b

+ − − +∞ ∞

= =

= +∑ ∑ ， 

对其进行特殊赋值，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2 21 1
2 2 2

0 1
, 1 1

i i i i
k i i k i ii ik

i i
f q q q q q b

− +∞ ∞+ −

= =

− − = − + −∑ ∑ 。 

(4) 二元广义 Ramanujan false theta 函数： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2

0 1
,

i i i i i i i i

i i
a b a b a b

+ − − +∞ ∞

= =

Ψ = −∑ ∑ 。 

性质 2.12 著名相关恒等式： 
(1) Ramanujan theta 函数的 Andrews-Gordon 恒等式[7]： 

( ) ( )
( )( )

( )

1

1

1 2 1

1

2
1

0 0 0

1

, ,
;

k
j j

j

k
j

i i

k
k

l l l
l

j

qf q q q q
q q

−

=

−

+
∞ ∞ ∞

−∞
= = =

=

∑

− − = ∑ ∑ ∑
∏


， 

其中
1k

j s
s j

i l
−

=

= ∑ ，该恒等式是第二类 Rogers-Ramanujan 恒等式的推广。 

特例为 

( ) ( ) ( )

2

4

0
, ;

;

i i

i i

qf q q q q
q q

+∞

∞
=

− − = ∑ 。 
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(2) 二元广义 Ramanujan theta 函数对应的恒等式[3]： 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2

2

3 2

0

2
0

2
2

0

, 1

;
;

; .
;

k k
k

k

k k

k
k

k

k
k

q q q

qq q
q q

qq q
q q

+∞

=

+∞

∞
=

∞

∞
=

Ψ = −

=

=

∑

∑

∑

。 

(3) 经典 Rogers-Ramanujan 恒等式[6]： 

( ) ( ) ( )
2

1 5 4 5
0

1
; ;

n sn

s s
n n

q
q q q q q

+

+ −
≥

∞ ∞

=∑ ， 

其中 0s = 或 1。 
(4) Jacobi 三重积[6]： 

( ) ( )2 2 2 2 2; ; ;n n

n

qz q zq q q q q
z∞ ∞

∈ ∞

 = − − 
 

∑


。 

下列引理建立了气泡元素与 Ramanujan theta 函数与伪 theta 函数的对应关系。 
引理 2.13 [7]： 

(1) ( )32

0
;

n
n

n
i n ii

n n
q q

n n= +

∆ 
Ψ  ∆ 

∑  。 

(2) ( ) ( ) ( )
2

42

0 00

; ,
;

i in n
n

n nn
i in ii i

n n n i qq q f q q
n n n n q q

+

= =+

∆   
− −    ∆   

∑ ∑  。 

Garoufalidis 与 Lê [4]推测了 21 个纽结的 ( )K qΦ 和 22 个纽结的 ( )K q−Φ 用模形式和伪 theta 函数表示

的求值，指出每一个这样的猜想都是一项 q-级数恒等式，并由此规定了以下记号： 

( ) ( )
( )1
2

bn n
n

b b b
n

h h q n qε
+

−

∈

= = ∑


， 

其中 

( )
( )1 , ,
1, 0,

1, 0.

n

b

b
n b n

b n
ε

 −


= ≥
− <

是奇数

是偶数且

是偶数且

 

( )1 0h q = ， ( )2 1h q = ， ( ) ( )3h q q
∞

= 。 

特别地，本文关注的 37 、 37∗ 纽结对应的猜想为 ( )
37 5q hΦ = ， ( )

3
47

q h∗Φ = 。 

3. 73纽结及其镜像的着色 Jones 多项式的尾部 

3.1. 计算 73纽结着色 Jones 多项式的尾部 

37 纽结的投影图及对应的全 B 平滑状态图 ( )BS D 、 ( ) ( )n
BS D 如图 3。 

由性质 2.4 (6)，Jones-Wenzl 幂等元具有幂等性， ( ) ( )n
BS D 可化简为图 4 的形式。 
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Figure 3. The diagram、 ( )BS D  and ( ) ( )n
BS D  of 37  

图 3. 37 纽结的投影图、 ( )BS D 、 ( ) ( )n
BS D  

 

 

Figure 4. Reduced ( ) ( )n
BS D  of 37  

图 4. 37 化简后的 ( ) ( )n
BS D  

 
下面应用引理 2.5 计算化简后的 ( ) ( )n

BS D ： 

1 1
0

n

i i

n n
n n=

 
=  

 
∑ 。 

由性质 2.4 (3)，可得 

( ) ( )
1 1

0

n
n

B
i i

n n
S D

n n=

 
=  

 
∑  

1 1
0

n

i i

n n
n n=

 
=  

 
∑ ， 
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由性质 2.4(5)，可得 

( ) ( )
1 11

2

2

0

n
n n

B
i n ii

n n
S D

n n= +

 ∆ 
=     ∆   
∑ 。 

再次应用引理 2.5， 

( ) ( )
1 121

2

1 2

0

n
n n

B
i n iii

n n i n
S D

n n n n= +

 ∆   
=       ∆     
∑ ， 

若 2 0i ≠ ，则图中存在回转， 
由性质 2.4 (4)可知， ( ) ( ) 0n

BS D = ，故 2 0i = ， 

( ) ( )
1 11

2

1 2

0 0

n
n n

B
i n ii

n n i n
S D

n n n n= +

 ∆   
=       ∆     
∑ 。 

应用性质 2.4 (6) (7)， 

( ) ( )
1

1 11

2

1 2

0 0

n
n n

B n i
i n ii

n n i n
S D

n n n n +
= +

 ∆   
= ∆      ∆     
∑ ， 

由于
i

m n
k l
 
 
 

公式中 m 、 n 具有对称性，所以 

( ) ( )
1

1 11

2

1 2

0 0

n
n n

B n i
i n ii

n n n i
S D

n n n n +
= +

 ∆   
= ∆      ∆     
∑ 。 

由于 ( ) ( ) ( )
3,7 4 1n BnJ A S D+



 ， 

可得 ( ) ( )3 1
1 11

2

1 2
,7 4 1

0 0

n
n

n n in
i n ii

n n n i
J A

n n n n ++
= +

 ∆   
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∑


。 

又因 ( )
( )

3
13
4

,7
1,7

n
n n

A qn

J A
J q+

=∆



 ， 

所以 
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由引理 2.13 (2)可知 

( ) ( )3

4 2
1,7 , n

n n
n

J q f q q+

∆
− −

∆
 。 

由于 2 1n
n

n

∆
∆

 ， 

所以 

( ) ( )3

4
1,7 ,n nJ q f q q+ − − 。 

应用性质 2.12 (2)， 

( ) ( ) ( )

2

31,7
0

;
i in

n n n
i i

qJ q q q
q

+

+
=
∑ ， 

由性质 2.12 (3)，得到 
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; ;n n nJ q q q
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∞ ∞
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由 q-Pochhammer 定义易知， 
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最后运用性质 2.12 (4)，令
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3.2. 计算 37∗ 纽结着色 Jones 多项式的尾部 

37∗ 纽结的投影图及对应的全 B 平滑状态图 ( )BS D 、 ( ) ( )n
BS D 如图 5。 

 

 

Figure 5. The diagram、 ( )BS D  and ( ) ( )n
BS D  of 37∗  

图 5. 37∗ 纽结的投影图、 ( )BS D 、 ( ) ( )n
BS D  

 
由性质 2.4 (6)，Jones-Wenzl 幂等元具有幂等性， ( ) ( )n

BS D 可化简为图 6 的形式。 
 

 

Figure 6. Reduced ( ) ( )n
BS D  of 37∗  

图 6. 37∗ 的化简后的 ( ) ( )n
BS D  

 
下面应用引理 2.5 计算化简后的 ( ) ( )n

BS D ： 

1 1
0

n

i i

n n
n n=

 
=  

 
∑ ， 

连续应用性质 2.4 (3)，可得 

( ) ( )
1 1

0

n
n

B
i i

n n
S D

n n=

 
=  

 
∑  

https://doi.org/10.12677/aam.2026.157318


田金鹭 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.157318 239 应用数学进展 
 

1 1
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n

i i

n n
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 
=  
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∑ 。 

依次应用性质 2.4 (5) (3) (7)，可得 
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所以 
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由引理 2.13 (1)，可得 
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应用性质 2.12 (2)， 

( ) ( )
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3

2
1,7

0
1

k k
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J q q∗

+∞

+
=

−∑ 。 

接下来将关于 k 的求和式分为奇偶两部分，即令 2k n= ， 2 1k n= + ， 
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在第二个求和式中令 1n n→ − − ，得到 

( ) ( ) ( )22

3

2 2

2 1 3 1 12
1,7

0 0
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0 0

4 .

n nn n
nn

n n
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q q
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4. 结论 

本文应用气泡展开公式(bubble expansion formula)和 Jones-Wenzl 幂等元的性质，计算了 37 纽结及其

镜像的着色 Jones 多项式的尾部，对该结果应用数论中的相关恒等式，证明结果均与猜想一致：

( )
31,7 5n nJ q h+  ， ( )

3
41,7 nn

J q h∗+
 。本文的分析方法具有一定的通用性，为尾部的计算提供了一种新方法。

基于该研究思路，可尝试将该其拓展至 Garoufalidis 和 Lê 猜想中其余纽结尾部的验证过程中。 
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