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摘  要 

本文研究了一类具有非线性阻尼和对数源的分数阶p-Laplacian双曲方程弱解的存在性，探讨了弱解存在

的适当条件。本文采用Faedo-Galerkin有限逼近方法构造近似解序列，结合不等式技巧建立一致先验估

计。借助对数不等式、Hölder不等式与分数阶Sobolev嵌入定理对对数源项进行放缩。利用广义Gronwall
不等式得到近似解能量泛函关于逼近参数与时间的全局一致有界性。基于Banach-Alaoglu定理提取弱、

弱*收敛子列，利用Aubin-Lions紧性引理得到近似序列的强收敛性，进而推出逐点收敛，实现对对数非

线性项的极限交换。同时，通过对偶空间范数估计验证二阶时间导数的一致有界性。最终在合适的初值

正则性假设下，严格证明该分数阶双曲问题局部弱解的存在性。 
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Abstract 
This paper investigates the existence of weak solutions to a fractional p-Laplacian hyperbolic equation 
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with nonlinear damping and logarithmic source terms, and explores appropriate conditions guaran-
teeing the existence of weak solutions. The Faedo-Galerkin finite approximation method is adopted 
to construct sequences of approximate solutions, and uniform a priori estimates are established via 
inequality techniques. Logarithmic inequalities, the Hölder inequality and fractional Sobolev embed-
ding theorems are utilized to estimate the logarithmic source term. The generalized Gronwall inequal-
ity yields the global uniform boundedness of the energy functional of approximate solutions with re-
spect to the approximation parameter and time. Weak and weak* convergent subsequences are ex-
tracted by virtue of the Banach-Alaoglu theorem, and the Aubin-Lions compactness lemma is employed 
to derive strong convergence of the approximate sequences, which further implies pointwise con-
vergence and enables the interchange of limits for the logarithmic nonlinear term. Meanwhile, uni-
form boundedness of the second-order time derivative is verified through norm estimates in the dual 
space. Finally, under suitable regularity assumptions on initial data, the existence of local weak so-
lutions to this fractional hyperbolic problem is rigorously proved. 
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1. 引言 

在本文中，主要研究了一类具阻尼项和分数阶算子双曲方程的初边值问题 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 1

log , , 0, ,

, 0, , 0, ,
,0 , ,0 , ,

p ps
tt t tp
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u x t x t T
u x u x u x u x x

− − + −∆ + = ∈Ω×

 = ∈∂Ω×
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                   (1) 

其中 ( )1n nΩ ⊂ ≥ 是具光滑边界 ∂Ω的有界区域， ( )0,1s∈ ， 2 p< < ∞， n sp> ， ( )0u x 和 ( )1u x 是定义

在Ω上的初始函数，而 ( )s
p−∆ 是分数阶 p-Laplacian算子，是一种定义在光滑函数上的非线性非局部算子，

定义如下 
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其中 ( ) { },nB x y y xε ε= ∈ − < 。 
近年来，分数阶偏微分方程的相关研究受到了广泛关注。众所周知，分数阶拉普拉斯算子可视为经

典拉普拉斯算子的推广。分数阶导数在非线性振动理论、最优过程、流体力学、自动控制、电磁学等诸

多理工领域中有着大量实际应用，这也是该方向备受重视的原因[1]-[5]。研究此类方程解的存在性、不存

在性、爆破行为与衰减估计具有重要的理论意义。 
本文以分数阶双曲型方程问题为研究对象，该类方程可严谨刻画非局部材料变形与断裂行为(如非均

质介质内黏弹性损伤扩展)，在固体力学领域具有核心作用。传统连续介质力学与线弹性理论无法刻画非

局部效应，也难以解释固体损伤、断裂、相界面演化、裂纹萌生、波色散等复杂物理现象。近场动力学是

一套基于长程作用力的非局部弹性理论，可有效克服上述理论缺陷[6] [7]。 
具体而言，文献[6]证实：在刻画脆性固体随时间演化的裂纹扩展问题时，分数阶双曲模型的表现优
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于经典整数阶模型。材料科学的发展与工业新技术需求推动了该方向的理论进展。众多学者已对分数阶

双曲型方程解的各类性质开展大量研究。例如，Fu 和 Pucci 在文献[8]中研究了带有指数源项、含分数阶

拉普拉斯算子的抛物方程 ( ) 1ps
tu u u u−+ −∆ = ，在合适的假设条件下，作者证明了具有指数衰减性质的弱

解全局存在；同时得到强解的真空隔离现象与爆破结论。此外，Liu 等人在文献[9]研究了上述方程增加耗

散项 ( )s
tu−∆ 的情形，在适当条件下证明了弱解的全局存在性与无穷远处爆破。 

对数非线性源项
2 logqu u u−

能够精准复现低应变、弱损伤区间损伤增速放缓、演化趋于平缓的物理

特征，弥补纯幂次源项在微缺陷萌生阶段的建模缺陷。Boudjeriou在文献[10]中考察一类分数阶p-Laplacian
算子双曲方程 ( ) 2 logqs

tt pu u u u u−+ −∆ = ，该文得到了丰富的理论结论：采用 Galerkin 逼近，证明了当
*1 sq p< < 时解的局部存在性；结合位势井理论与 Nehari 流形，建立了当 *

sp q p< < 时解的全局存在性；

借助 Pohozaev 流形进一步得到 *1 sq p< < 情形下解的全局存在性；同时讨论了解的有限时刻爆破与渐近行

为。关于含分数阶拉普拉斯算子的更多近期成果，读者可参考文献[11]-[14]及其所列引文。 
受上述已有研究的启发，本文研究了一类含分数阶 p-Laplacian 算子、非线性阻尼和对数源项双曲方

程解的存在性。第二章给出本文所用的若干重要引理、基础定义与主要结论。第三章为本文主要研究结

果，给出了解存在性的证明。 

2. 预备知识 

本节我们将回顾关于分数阶 p-Laplacian 算子及分数阶 Sobolev 空间的一些必要性质。我们推荐读者

参阅文献[15] [16]以获取关于分数阶 p-Laplacian 算子及分数阶 Sobolev 空间的更多细节。 
对于任意 ( )1,p∈ ∞ ，分数阶 Sobolev 空间 ( ),s pW Ω 的定义如下 

( ) ( ) [ ]{ },
,,s p p

s pW u L u uΩ = ∈ Ω < ∞可测且 , 

其中 [ ] ,s pu 表示 u 的 Gagliardo 半范数，其定义为 
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我们定义 ( ) ( ) [ ]{ }0
,

,, , 0 \s p p n
s pW u L u uΩ = ∈ Ω < ∞ = Ω在 上几乎处处成立 并称之为 ( ),s pW Ω 的一个

子空间。赋予其范数 
[ ], ,: .s p s pu u=  

显然， ( )0
,s pW Ω 空间内的函数可以通过在Ω域外进行零填充延拓的方式定义在整个空间 ( ),

0
s p nW  中。 

我们将分数阶临界嵌入指数定义为 *
s

npp
n sp

=
−

 (当1 np
s

≤ < 时)。此外，我们将 ( )2L Ω 空间中的内积记为 

( )⋅ ⋅， ，将 ( )0
,s pW Ω 空间中的内积记为 ( ) ,s p⋅ ⋅， ，并记 ( )0

,s pW Ω 在 ( )0
,s pW ′− Ω 中的对偶积记为 ,⋅ ⋅ ，其中

( )0
,s pW ′− Ω 是 ( )0

,s pW Ω 的对偶空间。 
如果我们假设在 ( )s

p u−∆ 定义的积分存在，那么对于任意的 ( ),s p nWϕ ∈  ，根据核的对称性可以得到

以下积分公式 
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接下来我们给出一些引理。 
引理 1 [15] 设 ( )0,1s∈ ， [ )1,p∈ +∞ 满足 sp n< 。 nΩ ⊂  为分数阶 Sobolev 空间 ,s pW 对应的延拓区

域。则存在正常数 ( ), , ,C C n p s= Ω ，使得对任意的 ( ),s pu W∈ Ω 有 
*

, , .sr s pu C u p r p≤ ≤ ≤  

即空间 ( ),s pW Ω 可连续嵌入 ( )rL Ω ，其中 *, sr p p ∈  。进一步，若区域Ω有界，则对任意的 *1, sr p ∈  ，

( ),s pW Ω 可连续嵌入 ( )rL Ω 。 
引理 2 [17] 设ϕ 为任意正常数，则下述不等式成立 

当 0 1ϕ< < 时， ( ) 1logk ekϕ ϕ −≤ ； 

当 1ϕ ≥ 时， ( ) 1logk ke µϕ ϕ µ ϕ− +≤ 。 

命题 1 [15] 定义非线性模型 ( ) ( ) ( ), , ,
0 0, :s p s p s pK u v W WΩ × Ω →  为 

( )
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, , d dn
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s p
n sp

u x u y u x u y
K u v v x v y y x
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−

+

− −
= −

−
∫∫  

是良定义的、有界，关于第一变量第二变量均连续且单调；对任意 ( ),
0, s pu v W∈ Ω ，如下估计式成立 

( ) [ ] [ ]1,
, ,, .ps p

s p s pK u v u v−≤  

定义 1 (弱解定义) 令 0T > ，如果满足 ( )( ),0, ; s pu L T W∞∈ Ω ， ( )( )20, ;tu L T L∞∈ Ω ， 

( )( ), '0, ; s p
ttu L T W∞ −∈ Ω ，且对任意的 ( ),

0
s pWφ ∈ Ω ，有下列成立 

( ) ( ) ( )2 2
,, , , log ,p p

tt t ts pu u u u u u uφ φ φ φ− −+ + = , 

( ) ( ),
0 0,0 s pu x u W= ∈ Ω , ( ) ( ) ( )2

1,0tu x u x L= ∈ Ω , 

其中 ( )
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2

, d, dn

p

s n pp s

u x u y u x u y
x y y x

x
u

y
φφ φ

−

+

− −
= −

−
∫∫ ，则称 ( ),u x t 是问题(1)在 ( )0,TΩ× 上

的弱解。 

3. 主要结果 

在本节中，我们利用 Faedo-Galerkin 方法证明问题(1)弱解的局部存在性。 

定理 1 若初始条件 ( ),
0 0

s pu W∈ Ω ， ( ) ( )2
1u x L∈ Ω 且

2
2

n p
n

<
−

，则存在 0T > ，使得问题(1)在 ( )0,TΩ×  

上存在局部解 ( ),u x t 。 
证明 我们定义有限维子空间 { }1 2, , ,m mV span ϕ ϕ ϕ=  ，令{ } 1j j

ϕ
∞

=
为 ( )2L Ω 的一组标准正交基。由于

( ),
0 0

s pu W∈ Ω ， ( ) ( )2
1u x L∈ Ω ，可以找到 0m mu V∈ ， 1m mu V∈ 使得 

记 ( ) 00m mu u= ，当 m →∞时， 0mu 在空间 ( ),
0
s pW Ω 内强收敛至 0u ；              (3) 

记 ( ) 10mt mu u= ，当 m →∞时， 1mu 在空间 ( ),
0
s pW Ω 内强收敛至 1u 。              (4) 

对任意正整数 m ，我们构造近似解 ( ) ( ) ( )
1

,m jm j
j

u x t g t xϕ
∞

=

= ∑ 使其满足如下变分恒等式 

( ) ( )2 2

,
d , , log dp p

mtt m mt mt m m ms p
u v x u v u u v v u u u x− −

Ω Ω
+ + =∫ ∫                   (5) 
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且满足初始条件 
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0 0
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1 1
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∑
                               (6) 

对 1,2, ,j m=  ，在式(5)中取检验函数 jv ϕ= ，可得 

( ) ( )2 2

,
d , , log d .p p

mtt j m j mt mt j j m m ms p
u x u u u u u u xϕ ϕ ϕ ϕ− −

Ω Ω
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记 ( ) ( )jm jmG t g t′= ，则方程组(6)~(7)等价于 ( )jmG t 的如下非线性常微分方程组初值问题 
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
 

根据 Penao 定理，可以得到上述柯西问题的局部解。 
将式(7)中第 j 个方程两边同乘 ( )jmg t′ 并对 1,2, ,j m=  求和，可得 

2 2

2 ,

d 1 1 log d ,
d 2

p p p
mt m mt m m mt ms p pu u u u u u u x

t p
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Ω

 
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对上式两边在 [ ]0, t 上积分，有 
2 22

1 022 , ,0 0

1 1 1 1d log d d .
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记 ( ) 2

2 , 0

1 1 d
2

tp p
m mt m mss p pS t u u u s

p
= + + ∫ ，作区域分解： 

( ){ } ( ){ }1 2, 1 , , 1 .m mx u x x u xΩ = ∈Ω ≥ Ω = ∈Ω <  

已知参数满足
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2 s
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p p
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< <
+

恒成立，因此可以选取充分小的正数 0µ > ，使得 

( ) *2 1
2 s

n p
p
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<
+

。这意味着空间 ( ),
0
s pW Ω 可以连续嵌入空间
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+
≤ ∈ Ω对任意的 成立                      (10) 

其中Cµ 表示从 ( ),
0
s pW Ω 嵌入到

( )

( )
2 1

2
n p

nL
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+ Ω 的嵌入常数。下面我们对式(8)右端进行估计 
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根据引理 2 我们有如下结论：对任意的 1x ≥ ， 0µ > ，有 ( ) 1lnx x eµ µ −− < ；对任意的 0 1x< < ，有

( )( ) 11 ln 1px x e p
−− ≤ − 。 

对式(11)进一步估计，我们有 
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结合式(8)~(12)可得 

( ) ( )( )
( )2 1

3 4 0
d ,

p
t

p
m mS t C C S s s

µ− +

≤ + ∫                            (13) 

其中 ( ) ( )2
3 1 0 12 ,

1 1 2
2

p

s pC u u C C C
p

ε ε δ= + + + ， 4 22C pCεδ= + ，对该微分不等式求解，可以得到 

( ) 5 ,mS t C≤                                    (14) 

其中常数 5C 与时间区间长度T 无关，因此我们有 

2
52 , 0

1 1 d ,
2

tp p
mt m mss p pu u u s C

p
+ + ≤∫                           (15) 

由此可知，存在近似解序列{ } 1m m
u ∞

=
的子列(仍记为{ } 1m m

u ∞

=
)满足如下收敛性 

( )( )
( )( )
( )( )

,
0

2

0, ; * ,

0, ; * ,

0, ; * .

s p
m

mt

p p
mt

u L T W

u L T L

u L T L

∞

∞

 Ω

 Ω


Ω

在 中弱 收敛

在 中弱 收敛

在 中弱 收敛

 

结合 Aubin-Lions 紧性引理(见文献[18])，可取进一步子列使得 

( )( )20, ;mu u C T L→ Ω在 中强收敛. 

显然，该强收敛蕴含 ( ),0mu x 在 ( )2L Ω 中收敛至 0u ，并且有 
2 2log logp p

m m mu u u u u u− −→ ，对 ( ) [ ], 0,x t T∈Ω× 几乎处处成立， 

由此可得 ( ) 0,0u x u= 。 
结合式(15)、Hölder 不等式和命题 1，有 
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ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕϕ

ϕ ϕ

− −

Ω Ω

−
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=
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≤ + +

∫ ∫

∫

∫
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,
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t s pp

s p
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m m m m mts p pC u u u x u C u

C
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− −

Ω

 
 
 
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其中 6C 为 ( ),
0
s pW Ω 嵌入 ( )2L Ω 的嵌入常数， 7C 为 ( ),

0
s pW Ω 嵌入 ( )pL Ω 的嵌入常数，可得 

( )( ),0, ; .s p
mttu L T W ′∞ −∈ Ω  

结合 Aubin-Lions 紧性引理和 ( )( )20, ;mtu L T L∞∈ Ω ，可推得 mt tu u→ 在 ( )( ),0, ; s pC T W ′− Ω 中强收敛。

因此 ( )0mtu 在空间 ( ),s pW ′− Ω 中收敛至 ( )0tu 。又已知 ( ) 10mt mu u= 在 ( )2L Ω 内强收敛至 1u ，由此可得初值

等式 ( ) 1,0tu x u= 。在式(5)中，令 m →∞取极限，结合上述分析可以得到对任意的 ( ),
0
s pv W∈ Ω 都有 

( ) ( ) ( )2 2
,, , , log , ,p p

tt t ts pu v u v u u v u u u v− −+ + =  

至此我们证明了存在函数 ( ),u x t 满足问题(1)且符合全部弱解条件。证毕。 

4. 结论 

本文证明带分数阶 p-Laplacian、非线性阻尼与对数源双曲方程局部弱解存在性。相比文献[10]无阻尼

模型，本文新增非线性阻尼项，能量结构更复杂，仅得到局部适定性。该模型可描述非局部介质损伤演

化，但暂未刻画长时间动力学行为。后续可借助位势井理论研究全局存在与爆破、推导能量衰减估计，

证明解的唯一性，并拓展 Kirchhoff 耦合等更一般模型。 
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