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摘  要 

将图G 的边集 ( )E G 通过划分，分解为 m 个边互不交的线性森林时，所需要线性森林最小的数目 m 称为

图的线性荫度，此概念由Harary于1970年首次提出，它丰富了图的理论，又拓展了图的应用领域。本文

针对由路与圈构造而成的Mycielski图开展探讨，按照构造图的结构特点，通过对其边进行分解，证明了

路与圈的Mycielski图满足线性荫度的猜想。 
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Abstract 

When the edge set ( )E G  of graph G  is partitioned into m  mutually disjoint linear forests, the 

minimum number m  required is termed the linear arboricity of the graph. This concept was first 
introduced by Harary in 1970, enriching graph theory and expanding its applications. This paper 
investigates Mycielski graphs constructed from paths and cycles. By analyzing their structural char-
acteristics and decomposing their edges, it is proved that Mycielski graphs composed of paths and 
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cycles satisfy the linear arboricity conjecture. 
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1. 引言 

图的分解是图论研究的核心问题之一，图的分解不仅有利于认识图的结构特点和性质，在网络设计、

调度作业等应用领域也发挥着重要的作用。而图的线性荫度作为刻画图分解的关键概念，由 Harary [1]于
1970 年提出以来，就成为众多研究者关注的焦点问题，获得了图论工作者广泛深入的探讨。设对于给定

的任意无向图G ，其边集、顶点集和图的最大度分别表示为 ( )E G 、 ( )V G 和 ( )G∆ ，图G 中 u 、 v 两个

顶点有唯一的路，将该连通分支记作{ },u v 。图的线性荫度 ( )la G 指的是将图的边集分解为一组相互不交

的线性森林所需要的最小数目，这里所说的线性森林就是每一个连通分支都是路的图。对于任意的图G ， 

都有 ( ) ( )Δ
2
G

la G
 

≥  
 

。 

Akiyama、Exoo、Harary [2]在 1980 年就正则图提出了著名的线性荫度猜想：对于∆-正则图G ， 

( ) ( ) 1
2

G
la G

∆ + 
=  
 

，归纳这两个结论，线性荫度猜想可以等价的表述为： 

猜想 1 [2] 对于任意的图G ，有 

( ) ( ) ( ) 1
2 2
G G

la G
∆ ∆ +   

≤ ≤   
   

.                             (1) 

1981 年，Akiyama、Exoo、Harary 对 4-正则图运用因子分解法成功证明上述猜想的成立，文[3]又获

得了 5-正则图、6-正则图、8-正则图的线性荫度，文[4]得到了 10-正则图的线性荫度结果。随着研究的深

入，将图类的研究拓展到了平面图和可嵌入平面图的研究，文[5]-[9]分别得到了 7-正则平面图、IC-平面

图的线性荫度，文[10]得到了 1-平面图的线性荫度；通过对图的笛卡尔积、直积、乘积运算线性荫度的研

究，得到了路和完全图乘积图[11]、树和路乘积图[12]、二部图与完全图乘积图[13]、1-退化图的乘积图[14]
的线性荫度。这些研究成果的获得一方面是对线性荫度猜想的验证，另一方面也为图的分解提出了创新

性思维方法，为后续研究提供了新的思路和借鉴。 
线性荫度猜想在众多的图类中得到了验证，本文研究了 Mycielski 构造图的线性荫度，给出了路和圈

的 Mycielski 图的分解结果，获得其线性荫度进一步拓展了线性荫度猜想的满足图的范围，为相关图类的

线性森林分解提出了新的思路，对继续研究更复杂图类分解问题具有参考价值。 
定义 2 [15] 对简单图G ，若 ( )( ) ( ) { }V G V G V w′=   ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ } { }| , , |E G E G uv u V G v V uv E G wv v V′ ′ ′ ′ ′ ′= ∈ ∈ ∈ ∈  ，其中 ( ){ }|V v v V G′ ′= ∈ ， 

{ } ( )w V V ′ = ∅  ，称图 ( )G 是G 的 Mycielski 图。 
文中未定义的术语和符号参见文献[16]。 
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2. 主要结果及证明 

本文主要对路和圈的 Mycielski 图的结构进行研究，证明了路和圈的 Mycielski 图均满足线性荫度的

猜想，得到了下面的两个定理。鉴于定理中用到圈的线性荫度结论，先给出圈的线性荫度及其证明。 
引理 1 设  n 阶圈 nC ，则其线性荫度 

( ) ( ) 1
2
n

n

C
la C

 ∆ +
=  
 

.                                  (2) 

证明：由图的线性荫度的定义可得 ( ) ( )
2

n
n

C
la C

 ∆
≥  
 

。 

因为偶圈的边色数 ( ) ( )n nC Cχ′ = ∆ ，而奇圈的边色数为 ( ) ( ) 1n nC Cχ′ = ∆ + ，对于偶圈，其线性荫度 

( ) ( )
1

2
n

n

C
la C

 ∆
≠ = 
 

，整个圈本身含有环，不是线性森林，而按其边染色任意两种着色的边导出子图都

分别是一个线性森林，因此偶圈的线性荫度为 ( ) ( ) ( ) 1
1

2 2
n n

n

C C
la C

   ∆ ∆ +
= + =   
   

；若图为奇圈，设其边 

依次为： 1 1 2e v v= ， 2 2 3e v v= ，， 1 1n n ne v v− −= ， 1n ne v v= ，作二分分解得 { }1 1 3 2, , , nF e e e −=  ， 

{ }2 2 4 1, , , ,n nF e e e e−=  ，易见 1 2F F 包含圈的所有边，且 1F 、 2F 都是线性森林，因此， ( ) 1nla C ≠ 且 

( ) ( ) ( ) 1
2 2

n n
n

C C
la C

χ′   ∆ +
≤ =   
   

，所以有 ( ) ( ) 1
2
n

n

C
la C

 ∆ +
=  
 

。 

综上所述，圈 nC 的线性荫度 ( ) ( ) 1
2
n

n

C
la C

 ∆ +
=  
 

。 

定理 1 对于 n 阶路 nP 的 Mycielski 图 ( )nP ，这里   2n ≥ ，有 

( )( )

( )( )

( )( )

1
, 2;

2

, 3.
2

n

n

n

P
n

la P
P

n

 ∆ +
 = 
  = 
 ∆

≥ 
  






                             (3) 

证明：由 Mycielski 图的定义可得，当 5n ≥ 时， n 阶路 nP 的 Mycielski 图 ( )nP 有唯一的最大度顶

点，且 ( )( ) ( )  nP d w n∆ = = ，当 4n = 时，其最大度顶点有 3 个( 2v , 3v , w )，此时 ( )( ) 4nP∆ = ，当

3n = 时，有唯一最大度顶点 2v ，且 ( )( ) 4nP∆ = ，当 2n = 时，此时 ( )2 5P C≅ ，由引理 1，结论成立。

下面就 3n ≥ 的情况进行证明。 

由图的线性荫度的定义可知，当 3n ≥ 时， ( )( ) ( )( )
2

n
n

P
la P

 ∆
≥  
  


 。 

要证 ( )( ) ( )( )
2

n
n

P
la P

 ∆
=  
  


 ，只要再有 ( )( ) ( )( )

2
n

n

P
la P

 ∆
≤  
  


 即可，而这只要将 ( )nP 的边

分解成
( )( )

2
nP ∆

 
  


个边不交的线性森林，记分解所得的线性森林为 iLF ，

( )( )
1,2, ,

2
nP

i
 ∆

=  
  




。下面 

分两种情况予以讨论。 
情况 1 当 n 为奇数时，若 3n = 时，按照 ( )3P 的构造特点，令 
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{ } { }1 3 1 2 1 2,LF P v v v w v w′ ′ ′=   , { } { }2 2 1 2 3 3 2 3, ,LF v v v v v v v w′ ′ ′ ′=  . 

1LF 看作从 3P 的顶点 1v 依次联边 1 2v v′、 2v w′ 、 1wv′而得的一条路， 1LF 有一个连通分支{ }1 1,v v′ ， 2LF 是

由路 1 2 3v v v w′ ′ 和 3 2v v′ 的并集，其有两个连通分支 { }1,v w′ 和 { }3 2,v v′ ，从而 1LF 和 2LF 都是线性森林，且

1 2LF LF 覆盖了 ( )3P 的所有边如图 1(a)。故有 ( )( )3 2la P = 。 
 

 
(a) 3n =                   (b) 4n =                   (c) 5n =  

Figure 1. A linear forest decomposition of ( )nP  for 3,4,5n =  

图 1. 当 3,4,5n = 时 ( )nP 的一种线性森林分解 

 
若 5n ≥ 时，按照 ( )nP 的结构特点对其进行分解，令 

{ } { }1 1 2 1 1 2, ,n n nLF P v v v v v w v w−′ ′ ′ ′=   ,  

{ } { }2 1 1 1, | 2,3, , 1 ,i i i i n nLF v v v v i n v w v w− + −′ ′ ′ ′= = −  ,  

{ }2 3 2 2,i i iLF v w v w− −′ ′= , 
( )( )

3,4, , 1
2

nP
i

 ∆
= − 

  



, ( )( ) { }2

2
n nP

LF v w− ∆
 
  

′=


. 

1LF 是由 nP 的顶点 nv 联边 1n nv v −′ ，由顶点 1v 顺次联边 1 2v v′、 2v w′ 、 1wv′形成的一条路，共 n  + 3 条边，

它只有一个连通分支{ }1 1, nv v −′ ′ ， 2LF 可以看成由顶点 1v′开始，以 1i iv v−′ 、 1i iv v +′ 方式顺次联边，直到 nv′，然

后在联边 nv w′ 、 1nwv −′ ，接着再从 1nv −′ 开始 1i iv v+′ 、 1i iv v −′ 的方式顺次联边直到 2v′，正好就形成一条由 1v′到

2v′的路，共 2 2n − 条边，这样， 2LF 也只有一个连通分支 { }1 2,v v′ ′ ， iLF 是 2 3 2 2i iv wv− −′ ′ 路，其连通分支为 

{ }2 3 2 2,i iv v− −′ ′ ，
( )( )

3,4, , 1
2

nP
i

 ∆
= − 

  



， ( )( )

2
nP

LF ∆
 
  


是只有一条边的连通分支{ }2 ,nv w−′ ，它们都是线性 

森林，且各线性森林总边数 

( ) ( )
( )( ) ( ) 13 2 2 2 1 2 1 3 2 2 2 3 1 4 3

2 2
( )nP nn n n n n

  ∆ +  + + − + ∗ − − + = + + − + ∗ − + = −         


. 

( )( )1 2

2
nP

LF LF LF ∆
 
  

 


覆盖了 ( )nP 的所有边(由握手定理可求得 ( )nP 的边有 4 3n − 条)，而且

这些连通分支是两两不交的，其中 5n = 的情况如图 1(c)所示。因此可得 ( )( ) ( )( )
2

n
n

P
la P

 ∆
≤  
  


 。 

情况 2 当 n 为偶数时，对 4n ≥ ，将 ( )  nP 作如下分解 
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{ } { }1 1 2 1 1 2, ,n n nLF P v v v v v w v w−′ ′ ′ ′=   , 

{ } { }2 1 1 1, | 2,3, , 1 ,i i i i n nLF v v v v i n v w v w− + −′ ′ ′ ′= = −  ,  

{ }2 3 2 2,i i iLF v w v w− −′ ′= , 
( )( )

3,4, ,
2

nP
i

 ∆
=  

  



. 

同样可以验证 iLF
( )( )

1,2, ,
2

nP
i
  ∆
 =  
    




都是线性森林，且所有线性森林总边数 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )3 2 2 2 2 3 2 2 2 2 4 3

2 2
nP nn n n n n

  ∆   + + − + ∗ − = + + − + ∗ − = −         


. 

( )( )1 2

2
nP

LF LF LF ∆
 
  

 


覆盖了 ( )nP 的所有边，且各连通分支是相互独立的，其中 4n = 的情况

如图 1(b)所示。所以可得 ( )( ) ( )( )
2

n
n

P
la P

 ∆
≤  
  


 。 

综上所述，结论成立。 
定理 2 对于 n 阶圈 nC 的 Mycielski 图 ( )nC ，其中 3n ≥ ，有 

( )( ) ( )( )
2

n
n

C
la C

 ∆
=  
  


 .                             (4) 

证明：由 Mycielski 图的定义可得，当 4n ≥ 时， n 阶圈 nC 的 Mycielski 图 ( )nC 的最大度 

( )( )  nC n∆ = ，当 3n = 时， ( )( ) ( )2 4nC d v∆ = = 。且与同阶数的 ( )nP 相比， ( )nC 的边数都多 3
条，所以 ( )( ) 4nE C n= 。 

由图的线性荫度的定义可知 ( )( ) ( )( )
2

n
n

C
la C

 ∆
≥  
  


 。 

要证 ( )( ) ( )( )
2

n
n

C
la C

 ∆
=  
  


 ，只要再有 ( )( ) ( )( )

2
n

n

C
la C

 ∆
≤  
  


 即可，而这只要将 ( )nC 的

边分解成
( )( )

2
nC ∆

 
  


个边不交的线性森林，记分解所得的线性森林为 iLF ，

( )( )
1, 2, ,

2
nC

i
 ∆

=  
  




。

由引理 1 已知 ( ) ( ) 1
2

2
n

n

C
la C

 ∆ +
= = 
 

，为了从 nC 的两个线性森林扩展到 ( ) nC 的
( )( )

2
nC ∆

 
  


个线性

森林进行讨论，首先令 { }1n n nC P v v=  。 

情况 1 当 n 为奇数时，若 5n ≥ ，对 ( )    nC 进行分解，由基础图   nC 由按上述方式分解出的线性森林

nP 添加 ( )  nC 的其他边得到 

{ } { }1 1 2 1 1 2, ,n n nLF P v v v v v w v w−′ ′ ′ ′=   . 

由基础图   nC 按上述方式分解出的线性森林{ }1 nv v 添加 ( )  nC 的其他边得到 

{ } { } { }2 1 1 1 1 1, , | 2,3, , 1n n i i i i nLF v v v v v v v v i n v w− + −′ ′ ′ ′= = −   . 

对 ( )  nC 剩余的边继续分解得到 
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{ } { }3 1 3 4,nLF v v v w v w′ ′ ′=  , { }2 3 2 2,i i iLF v w v w− −′ ′= , 
( )( )

4,5, , 1
2

nC
i

 ∆
= − 

  



, ( )( ) { }2

2

,
n n nP

LF v w v w− ∆
 
  

′ ′=


. 

由于 1LF 是由 nP 的顶点 1v 依次联边 1 2v v′、 2v w′ 、 1wv′，由顶点 nv 联边 1n nv v −′ ，得到由 1v′到 1nv −′ 共计 3n +
条边的路，即连通分支{ }1 1, nv v −′ ′ ， 2LF 由 1 nv v 的 1v 联边 1 nv v′，然后按 1i iv v+′ 、 1i iv v −′ ，依次联边，即 i 从 1n −
逐次减小到 2，到达顶点 1v′，得到 nv 到 1v′路，从 2v′开始按 1i iv v−′ 、 1i iv v +′ 顺次( 3, , 4, 2i n= − )联边到 1nv −′ ，

最后联边 1nv w−′ ，得到 2v′到 w ， 2LF 两个连通分支{ }1,nv v′ 和{ }2 ,v w′ 总边数为 2 1n − ， 3LF 有两个连通分支

{ }1,nv v′ 和{ }3 4,v v′ ′ 分别是路 1nv v′和 3 4v wv′ ′，各 iLF 的连通分支{ }2 4 2 3,i iv v− −′ ′ 是路 2 4 2 3i iv wv− −′ ′ ， 
( )( )

4,5, , 1
2

nC
i

 ∆
= − 

  



， ( )( )

2
nP

LF ∆
 
  


是路 2n nv wv−′ ′。它们都是线性森林，且所有线性森林总边数 

( ) ( )
( )( ) 13 2 1 3 2 1 3 2 3 7 2 4 4

2 2
nC nn n n n

  ∆ +  + + − + + ∗ − − + = + + − =         


. 

( )( )1 2

2
nC

LF LF LF ∆
 
  

  


覆盖了 ( )nC 的所有边，而且这些连通分支是相互独立的，其中 5n = 时，

如图 2(c)所示。因此可得 ( )( ) ( )( )
2

n
n

C
la C

 ∆
≤  
  


 。 

若 3n = 时，令 

{ } { } { }1 1 2 2 3 1 2 3 1 1 3, , ,LF v v v v v v v v v w v w′ ′ ′ ′=   ,  

{ } { } { }2 1 3 1 3 2 1 2 3 3 2 2, , ,LF v v v v v v v v v v v w′ ′ ′ ′ ′=   . 

1LF 、 2LF 的连通分支分别为{ }1,v w′ 和{ }2 3,v v′ ′ ，是相互独立的线性森林(如图 2(a)所示)，所以有 

( )( ) ( )( )3
3 2

C
la C

 ∆
≤  
  


 。 

 

 
(a) 3n =                       (b) 4n =                         (c) 5n =  

Figure 2. A linear forest decomposition of ( )nC  when 3,4,5n =  

图 2. 当 3,4,5n = 时 ( )nC 的一种线性森林分解 

 
情况 2 当 n 为偶数时，若 6n ≥ ，先由基础图   nC 由按上述方式分解出的线性森林 nP 添加 ( )  nC 的其

他边得到 1LF  
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{ } { }1 1 2 1 3 4, ,n n nLF P v v v v v w v w−′ ′ ′ ′=   . 

而由基础图   nC 分解出的线性森林{ }1 nv v 添加 ( )  nC 的其他边得到 2LF  

{ } { } { }2 1 1 1 1 2 1, , 2,3, , 1 ,n n i i i i nLF v v v v v v v v i n v w v w− + −′ ′ ′ ′ ′= = −   . 

对 ( )  nC 剩余的边继续分解得到 

{ } { }3 1 1 ,n nLF v v v w v w′ ′ ′=  , { }2 3 2 2,i i iLF v w v w− −′ ′= , 
( )( )

4,5, ,
2

nC
i

 ∆
=  

  



. 

如此分解即得到了 ( )  nC 的
( )( )

2
nC ∆

 
  


个相互独立的线性森林。事实上， 1LF 有两个连通分支 

{ }2 1, nv v −′ ′ 和{ }3 4,v v′ ′ ，{ }2 1, nv v −′ ′ 是由 nP 的顶点 1v 、 nv 分别联边 1 2v v′、 1n nv v −′ ，得到边数为 1n + 的路，{ }3 4,v v′ ′

为路 3 4v wv′ ′。 2LF 仅有一个连通分支{ }1,nv v′ ，是由边 1 nv v 的顶点 1v 线联边 1 nv v′，然后由 nv′依次联边 1i iv v+′ 、

1i iv v −′ ，即下标序号依次递减直到 3 2v v′，接着再联边 2v w′ 、 1nwv −′ ，从 1nv −′ 再按 1 1 2,i i i iv v v v− − −′ ′ 顺次联边直到 2 1v v′，
得到的是一条由 nv 到 1v′的共 2n 条边的路， 3LF 的分支{ },n nv v′ 即是路 1n nv v wv′ ′， iLF 的连通分支{ }2 3 2 2,i iv v− −′ ′  

为路 2 3 2 2i iv wv− −′ ′ ，
( )( )

4,5, ,
2

nC
i

 ∆
=  

  



。且有 

( )
( )( )

3 2 3 2 3 3 6 2 3 4
2 2

nC nn n n n
  ∆   + + + + ∗ − = + + − =         


. 

( )( )1 2

2
nC

LF LF LF ∆
 
  

 


覆盖了 ( )nC 的所有边，而且这些连通分支是两两不交的，因此可得

( )( ) ( )( )
2

n
n

C
la C

 ∆
≤  
  


 。 

若 4n = 时，可将 ( )4 C 分解为如下的两个互不交的线性森林 

{ } { } { }1 1 2 2 3 1 2 3 4 4 1 4 3 2 3, , , , ,LF v v v v v v v v v v v v v w v w′ ′ ′ ′ ′ ′=   , 

{ } { } { }2 1 4 3 4 1 4 2 1 2 3 3 2 1 4, , , , ,LF v v v v v v v v v v v v v w v w′ ′ ′ ′ ′ ′=   . 

1LF 、 2LF 的连通分支分别为{ }1 4,v v′ ′ 和{ }2 3,v v′ ′ ，它们是相互独立的线性森林(如图 2(b)所示)，所以有 

( )( ) ( )( )4
4 2

C
la C

 ∆
≤  
  


 。 

综上所述， ( )( ) ( )( )
2

n
n

C
la C

 ∆
=  
  


 。 

3. 总结 

线性荫度作为图论的重要内容，关于线性荫度的猜想自 1980 年提出后一直是关注的焦点，众多学者

对这一领域的问题进行了深入的研究，得到了很多有价值的结论。研究中，通过对很多图类，包括有限

制的图类、构造得到的图类、运算得到的图类等验证线性荫度的猜想在这些图类上的正确性，同时也提

出了一下新颖的证明方法，拓展了图论的理论成果。 
本文研究并证明了路与圈的 Mycielski 图的线性荫度，结果满足线性荫度猜想。本文的研究方法具有
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一定的推广价值，可以将其推广到更复杂图类的 Mycielski 图研究中，通过深入研究不断丰富图论中分解

问题的理论体系，为解决更多实际问题提供更强大的理论支持。后续我们将继续研究，通过发现新问题

提出新方法，以期推动图论研究不断向前发展，为数学领域的进步做出更大的贡献。 
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