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摘  要 

带有切换约束的数学规划问题(MPSC)在切换控制、MPEOC、具有半连续变量的投资组合优化问题等领

域有着广泛的应用。MPSC带有可行域非凸非连通的特殊结构，因而在可行点处不满足大多数约束规范，

往往难于求解。松弛方法被普遍视为解决MPSC问题的有效方法。本文基于Scholtes松弛方法以及非精确

稳定点的概念，证明了在较弱的 ε -KKT点条件下能得到与KKT点条件相同的结果，即收敛到了MPSC的
W-稳定点，如果增强假设条件，松弛问题的 ε -KKT点列可收敛到MPSC的S-稳定点。 
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Abstract 
Mathematical programming with switching constraints (MPSC) has broad applications in fields such 
as switching control, MPEOC, and portfolio optimization problems with semi-continuous variables. 
MPSC features a special structure where the feasible region is non-convex and non-connected, making 
it difficult to solve, as most constraint qualifications fail at feasible points. Relaxation methods are 
widely regarded as effective approaches for addressing MPSC problems. Based on Scholtes’ relaxation 
method and the concept of inexact stationary points, this paper demonstrates that under weaker ε -
KKT point conditions, results equivalent to those under KKT point conditions can be achieved, i.e., 
convergence to W-stationary points of MPSC. With enhanced assumptions, sequences of ε -KKT points 
from the relaxed problem can converge to S- stationary points of MPSC. 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2026.158337
https://doi.org/10.12677/aam.2026.158337
https://www.hanspub.org/


班路园 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158337 104 应用数学进展 
 

Keywords 
Mathematical Programmes with Switching Constraints, Relaxation Method, Constraint 
Qualifications, Stationary Point 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文主要研究带有切换约束的数学规划(Mathematical programmes with switching constraints，简称

MPSC)问题，其具体形式如下： 

( )
( )
( )
( ) ( )

min   

s.t.   0, 1, , ,

       0, 1, ,

       0, 1, , .

i

i

i i

f x

g x i m

h x i p

G x H x i q

≤ =

= =

= =




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其中 , , , , : n
i i i if g h G H R R→ 是连续可微函数。MPSC 问题在切换约束优化控制[1] [2]，带有 either-or 约束

的数学规划问题(Mathematical problems with either-or constraints，简称 MPEOC) [3]，具有半连续变量的投

资组合优化问题[4]等方面有着广泛的应用，因此，研究 MPSC 问题具有重要的理论价值和实际意义。 
由于切换约束的存在，其可行域是非凸的，甚至是非连通的，其在任何可行点处均不满足标准的

Mangasarian-Fromovitz 约束规范[3]，因此熟知的求解非线性规划问题的算法都不能直接用于求解 MPSC。
Mehhlitz [3]在 2020 年引入了 MPSC 的弱(W-)、Mordukhovich (M-)、强(S-)稳定性概念，并将 Linear Inde-
pendence 约束规范(LICQ)、Mangasarian-Fromovitz 约束规范(MFCQ)、Abadie 约束规范(ACQ)、Guignard
约束规范(GCQ)拓展到了 MPSC 中。 

近年来，学者们对带有均衡约束的数学规划(Mathematical programmes with equilibrium constraints，简

称 MPEC)问题和带有消失约束的数学规划(Mathematical programmes with vanishing constraints，简称

MPVC)问题的研究十分深入，但对 MPSC 的研究较少。其中松弛思想是引进参数，对问题进行松弛，从

而得到一个合适的近似，使其可以通过一系列非线性规划求解。文献[5] [6]中给出了求解 MPEC 和 MPVC
的几种松弛方法。Kanzow等学者[7]在2019年将处理MPEC问题的几种熟知的松弛方法应用于求解MPSC
中，其中 Scholtes 的松弛方法[8]针对 MPSC 的处理得到了在 MPSC 的 Mangasarian-Fromovitz 约束规范

下，松弛问题的 KKT (Karush-Kuhn-Tucker)点列可以收敛到 MPSC 的 W-稳定点。 
然而在实际数值处理中，KKT 点很难满足终止准则，于是 2015 年 Kanzow 等学者[9]在非精确的 KKT

点概念下，检验了 MPEC 问题的几种松弛方法是否还具有原来的收敛性。 
基于[7] [9]，本文将继续探讨 Scholtes 松弛方法应用于 MPSC 的收敛结果，在比 KKT 点更弱的 ε-

KKT 点下，证明松弛问题的非精确稳定点列依然可以收敛到 MPSC 的 W-稳定点。并证明如果增强假设

条件，可收敛到 MPSC 问题的 S-稳定点。 

2. 基础知识 

本节给出文中将要用到的一些基本概念和指标集。 
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定义 2.1 对任何给定的向量 nx R∈ ，欧几里得范数( 2 范数)定义为： 
1
22

2
1

.
n

i
i

x x
=

 =  
 
∑  

无穷范数定义为： 

1
max .ii n

x x
∞ ≤ ≤
=  

定义 2.2 对任何给定的向量 nx R∈ ，定义指标集： 

( ) { }{ }sup p 1, 0 ,ix i n x= ∈ ≠  

称为向量 x 的支撑集。 
定义 2.3 向量族{ } { }n n

i ja R i I b R j J∈ ∈ ∈ ∈ 叫作正线性相关的，如果存在不全为 0 的数{ }i i I
α

∈
， 

{ } ( ), 0j ij J
i Iβ α

∈
≥ ∀ ∈ ，满足 0i i j j

i I j J
a bα β

∈ ∈

+ =∑ ∑ ，否则叫作正线性无关。 

回顾非线性规划(Nonlinear programming，简称 NLP)问题： 

( )
( )
( )
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s.t.   0, 1, , ,

        0, 1, .
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其中 , , : n
i if g h R R→ 是连续可微的，设 x∗是NLP问题的可行点，定义 ( ) { } ( ){ }1, , 0g

iI x i m g x∗ ∗= ∈ = 。 
定理 2.1 (一阶最优性条件) 设 x∗是 NLP 问题的一个局部极小解，且在 x∗处满足某种约束规范，则

存在向量 ,m pR Rλ µ∈ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( )
1 1
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此时称 x∗是 NLP 的 KKT 点，上述条件称为 KKT 条件， ,λ µ称为 Lagrange 乘子， ( ), ,x λ µ∗ 称为 KKT 点

对。 
定义 2.4 [9] 给定 , 0nx R ε∗ ∈ > ，称 x∗是 NLP 问题的 ε -KKT 点(epsilon-stationary point)，如果存在向

量 ,mRλ ∈ pRµ ∈ ，使得 
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为了研究 MPSC 问题的稳定性概念和约束规范，引入下列指标集： 

( ) { } ( ) ( ){ }1, , 0, 0 ,G
i iI x i q G x H x∗ ∗ ∗= ∈ = ≠  
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( ) { } ( ) ( ){ }
( ) { } ( ) ( ){ }

1, , 0, 0 ,

1, , 0, 0 .

H
i i

G H
i i

I x i q G x H x
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= ∈ = =





  

其中 x∗是 MPSC 的可行点， ( ) ( ) ( ), ,G H GHI x I x I x∗ ∗ ∗ 将{ }1, , q 划分成了互不相交的三部分。 
定义 2.5 [3] 设 x∗是 MPSC 的一个可行点。 
1) 称 x∗是 MPSC 问题的 W-稳定(Weakly stationary)点，如果存在 , , ,m p qR R Rλ µ γ υ∈ ∈ ∈ ，使得 x∗满

足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
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1 1 1
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = =

∗

∗

∗

 ∇ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇ = 

≥ = ∀ =

= ∀ ∈

= ∀ ∈

∑ ∑ ∑

  

2) 称 x∗是 MPSC 问题的 M-稳定(Mordukhovich stationary)点，如果 x∗是 W-稳定点，且同时满足当

( )GHi I x∗∈ 时， 0i iγ υ = 。 
3) 称 x∗是 MPSC 问题的 S-稳定(Strongly stationary)点，如果 x∗是 W-稳定点，同时满足 ( )GHi I x∗∈

时， 0, 0i iγ υ= = 。 
以上稳定性强弱关系如下： 

S-稳定性⇒ M-稳定性⇒ W-稳定性 

并且 S-稳定点是 MPSC 的 KKT 点。 ( )GHi I x∗∈ 时，W-、M-、S-稳定性对 ,i iγ υ 的要求见图 1。 
 

 

Figure 1. Geometric illustration of W-, M-, and S- stationarity for an index ( )GHi I x∗∈  

图 1. ( )GHi I x∗∈ 时，W-、M-、S-稳定性的直观表示 

 
定义 2.6 [3] [10] 设 x∗是 MPSC 的可行点，称 MPSC 的 Mangasarian-Fromovitz 约束规范(简称 MPSC-

MFCQ)在 x∗处成立，如果梯度向量组 

( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
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i i

G GH
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H GH
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∇ ∈

∇ ∈
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 
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是正线性无关的。 
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3. Scholtes 的松弛方法 

Scholtes 松弛方法[8]对 MPSC 的切换约束松弛得到了新的松弛问题[7]，本节基于新的松弛问题进行

收敛性分析。在 MPSC-MFCQ 下证明松弛问题的 ε -KKT 点列收敛到 MPSC 的 W-稳定点。如果增强假设

条件，则可收敛到 MPSC 的 S-稳定点。 
基于文献[7]，MPSC 的切换约束 ( ) ( ) 0i iG x H x = 可松弛为 ( ) ( )i it G x H x t− ≤ ≤ ，从而得到 MPSC 的

如下形式的松弛问题，记为 ( ) :SNLP t  

( )
( )
( )

( ) ( )

min   

s.t.   0, 1, , ,

       0, 1, ,

      , 1, , .

i

i

i i

f x

g x i m

h x i p

t G x H x t i q

≤ =

= =

− ≤ ≤ =







 

其中 0t ≥ 是引入的松弛参数，记 ( )SNLP t 的可行集为 ( )SX t ，切换约束的可行集如图 2 所示。 
接下来给出的引理证明了 ( )SNLP t 确实是对 MPSC 的松弛。 
引理 3.1 [11] 记 MPSC 的可行集为 X ，以下陈述成立： 
1) ( )0SX X= ， 
2) ( ) ( )1 2 1 20 S St t X t X t≤ ≤ ⇒ ⊆ ， 
3) ( )0t SX t X> = 。 
 

 
Figure 2. Geometric interpretation of the relaxed feasible set ( )SX t  

图 2. 松弛后的可行集 ( )SX t 的直观表示 

 
定理 3.1 [7] { } ( )0, k

k S kt x X t↓ ∈ 是 ( )S kNLP t 的 KKT 点，且 kx x∗→ ，假设 MPSC-MFCQ 在 x∗处成

立，则 x∗是 MPSC 的 W-稳定点。 
接下来我们考虑在将定理 3.1 条件中的 KKT 点换为更弱的 ε -KKT 点对收敛结果的影响。以下定理

可以证明，若{ } 0kε ↓ ，其依然可以收敛到 MPSC 的 W-稳定点。 
定理 3.2 { } { }0, 0, k

k kt xε↓ ↓ 是 ( )S kNLP t 的 kε -KKT 点，且 kx x∗→ ，假设 MPSC-MFCQ 在 x∗处成立，

则 x∗是 MPSC 的 W-稳定点。 
证明：由于对 , kk N x∀ ∈ 是 ( )S kNLP t 的 kε -KKT 点，则存在向量 , ,, , ,m p k k qR R Rλ µ ξ ξ+ −∈ ∈ ∈ 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

1 1 1
,

p qm
k k k k k k k k k k k

i i i i i i i i i i k
i i i

f x g x h x H x G x G x H xλ µ ξ ξ ε+ −

= = = ∞

 ∇ + ∇ + ∇ + − ∇ + ∇ ≤ ∑ ∑ ∑  (3.1) 
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( ) ( ) ( ), , , 1, , , , 1, , ,k k k k k
i k i k i i k i kg x g x i m h x i pε λ ε λ ε ε≤ ≥ − ≤ ∀ = ≤ ∀ =            (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

, , ,

, , , 1, , .

k k k k k k
i i k k i k i i i k k

k k k k k k
i i k k i k i i i k k

G x H x t G x H x t

G x H x t G x H x t i q

ε ξ ε ξ ε

ε ξ ε ξ ε

+ +

− −

 − ≤ ≥ − − ≤ 

 + ≥ − ≥ − + ≤ ∀ =  

        (3.3) 

考虑到 , , ,i i i ig h G H 的连续性以及 0, 0k kt ε→ → ，可得 

( )
( )
( ) ( )

0, 1, , ,

0, 1, , ,

0, 1, , .

i

i

i i

g x i m

h x i p

G x H x i q

∗

∗

∗ ∗

≤ ∀ =

= ∀ =

= ∀ =







 

即 x∗是 MPSC 的可行点。 
定义新乘子： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, , * *

*

, , * *

*

, ,

0,                             ,

, ,

0,                            .

k k k G GH
i i ik

i H

k k k H GH
i i ik

i G

H x i I x I x

i I x

G x i I x I x

i I x

ξ ξ
γ

ξ ξ
υ

+ −

+ −

 − ⋅ ∈= 
∈

 − ⋅ ∈= 
∈





                     (3.4) 

设 , ,k k k
i i iξ ξ ξ+ −= − ，于是(3.1)式可改写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
* *

1 1 1 1

( ) ( )

.

H G

p q qm
k k k k k k k k k

i i i i i i i i
i i i i

k
k k k k k k
i i i i i i

i I x i I x

f x g x h x G x H x

H x G x G x H x

λ µ γ υ
ε

ξ ξ

= = = =

∈ ∈ ∞

∇ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇
≤

+ ∇ + ∇

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
       (3.5) 

下面证明乘子序列 ( ){ }, , , , G H
k k k k k

I I
λ µ γ υ ξ



有界。 

反证法 若 ( ){ }, , , , G H
k k k k k

I I
λ µ γ υ ξ



无界，不妨设 

( )
( ) ( )

2

, , , ,
, , , , 0.

, , , ,

G H

G H

G H

k k k k k
I I

I Ik k k k k
I I

λ µ γ υ ξ
λ µ γ υ ξ

λ µ γ υ ξ
→ ≠





 

对(3.5)式两边同除以 ( )
2

, , , , G H
k k k k k

I I
λ µ γ υ ξ



，并取极限，同时考虑到 , , , ,i i i if g h G H 都是连续可微的， 

得到 

( ) ( ) ( ) ( )* * * *

1 1 1 1
0.

p q qm

i i i i i i i i
i i i i

g x h x G x H xλ µ γ υ
= = = =

∇ + ∇ + ∇ + ∇ =∑ ∑ ∑ ∑  

据式(3.2)可知，对任意的 , k
i kk λ ε≥ − ，故 0, 1, ,i i mλ ≥ ∀ =  。若 0iλ > ，则对于充分大的 k ，存在常

数 0b > ，使得 0k
i bλ > > ，又因为 ( )k k

i i kg xλ ε≤ ，则 ( ) 0k k k
i k

i

g x
b

ε ε
λ

≤ < → ，即 ( ) 0ig x∗ = ，得到 

( ) ( )supp gI xλ ∗⊆ 。根据 k
iγ 的定义，对于所有的 ( )Hi I x∗∈ ，有 0k

iγ = ，显然 0iγ = ，即 

( ) ( ) ( )supp G GHI x I xγ ∗ ∗⊆  。同理可得 ( ) ( ) ( )supp H GHI x I xυ ∗ ∗⊆  。 

因为 MPSC-MFCQ 在 x∗处成立，所以 0, 0, 0, 0,λ µ γ υ= = = = 而 ( ), , , , G HI I
λ µ γ υ ξ



是非零向量，故存
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在 ( ) ( )G Hi I x I x∗ ∗∈  ，使得 0iξ ≠ ，不妨设 ( )*Gi I x∈ ，由(3.4) 

( )
( )

( ) ( )
2 2

lim lim 0,
, , , , , , , ,G H G H

k kk
i i ki

i i ik kk k k k k k k k k k
I I I I

H x
H x

ξγ
γ ξ

λ µ γ υ ξ λ µ γ υ ξ→∞ →∞
= = = =

 

 

得出 0iξ = ，这与 0iξ ≠ 矛盾，因此乘子序列 ( ){ }, , , , G H
k k k k k

I I
λ µ γ υ ξ



有界。 

不失一般性，假设乘子序列 ( ){ }, , , , G H
k k k k k

I I
λ µ γ υ ξ



收敛到 ( ){ }, , , , G HI I
λ µ γ υ ξ∗ ∗ ∗ ∗ ∗



，对(3.5)式两边取

极限，得到 
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= = = =

∇ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇ =∑ ∑ ∑ ∑  

按照上述论证，依然可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

* 0, 1, , ,

supp ,

supp ,

supp .

i

g

G GH

H GH

i m

I x

I x I x

I x I x

λ

λ

γ

υ

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

≥ ∀ =

⊆

⊆

⊆







 

即 x∗是 MPSC 的 W-稳定点。 
定理 3.3 在定理 3.2 的基础上进一步假设 ( )k ko tε = ，常数 0c > ，若对于 ( )GHi I x∗∀ ∈ 及充分大的 k ，

有： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }2, , : 1 1 ,k k
i i k kG x H x a b R c t ab c t∉ ∈ − < < +  

则 x∗是 MPSC 的一个 S-稳定点。 
证明：据(3.4)， ( )GHi I x∗∈ 时， ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,,k k k k k k k k

i i i i i i i iH x G xγ ξ ξ υ ξ ξ+ − + −= − ⋅ = − ⋅ ，因为 ( ) ,k ko tε =

lim 0k

k
kt
ε

→∞
= ，故对于任意的 0c > 和充分大的 k ，有 ,k

k k
k

c ct
t
ε

ε< < 。注意到(3.3)式中有 

( ) ( )k k
i i k kG x H x t ε≤ + ，再结合定理 3.3 的禁止区域，不难得到 k 充分大时， ( ) ( ) ( )1k k

i i kG x H x c t≤ − ，

即 ( ) ( ) 0k k
k i i kt G x H x ct− ≥ > ， ( ) ( ) 0k k

k i i kt G x H x ct+ ≥ > 。由(3.3)式中 ( ) ( ),k k k
i i i k kG x H x tξ ε+  − ≤  ，可

知 k 充分大时，
( ) ( )

, ,0, 0k kk k
i ik k

kk i i ctt G x H x
ε ε

ξ ξ+ +≤ ≤ → →
−

，同理由 ( ) ( ),k k k
i i i k kG x H x tξ ε−  + ≤  可得

, 0k
iξ

− → ，故 , , 0k k
i iξ ξ+ −− → ，即 0, 0, 0k k

i i i iγ υ γ υ→ → = = ，证得 *x 是 MPSC 的 S-稳定点。 

4. 总结 

本文主要研究了 MPSC 问题在 Scholtes 松弛方法下的收敛性，区别于已有文献仅针对精确 KKT 点

开展收敛分析，本文立足数值求解的实际需要以及非精确稳定点的概念，证明了在较弱的 ε -KKT 点条件

下能得到与 KKT 点条件相同的结果，即收敛到了 MPSC 的 W-稳定点，并进一步证明如果增强假设条件，

松弛问题的 ε -KKT 点列可收敛到 MPSC 的强稳定点，完善了 Scholtes 松弛框架下非精确稳定点的收敛

理论，为面向切换控制、投资组合优化等实际场景设计可靠的数值求解算法提供了理论支撑，具有重要

的理论价值与实践指导意义。 
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