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摘  要 

对偶插值型细分是几何建模领域的研究热点，现有相关格式多为对称掩模形式，本文提出一个带参非对

称四重五点对偶插值型细分格式，构建含单参数的非对称掩模，可灵活调控极限曲线的光滑性。理论分

析表明，该格式最高可达到C2连续，计算Hӧlder指数量化分数阶连续性；同时，通过数值实验可验证其

插值性。 
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Abstract 
Dual interpolatory subdivision schemes are a research hotspot in geometric modeling. Most existing 
related schemes adopt symmetric masks. This paper proposes a parametric asymmetric quaternary 
five-point dual interpolatory subdivision scheme with a single parameter, enabling flexible control 
over the smoothness of the limit curve. Theoretical analysis demonstrates that the scheme can achieve 
C2 continuity, and the Hölder exponent is computed to quantify the fractional-order continuity. Mean-
while, the dual interpolation property is verified through numerical experiments. 
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1. 引言 

细分本质上是一种迭代逼近算法，其核心思想是从一个粗糙的初始控制多边形或控制网格出发，按

照规定的细分规则进行反复迭代，最终得到更为光滑的曲线或曲面。该技术在计算机辅助几何设计、计

算机图形学等领域有广泛研究和应用。 
在基本型细分[1]中，第 k 层的顶点在 1k + 层仍被保留，原有顶点在 1k + 层的位置由自身及其邻域上

的顶点按照细分规则计算更新；同时，每条边或每个面会分别产生新的顶点。相比之下，对偶型细分格

式[2]可视为顶点分裂过程，第 k 层的顶点在第 1k + 层中不被保留，细分过程会在第 1k + 层产生数量更多

的新顶点，并由这些顶点按照特定规则连接形成更为精细的控制网格。这一过程等价于将顶点分裂为面，

实现了网格拓扑的对偶变换。 
Catmull-Clark [3]算法和 Loop [4]细分算法属于基本型细分。Catmull-Clark 算法中，在每次迭代后，

原始网格被细分成更多的四边形面，逐步收敛到双三次 B 样条曲面。该方法能够处理任意拓扑结构的网

格，同时保持原始网格的几何和拓扑特性。Loop 细分是典型的三角形网格基本型格式。它通过在每条边

上插入新顶点，并将每个原始三角形分裂为 4 个更小的三角形，逐渐生成光滑、连续的曲面。Chaikin 算

法[5]是细分领域中的标志性发展，该算法生成的极限曲线为一条光滑 B 样条曲线，在离散控制多边形与

连续光滑曲线之间建立了重要联系。Chaikin 算法的割角过程中初始控制顶点不被保留，因此该算法是对

偶型细分。Doo-Sabin 细分算法[6]也是一种对偶型细分，每次细分时，每个旧面独立地生成一组新顶点，

这些新顶点根据旧面的顶点顺序、旧边的两侧邻接关系以及旧顶点的周围面顺序重新连接。这样构造出

的新网格恰好是原网格的拓扑对偶。长期以来，对偶型细分格式通常被认为仅具有逼近性质。然而，近

年来的研究打破了这一固有认知，学者们发现对偶型细分的极限曲线也可通过初始控制网格的顶点，达

到插值效果，这使得对偶插值型细分成为几何建模领域的新兴热点。2019 年，Romani [7]开创性地提出

了对偶插值型细分的构造方法，并给出具体实例。2022 年，Gemignani 等人[8]建立了求解对偶插值细分

格式的代数框架，并将其表达为多项式 Bézout 方程的求解问题，给出了对任意 m 重( 3m ≥ )细分的系统

构造方法。2023 年，Viscardi [9]探究了奇、偶重数对偶型细分格式插值性的差异。Han [10]指出了对偶型

细分可以采用非整数移位 as 或多步策略构造对偶插值型格式。当前学者们提出的对偶插值型细分格式的

掩模多为对称格式[11]。基于以上，本文提出了一个带参掩模非对称的四重五点对偶插值型细分格式，对

比于相同支撑与求和规则下的对称格式，具有一个自由可调节参数。 

2. 预备知识 

设 { }0 0 |jP P j= ∈ ∈  为给定细分格式 S 的初始控制点集，第 k 次细分后的控制顶点集合为

{ }|k k
jP P j= ∈ ∈  。四重细分格式就是对一个控制多边形 { }|k k

jP P j= ∈ ∈  逐步加细转化为一个更 
精细化的多边形 { }1 1 |k k

jP P j+ += ∈ ∈  ，因此四重细分格式可表示为 1
4 ,k k

i i j j
j

P a P i+
−

∈

= ∈∑


 ，其中
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{ }|ia a i= ∈ 被称为细分格式 S 的掩模。Laurent 多项式将掩模作为变量系数，用公式表示为 

( ) i
i ia z a z∈= ∑


，其也被称作格式 S 的生成函数或生成多项式。 

因插值型细分格式在细分过程中需保证第 k 层控制多边形的顶点被保留到第 1k + 层控制多边形上，

因此满足下方格式 

1
4

1
4 4 4

,
, 1, 2,3.

k k
i i
k k
i j i j l l

l

P P
P a P j

+

+
+ + −

∈

 =
 = =


∑


 

引理 2.1 [12] 若四重细分格式 S 一致收敛，则其掩模 { }|ia a i= ∈ 满足 

4 4 1 4 2 4 3 1.i i i i
i i i i

a a a a+ + +
∈ ∈ ∈ ∈

= = = =∑ ∑ ∑ ∑
   

 

引理 2.2 [13] 若四重细分格式 S 的掩模 { }|ia a i= ∈ 满足(2.1)，那么一定存在细分格式 1S  ( S 的一

阶差分格式)满足 
1

1 ,k kdP S dP −=  

式中， 0k kP S P= ， ( ) ( ){ }14 |k k k k k
i ii

dP dp ip p+= = − ∈ 。并且，当且仅当对任意初始控制集有 

1
1lim 0,
4

k

k S→∞

∞

  = 
 

 

即细分 1
1
4

S 一致收敛于零函数时，细分 S 一致收敛。 

一般地，将 S 的 n 阶差分格式记为 nS ， nS 的掩模记为 ( ) ( ){ }|n n
ia a i= ∈ ，则 nS 的生成多项式表示为 

( ) ( ) ( ) ( )
3

2 3

4 .
1

n
n n i

ii

za z a z a z
z z z∈

 
= =  

+ + + 
∑



 

引理 2.3 [13] 若四重细分格式 S 存在掩模 { }|ia a i= ∈ 及差分格式 ( )1,2, , 1jS j n= + ，且存在 

L +∈ ，使得 1
1 1
4

L

nS +

∞

  < 
 

，则四重细分格式是 nC 连续的。其中， 

[ ]{ }1,
1 4

1 max , 0,1, , 4 1 ,
4 L

L
n L L

n j i j
S a i+

+ ∈ +
∞

  = = − 
 

∑


  

[ ] ( ) [ ] ( ) ( )11,1, 14 4
, 04

1 .
4

Lj j

L
Ln Ln l ni

Li j ji j
a z a z a z−++ ++

=+
= =∑ ∏  

当 L 越大，求得的参数范围往往越大。特别地，当 1L = 时， 

( ){ }1
1 4

1 1 max , 0,1,2,3 1.
4 4

n
n i jjS a i+
+ +∈

∞

= = <∑


 

引理 2.4 [14] 定义参数平移量为
( )1a
m

τ
′

= ，并引入第 k 层控制顶点 ( )0,k
iP i k∈ ∈  对应的参数值

0
k k
i k

it t
m

= + ， 1
0 0
k k

kt t
m
τ−= − 。在该参数体系下，收敛细分格式 aS 再生 d 次多项式的充要条件为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
01 , 0, 0, , ; 1, , 1,kk k j

mla m l a k d j mτ ζ−

=
= − = = = −∏    
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其中
2 Iexpj

m j
m

ζ  =  
 

π
， I为虚数单位。 

引理 2.5 [15] 收敛的四重细分格式是对偶插值型的当且仅当 

( ) ( ) ( )( ) ( )
3 3

4 1 2 2
2,2 1 2 4 2,2 1

0 0

1 4 .
2

z z A z A z zγ γ γ γ
γ γ

−
+ − − +

= =

+ Φ = + Φ∑ ∑  

其中 

( ) 4
,

1 4 , , 2,Tk n
T n

k

nz k z n T
T T

ϕ ϕ+

∈

 Φ = + ∈ = 
 

∑


 为极限基函数， 

( ) 4
4

1 , 0,1, 2,3.
4

k n
n k n

k
A z a z n+

+
∈

= =∑


 

3. 新的带参非对称四重五点对偶插值细分格式 

非对称四重五点细分格式的核心设计思路和推导过程： 
(1) 收敛约束： 
若一个四重细分格式 S 是收敛的，则细分格式需满足 ( )1 4iia a

∈
= =∑



。 
(2) 收敛细分格式的通用必要代数条件约束： 

( ) ( ) ( )
4 1 3 4 1

4
, ,

0 0 0
4 ,

m

T T
T T

T T

T T

z z A z zτ
γ β γ

γ β γ
γ β τ

− −
−

= = =
+ ≡

Φ = Φ∑ ∑ ∑  

其中， 

( ) { }4
,

1 4 , , , \ 0 ,Tk n
T n

k

nz k z n T T
T T

ϕ τ ϕ+

∈

 Φ = + ∈ ∈ ∈ 
 

∑


   为极限基函数， 

( ) 4
4

1 , 0,1, 2,3
4

k n
n k n

k
A z a z n+

+
∈

= =∑


 [15]. 

得到等式 

( ) ( ) ( ) (
)

44 2 7 7 7 2 7 3 7 4
0 0 1 1 2 2 3 3 49

7 5 7 6 7
4 5 5 6 6

1 1 1
64

           .

A z z z z b z b zb z b z b z b z b z b z b
z

z b z b z b z b z b

= − + + − − + − + − + − + −

+ − + − +
 

(3) 对偶插值充要条件约束： 

因为对偶插值型细分格式的对称中心为
1
2
，所以对(2)中约束取

1
2

τ = 。又为使 Tτ 为最小正整数，所

以取 2T = 。对收敛的四重对偶插值型细分格式有以下等式成立 

( ) ( ) ( )( ) ( )
3 3

4 1 2 2
2,2 1 2 4 2,2 1

0 0

1 4
2

z z A z A z zγ γ γ γ
γ γ

−
+ − − +

= =

+ Φ = + Φ∑ ∑  [15]. 

解得 

( ) ( )1 0 2 0 3 0
3 15 ,  79 8320 ,  237 10880 ,

640 128
b b b b b b= = − + = − +  

( ) ( ) ( )4 0 5 0 6 0
1 3 1451 5540 ,  95 832 ,  67 640 .
64 64 128

b b b b b b= − = − + = −  
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令 0b b= ，将上述关系代入 ( )A z 解得一个掩模非对称的四重五点对偶插值型细分格式的生成多项式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( ) )

44 2 2 3
9

4 5 6 7          

1 1 1 640 3200 24960 237 1185 54400
40960
54400 4510 2850 24960 3200 335 64 .0 67

a z z z b bz b z b z
z
b z b z b z zb

= − + + − − + + + −

+ − + − + − + −
 

对称的细分格式要求在加细过程中对相对应的顶点赋予相同的权值，而非对称格式可以针对不同顶

点、不同方向赋予不同的权值，因此非对称的细分格式比在同等支撑及相同求和规则下的对称格式更加

灵活。 
新的非对称四重五点对偶插值型细分格式如下 

1
4 8 2 4 1 0 4 1 8 2

1
4 1 9 2 5 1 1 3 1 7 2

1
4 2 10 2 6 1 2 2 1 6 2

1
4 3 7 1 3 1 1 5 2 9 3

,
,
,
,

k k k k k k
i i i i i i
k k k k k k
i i i i i i
k k k k k k
i i i i i i
k k k k k k
i i i i i i

P a P a P a P a P a P
P a P a P a P a P a P
P a P a P a P a P a P
P a P a P a P a P a P

+
− − − + − +

+
+ − − − + − +
+
+ − − − + − +
+
+ − − + − + − +

 = + + + +


= + + + +


= + + + +
= + + + +




                     (3.1) 

其中 9a− 到 10a 依次为 

9 237 9 2133 65 35 9 747 9, , , , , , ,
64 64 40960 64 40960 64 1024 16 1024 16 10240 16
4223 715 3 945 27 20709 27 14501 3 429 135 9, , , , , , ,

10240 16 1024 32 1024 32 20480 32 20480 32 1024 16 1024 16
953 9 717,

10240 16 1024

b b b b b b b

b b b b b b b

b

− − − − − − − − +

+ + + − − − −

− + −
55 21 9 603 9 67, , , , .

0 16 1024 64 1024 64 40960 64 40960 64
b b b b b

+ − + − + − −

 

该四重非对称格式具有一个参数 b ，而对称格式因需要满足掩模的对称性，增加约束条件 

9 10 8 9 7 8 6 7 5 6

4 5 3 4 2 3 1 2 0 1

, , , , ,
, , , , ,

a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a
− − − − −

− − − −

= = = = =

= = = = =
 

解得掩模中参数
67

1280
b = 。因此在同等支撑及相同的求和规则下，该非对称的细分格式退化成的对称格

式如下 

1
4 2 1 1 2

1
4 1 2 1 1 2

1
4 2 2 1

1077 2097 39609 1303 603 ,
81920 20480 40960 20480 81920

603 1303 39609 2097 1077 ,
81920 20480 40960 20480 81920

67 1367 2
81920 20480

k k k k k k
i i i i i i

k k k k k k
i i i i i i

k k k
i i i

P P P P P P

P P P P P P

P P P

+
− − + +

+
+ − − + +

+
+ − −

= + + + +

= + + + +

= + + 1 2

1
4 3 1 1 2 3

8801 8513 4333 ,
40960 20480 81920

4333 8513 28801 1367 67 ,
81920 20480 40960 20480 81920

k k k
i i i

k k k k k k
i i i i i i

P P P

P P P P P P

+ +

+
+ − + + +







 + +


 = + + + +


 

其对应的生成函数为 

( )
( ) ( ) ( )45 2 2 3 4 5 6

9

1 1 67 268 3355 6680 3355 268 67
.

81920

z z z z z z z z
b z

z

+ + + − + − + +
=  

上述两个细分格式的求和规则都为 4，极限基函数的支撑区间为
103,
3

 −  
。但对称格式为无参数形式， 

因此其灵活性不如带有一个可调节参数的非对称格式。 
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3.1. 连续性分析 

根据引理 2.3 可知连续性 nC 受参数取值的影响，下面定理给出细分格式(3.1)的整数阶连续性。 
定理 3.1 当 0.392101 0.496788b− < < 时，细分格式(2)是 0C 连续的；当 0.006971 0.110757b− < < 时，

细分格式(2)是 1C 连续的；当 0.0459619 0.0587256b< < 时，细分格式(2)是 2C 连续的。 
证明：对细分格式(3.1)的一阶差分细分序列进行分组求和， 

.

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
67 640 3 1185 54400 33 67 640 15 95 8321 1 33max

4 40960 64 10240 64 40960 2048

3 451 5440 3 79 8320 3 1185 54400 9 79 8320451 54400 31            
1024 4096 40960 4096 32 20480

31
            

b b b bbS b

b b b bb b

∞

 − − − + − += + + − + − +


− + + − +−
− − + − + + −

+ −
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

67 640 9 95 832 3 451 5440 1185 54400 1 451 5440,
20480 2048 4096 40960 8 4096

9 95 832 3 1185 54400 3 95 832 3 451 544067 640 9            
1024 4096 20480 8 4096 4096

3 79 8320 7
            

4096 4

b b b b bb

b b b bb b

b b

− + − + − + − + −
+ − + +

− + − − + − +−
+ + + + + −

+
− + −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

67 64 9 95 832 3 451 5440 9 79 8320
5120 1024 1024 20480

21 67 640 21 67 640 3 95 832 3 1185 544001185 54400            ,
4096 40960 40960 4096 20480

7 67 640 9 95 832 5 455            
64 4096 1024

b b b b

b b b bb

b bb

− + − + − + +
+ − −

− + − + − + −− +
+ − − + +

− + − + −
+ − + −

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 5440 9 79 8320 21
2048 40960 64

3 79 8320 9 95 832 3 451 5440 9 79 832067 640 35            
40960 8192 32 4096 2048 10240

67 640 3 1185 54400 91185 54400 67 640 7            ,
4096 5120 10240 2560 8

b b b

b b b bb b

b bb b b

+ +
− +

+ − + − + +−
+ + + + − −

− −− + −
+ + − + + +

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

95 832
2048

5 451 5440 9 79 8320 3 1185 54400 9 67 640 15 95 832
            

2048 10240 40960 5120 2048

3 451 5440 3 79 8320 9 79 83205 1185 54400            .
2048 40960 8 40960 40960

b

b b b b b

b b bb b

− +

− + + − − + − +
− − + − − +

− + + + − + − − + − + 


. 

根据引理 2.3，求解不等式 1
1 1
4

S
∞

≤ ，解得 0.392101 0.496788b− < < ，此时细分格式(3.1)是 0C 连续的。 

对细分格式(3.1)的二阶差分细分序列进行分组求和， 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

7 67 640 9 79 83201 1 451 5440 23 1185 54400max
4 16 10240 1024 16 10240 5120

17 67 640 3 451 5440 3 79 83203 1185 54400             95 832 ,
10240 256 1024 10240 5120

67 640
             

102

b bb b bS b

b b b bb

b

∞

 − + +− − += + + + − +

− + − + + − +

+ − + − + − − +

− ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 1185 54400 3 95 832 3 79 83207 1 451 5440
40 16 10240 512 1024 2560

23 67 640 9 95 83217 1 1185 54400             451 5440 ,
16 512 10240 1024 10240

b b b
b b

b bb bb

− − + +
+ + + − + −

− + − + − +
+ + − − + +

 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158344


王佳怡 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158344 186 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

19 67 640 3 79 8320451 5440 3 13             95 832
1024 10240 512 16 10240

3 451 5440 9 79 832067 640 11 3 1185 54400             95 832 ,
2048 16 512 1024 10240 2560

13 67 640 3
             

10240

b bb bb

b bb b bb

b

− + +−
− + − + + −

− + +− − +
+ + + − + − − +

− +
− +

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

95 832 3(1185 54400 ) 1 5451 5440
1024 10240 256 16

11 67 640 9 95 832 3 79 8320 13 67 640 3 95 832
             

10240 1024 5120 10240 1024

3 1185 54400 11 640 67451 5440 5             
10240 256 16 1

b b bb

b b b b b

b bb b

− + −
+ + − +

− + − + + − + − +
− + − + − +

− −−
+ − + + −

( ) ( )

( )

9 832 95 3 79 8320
0240 1024 5120

3 79 832019 1185 54400             .
16 5120 10240

b b

bb b

− +
+ −

+ − + + − + 


  

根据引理 2.3，求解不等式 2
1 1
4

S
∞

≤ ，解得 0.006971 0.110757b− < < ，此时细分格式(3.1)是 1C 连续的。 

根据引理 2.3，对细分格式(3.1)的三阶差分细分序列进行分组求和，当 1,2L = 时，不等式 3
1 1
4

S
∞

≤

与
2

3
1 1
4

S
∞

  ≤ 
 

无解，当 3L = 时，求解不等式
3

3
1 1
4

S
∞

  ≤ 
 

，解得 0.0459619 0.0587256b< < ，此时细分

格式(3.1)是 2C 连续的。 
经典插值型细分格式[2]在细分过程中保留所有旧点，并在每两个相邻点之间插入一个新点。新点的 

位置由其左右各两个邻近点的加权平均决定。当
1
4

w < 时，极限曲线为 0C 连续；当
10
8

w< < 时，极限曲 

线为 0C 连续。相对于格式[2]本文提出的细分格式具有更高的连续性，生成的极限曲线更为平滑。 

3.2. Hӧlder 指数 

 
Figure 1. The Hölder exponent curve of the subdivision scheme (3.1) 
图 1. 细分格式(3.1)的 Hӧlder指数图像 
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图 1 为细分格式(3.1)在参数区间−0.4 至 0.5 内，以 0.01 为步长的 Hӧlder 指数图像。从图像中可以看

出 Hӧlder 指数随参数 b 的增大先增大后减小。Hӧlder 指数可显示出细分格式的分数阶连续性。当参数

0.052344b = 时细分格式(3.1)取得最大 Hӧlder 指数，此时的分数阶连续性为 2.290652。 

3.3. 多项式再生性分析 

定理 3.2 细分格式(3.1)的多项式再生次数为 3 次。 
证明： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ))

33 42 2 3 4 5 6
10

2 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 640 1 9 81 18 12 19 91 10
40960

1659 7821 20417 3335 5415 20371 20991 3 7 ,417 6 0

a z z z b z z z z z z z
z

z z z z z z z z z

′ = − + + − + + + + + + +

− + − + + + − + +
 

( ) ( ) ( ) ((
) (

))

2 32 3 2 3 4 5 6
11

7 8 9 10 2 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11

1 1 1920 1 15 123 39 32 42 138 42
20480
32 39 123 15 6636 31521 43950 19207 6344 62222

33076 31890 22548 63921 15678 301 ,5

a z z z z b z z z z z z z
z

z z z z z z z z z z

z z z z z z

′′ = − + + + − + + + + + + +

+ + + + − − − + + − −

+ + + − + +

 

( ) ((
) (

2 2 3 4 5 6 10
12

11 12 13 14 15 16 17

2 3 4 5 6 7 8 12 13

3 4977 29862 22750 7000 7470 16892 7150 4290
5120
5400 9530 14340 19250 11760 12663 2010 160 165

1080 756 56 140 720 360 16 6 4 144 3

a z z z z z z z z z
z
z z z z z z z b

z z z z z z z z z z

′′′ = − − − − − + + + −

− + + + + − − +

+ − − − − + + + + + −

))
14 15

16 17 18 19

60 80

35 504 756 12 ,0

z z

z z z z

−

− − + +

 

( ) ((
) (

4 2 2 3 4 5 6 11
13

12 13 14 15 16 17 2

3 4 5 6 7 8 13 3

3 24885 134379 91000 24500 22410 42230 14300 2700
2560
9530 21510 38500 29400 37989 7035 320 495 2970 1890

126 280 1260 540 20 6 36 126 280

a z z z z z z z z
z
z z z z z z b z z

z z z z z z z z z

= − + + + − − − −

+ + + + − − + − − +

+ + + − − − + + +

))
4 5 6 7

8 13 14 15 16 17 18 19

1260 540 20

6 36 180 60 35 630 1134 210 ,

z z z

z z z z z z z z

+ − −

− + − − − − + +

 

经计算得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )4

1 1 1 1 1 1, 1 , 1 1 ,
4 2 4 2 4 4

1 3 1 5791 1 2 , 1 1 2 3
4 8 4 8

a
a a

a a

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ

′
′ ′′= = = = = − = −

′′′ = = − − = − ≠ − − −

 

根据引理 2.4 知细分格式(3.1)的多项式再生次数为 3 次。 

3.4. 基函数 

图 2 为细分格式(3.1)的参数 b 在 0C 区间内取值的基函数图像，图中可见当 0.05b = 时图像最光滑，

0.01b = 时的图像光滑度高于 0.02b = − 。结合 Hӧlder 指数图像可知当 0.05b = 时细分格式(3.1)的连续性大

于 0.01b = 时、大于 0.02b = − 时，因此从基函数图像的光滑程度也可很好地反映出细分格式的连续性。 

细分格式(3.1)的极限基函数的支撑区间为
[ ]9,10 103,

4 1 3
−  = − −  

，取参数化 0
0

1 2 1
1 4 1 6

t
m
τ

= = =
− −

，记基函

数为 ( )xϕ ，从图像中可见 ( )0
0 1tϕ = ，说明格式(3.1)是对偶插值型。 
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Figure 2. The basis limit function of the subdivision scheme (3.1) when 0.02,0.01,0.5,0.1b = −  
图 2. 当 0.02,0.01,0.5,0.1b = − 时细分格式(3.1)的基函数 

3.5. 收敛性分析 

对任意 m 重对偶型细分格式 ( )a z ，设
( )1 1

2
a

m
τ

′
= = ，其 L 次细分等价于 Lm 重细分 ( )La z 的一次细分。 

对 ( )La z 作适当平移变换后，其生成函数表达式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 1
2 .

L
L

m m m
L L j m m m

jja z a z z a z a z a z a z
−

−
− − − −

= =∑


  

此时， ( )La z 对应的
( )( ) 1 1

2

L
za z

m
τ =

′
= = 。若 Lm 重细分格式的掩模满足 

0 1,
0, , 0,L

L

L
k m

a
a k k

⋅

 =
 = ∈ ≠ 

 

L 为细分次数，则该格式是插值的。 
图 3 为四重对偶型细分格式(3.1)在 0 4 2 4 3 4

, , ,L L L
L L L La a a a

⋅ ⋅
处的收敛到插值型细分的收敛速度，横坐标表示

的是细分次数 L 。随着细分次数 L 的增大， 0
La 趋于 1，

4 2 4 3 4
, ,L L L

L L La a a
⋅ ⋅

趋于 0。 
 

 
(a) 0k =                                        (b) 1k =  
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(c) 2k =                                         (d) 3k =  

Figure 3. The convergence speed of subdivision scheme (3.1) at point 4
L

Lk
a

⋅
 when 0,1,2,3k =  

图 3. 当 0,1,2,3k = 时细分格式(3.1)在 4
L

Lk
a

⋅
处收敛到插值型细分的速度 

3.6. 数值实验 

图 4 给出了单参数非对称四重五点细分格式(3.1)在不同参数取值下生成的极限曲线，虚线为初始控

制网格，实线为加细后的极限曲线。格式(3.1)的光滑度随参数变化呈现出明显的阶梯差异，其中子图(a)
对应的是参数 0.4b = 时的情形，此时细分格式(3.1)的极限曲线是 0C 连续的，极限曲线在部分控制顶点处

存在明显的折角；子图(b)对应的是参数 0.005b = − 时的情形，此时细分格式(3.1)的极限曲线是 1C 连续的，

极限曲线折角消失，视线上更为平滑；子图(c)对应的是参数 0.05b = 时的情形，此时细分格式(3.1)的极限

曲线是 2C 连续的，极限曲线的形态最为光滑。对比三组结果可以发现，随着参数的调整，该细分格式生

成的极限曲线的光滑性从仅连续提升至一阶、二阶连续，直接体现了参数对极限曲线光滑性的调控作用。 
 

 
(a) 00.4,b C=  

 
(b) 10.005,b C= −  
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(c) 20.05,b C=  

Figure 4. Subdivision scheme (3.1) generates some 0 1,C C  and 2C  continuity limit curves  
图 4. 细分格式(3.1)生成的 0 1,C C 和 2C 连续的极限曲线 

 

 
(a) 细分一次后的控制网格( 0.500b = ) 

 
(b) 细分四次后的控制网格( 0.500b = ) 
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(c) 细分四次后的控制网格( 0.100b = ) 

Figure 5. Subdivision effect diagrams of the subdivision scheme (3.1) 
图 5. 细分格式(3.1)的细分效果图 

 
从图 5 中(a)、(b)可以看出经四次加细后控制顶点总数显著增多，相较于一次加细，经四次加细后的

极限曲线更贴合初始控制多边形形状；从(b)、(c)可见细分格式(3.1)经四次细分后的极限曲线能够经过所

有红色初始控制顶点，具备良好插值效果，且通过调整参数的取值可以获得更光滑的极限曲线。 
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