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摘  要 

本文研究二维无粘Burgers方程稳态求解中非线性多重网格转移算子的计算效率。空间离散过程中采用

有限体积法和Rusanov数值通量，时间离散采用伪时间迭代，并比较不同转移算子组合下的收敛表现。

数值实验说明了合适的转移算子组合能够明显减少迭代步数和计算时间，其中双线性伴随限制与双线性

延拓组合在二阶格式下表现最优。含激波算例进一步表明，高阶转移算子能够加快光滑区的残差衰减，

同时保持激波附近的迭代稳定性和数值解质量。 
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Abstract 
This paper investigates the computational efficiency of nonlinear multigrid-transfer operators for 
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the steady-state solution of the two-dimensional inviscid Burgers equation. In the spatial discretiza-
tion, the finite volume method and the Rusanov numerical flux are employed, while pseudo-time iter-
ation is used for temporal advancement. The convergence performance of different combinations 
of transfer operators is then compared. Numerical experiments show that an appropriate combina-
tion of transfer operators can significantly reduce both the number of iterations and the computational 
time. In particular, the combination of bilinear-adjoint restriction and bilinear prolongation exhibits 
the best performance for the second-order scheme. The shock-containing test case further shows that 
high-order transfer operators can accelerate residual decay in smooth regions while maintaining it-
erative stability and solution quality near the shock. 
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1. 引言 

Burgers 方程是非线性守恒律中的典型模型方程，能够反映非线性对流、波传播以及间断形成等重要

特征[1]。对于稳态问题，通常需要在单层网格上进行迭代获得收敛解，然而随着网格加密，离散方程规

模增大，低频误差衰减较慢，往往会导致迭代步数和计算时间明显增加。 
多重网格方法是一类有效的加速技术[2] [3]，其基本思想是在不同尺度的网格之间传递误差信息，将

细网格上的低频误差转化为粗网格上的高频误差，从而加速误差衰减。对于 Burgers 方程这类非线性问

题，通常采用非线性多重网格方法[4] [5]，在各层网格上直接构造并求解非线性离散方程。该方法的计算

效率不仅取决于光滑器和粗网格求解过程，也与网格转移算子的选取密切相关，其中转移算子包括限制

算子和延拓算子。 
本文针对二维无粘 Burgers 方程的稳态求解，采用有限体积法和 Rusanov 数值通量[6]进行空间离散，

并在非线性多重网格法框架下比较不同限制算子与延拓算子组合的收敛性能。通过一阶和二阶空间精度

格式下的数值实验，分析不同转移算子的组合对迭代步数和计算时间的影响，从而说明合理选择限制与

延拓算子对提高非线性多重网格收敛效率的重要作用。 

2. 模型方程与有限体积离散 

2.1. 模型方程 

考虑二维无粘 Burgers 方程，其守恒形式为 

( ) ( )
sin cos

2 2

f u g u x y x yu
t x y

∂ ∂ + +∂
+ + =

∂ ∂ ∂
， ( ) ( )

2

2 2
uf u g u= = ，              (1) 

其中， ( ), ,u u x y t= 为待求守恒变量， ( )f u 和 ( )g u 分别表示 x 与 y 方向上的通量函数，右端项为源项。

计算区域取为 ( ), 0, 202 ,x y    = π π×   。本文中 Burgers 方程的相关设置具体参考论文[7]。边界条件

由精确解给出 

( ), sin
2

x yu x y +
= 。 
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初始条件取为精确解的扰动形式： 

( ), , 0 sin
2

x yu x y β
+

= ， 

其中， 1.2β = 。该初值与稳态精确解存在一定偏差，可以避免初始场过于接近收敛解，从而更清楚地反

映不同迭代方法和不同转移算子组合对收敛过程的影响。 

2.2. 空间有限体积离散 

在计算区域 ( ),x y 上构造均匀矩形网格。设 xN 、 yN 分别为 x 方向和 y 方向上的网格单元数， x yN N= ，

则空间步长定义为 

2 2
x y

x y

h h
N N
π

=
π

= = 。 

记 ( )( )1 2i xx i h= + ， ( )( )1 2j yy j h= + 为单元中心点， ( )1
2

1 xi
x i h
+

= + ， ( )1
2

1 yj
y j h

+
= + 为单元边界点，

其中 0,1, , 1xi N= − ， 0,1, , 1yj N= − 。对应的单元控制体记为 , 1 1 1 1
2 2 2 2

, ,i j i i j j
C x x y y

− + − +

   
= ×   
      

。对(1)在

控制体 ,i jC 上积分，有 

( ) ( )
, , ,

,
d d d d d sin cos d d :
d 2 2i j i j i j

i jC C C

f u g u x y x yu x y x y x y S
t x y

∂ ∂   +   + 
+ + = =      ∂ ∂     

∫∫ ∫∫ ∫∫ ，      (2) 

其中， ,i jS 表示源项在控制体上的积分。有限体积方法以单元平均值作为未知量，可以使离散格式在每个 
控制体上保持守恒结构。于是记 ( ) ( )

,
, 1 , , d d

i j
i j x y C

U h h u x y t x y≈ ∫∫ 。对(2)进行半离散化，可得 

( ), ,
1 1 1 1 ,, , , ,
2 2 2 2

d 1 1 :
d

i j i j
i ji j i j i j i j xx yy

U S
F F G G N U

h ht h h+ − + −

   
= − − − − + =      

   
，              (3) 

其中， 1 ,
2

i j
F

+
与 1 ,

2
i j

F
−

分别表示控制体左右界面数值通量， 1,
2

i j
G

+
与 1,

2
i j

G
−

分别表示控制体上下界面数值通量。 

( ),i jN U 表示空间离散后得到的半离散算子。为了稳定处理 Burgers 方程中的非线性对流项，本文采用

Rusanov 数值通量。对于 x 方向界面，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,
2

1ˆ ˆ, ,   , ,   max ,
2 2 2

fL R
L R L R R L f L Ri j

f U f U
F f U U f U U U U U U

α
α

+

+
= = − − = 。 

对于 y 方向界面，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,
2

1ˆ ˆ, ,   , ,   max ,
2 2 2

gB T
B T B T B BT Tgi j

g U g U
g U U g U UG U U U U

α
α

+

+
= = − − = ， 

其中， ,L RU U 分别表示界面左右两侧的重构状态， ,B TU U 分别表示界面上下两侧的重构状态， ,f gα α 为

局部数值耗散系数。Rusanov 通量形式简单，鲁棒性较好，能够为非线性双曲方程的稳态迭代提供必要的

稳定性。 

2.3. 空间离散精度 

空间离散精度主要由单元界面两侧状态量的重构方式决定。在一阶空间精度格式下，界面两侧的状 
态量直接取相邻单元的平均值。分别对于 x 方向界面上的 1

2
i

x
+

和 y 方向界面上的 1
2

j
y

+
为例，有 
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, 1, , , 1, , ,L i j R i j B i j T i jU U U U U U U U+ += = = = 。 

二阶空间精度格式在每个控制体内部做线性重构[8]。对 x 方向界面 1
2

i
x
+

，左右两侧状态分别取为 

, , 1, 1,,
2 2

x x
L i j i j R

x
i j i j

xh h
U U U Uσ σ+ += + = − ， 

其中， ,
x
i jσ 和 1,

x
i jσ + 分别表示单元 ,i jC 和 1,i jC + 内沿 x 方向的斜率。内部单元采用中心差分计算斜率： 

1, 1,
,

1 1

i j i jx
i j

i i

U
x

U
x

σ + −

+ −

−
=

−
。 

对 y 方向界面上的 1
2

j
y

+
同理： 

, 1 , 1
, , , 1 , 1 ,

1 12
,

2
, i j i jy y y

i j i j i j i j i j
j

y y

j
B T

U
U U U U

U
y y

h h
σ σ σ + −

+ +
+ −

−
= + = − =

−
。 

对于靠近边界的单元，由于中心差分模板可能涉及计算区域外的单元，本文通过 Ghost 单元给定边界外

侧的状态量。Ghost 单元的取值由精确边界条件给出，从而保证边界附近的重构公式与内部单元保持一

致。这样既可以统一处理各个方向上的界面通量，又能避免在边界处降低空间离散格式的精度。 

2.4. 时间离散 

为了获得二维无粘 Burgers 方程的稳态数值解，本文引入伪时间项，将稳态问题转化为随伪时间演化

的初值问题，并通过迭代使离散残差逐步趋向于零，即可认为获得了稳态解。空间离散后，半离散方程

可写为 

( )tU N U= 。                                  (4) 

伪时间方向上采用一阶向前 Euler 格式，设 nU 为第 n 步迭代得到的数值解，则从第 n 步到第 1n + 步的更

新公式为 

( )1n n n
hU U t N U+ += ∆ ，                              (5) 

其中， ( )n
hN U 表示在细网格尺度 h 上的离散残差算子， t∆ 为伪时间步长。全局伪时间步长根据 CFL 稳

定性条件确定，即 

( )
,,

min ,
2 max
2

x y

i ji j

CFL h h
t

U
∆ = 。 

3. 非线性多重网格法 

多重网格方法是一类有效的迭代加速方法。相比于单层网格迭代，多重网格方法在不同网格尺寸之

间传递误差信息，通过将低频误差传递给较粗网格，使其在粗网格上表现为相对高频误差，并通过粗网

格求解加速误差收敛。由于本文所考虑的 Burgers 方程具有非线性，采用非线性多重网格法(NMG)直接在

各层网格上求解双曲方程。 

3.1. 非线性多重网格算法 

下面分别用下标 h 和 H 表示与细网格和粗网格相关的算子和变量。设某一层细网格上的非线性方程

为 
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( )h h hN U r= ，                                   (6) 

( )h hN U 是细网格上的非线性离散算子， hU 为该细网格上的近似解， hr 是右端项。细网格上的解是通过

迭代方法来解决的，该方法能够在几次迭代中快速抑制近似解的高频误差，此过程称之为光滑。相应的

迭代方法称为光滑器。本文使用的光滑器为 LU-SGS [9] [10]。在细网格经过 1v 次前光滑后，定义细网格

非线性残差为 

( )h h h hR r N U= − 。 

分别将当前细网格上的近似解和残差限制到粗网格上： 
0 ,H H
H h h H h hU I U R I R= = ， 

其中， H
hI 为限制算子，粗网格尺度满足 2H h= 。于是粗网格上的问题可以表示为 

( )0:H H H Hr N U R= + ， 

Hr 是粗网格上的右端项。因此，粗网格上求解的仍是完整的非线性问题 

( )H H HN U r= ，                                   (7) 

这种构造保证了粗网格方程与细网格方程之间的一致性。粗网格方程经过 cv 次光滑求解后，定义粗网格

校正量为 0
H H He U U= − ，将校正量延拓回细网格，细网格解更新为 

new h
h h H HU U I e= + ， 

其中， h
HI 为延拓算子。随后在细网格上进行 2v 次后光滑，以消除延拓操作可能重新引入的高频误差。 

3.2. 网格转移算子 

相邻两层网格在两个坐标方向上均按比例 2 进行粗化，有 2x xH h= ， 2y yH h= 。各网格层均采用与

最细网格相同形式的有限体积离散形式。在多重网格法中，网格转移算子负责在不同层级之间传递残差、

解或者校正量，其构造会直接影响粗网格校正的有效性与整体收敛性能。对于双曲型问题，转移算子的

精度通常需要满足如下匹配条件[11] [12] 

P R PDEm m m p+ ≥ + ，                                (8) 

其中， Pm 是延拓算子的精度阶， Rm 是残差的限制算子的精度阶， PDEm 是偏微分方程中最高导数的阶，

p是粗网格离散格式的精度阶。该条件清晰地表明了转移算子的选择应具有足够的精度以匹配相应的粗

网格离散精度。 
本文测试了几种经典的转移算子。粗网格校正返回细网格时，主要采用注入延拓和双线性延拓两种

方式。注入延拓是最简单的延拓方式，它将一个粗网格单元上的校正量直接赋给其覆盖的四个细网格单 
元，即 ( ) ,2 ,2

h
H H I JI p J q

I e e
+ +

= ， { }, 0,1p q∈ 。相比之下，二阶双线性延拓算子[13]则根据粗细网格单元中心 

的相对位置进行插值： 

( ) ( )

( )

m mm S kh
H H k

mm S k

w e
I e

w
∈

∈

=
∑
∑

。 

图 1 展示了细网格中心 k 与粗网格中心 , , ,A B C D 的相对位置关系，其中 k 表示任意一个细网格单元，

( )S k 是所有与该细网格相关的粗网格单元的集合， me 为粗网格单元 m 上的校正值。权重 mw 公式为 

, ,BC CD AD CD
A B

ABCD ABCD

h h h h
w w

S S
= =  
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, ,BC ABAB AD
C D

ABCD ABCD

h hh h
w w

S S
= =  

ABCDS 为矩形 ABCD 的面积。图 1 展现了 k 处于内部点时的情形，更详细的边界处理可参考[13]。 
 

 
Figure 1. Relative positions of fine-grid and coarse-grid cell centers in the bilinear prolongation operator 
图 1. 双线性延拓算子细网格中心与粗网格中心的相对位置关系 

 
对于将细网格上的解和残差限制到粗网格的过程，本文测试对解和残差分别使用不同的限制算子。

由于离散未知量 ,i jU 表示控制体上的单元平均值，解的限制算子应保持守恒性，所以将会一直使用加权

平均限制。一个粗网格控制体覆盖四个细网格控制体，其限制公式为 

( ) { }
1 1

2 ,2, 0 0

1 , , 0,1
4

H
h h I p J qI J p q

I U U p q+ +
= =

= ∈∑∑ 。 

该方法实现简单，能够平稳地将细网格信息传递到粗网格。 
对于残差的限制算子，除了加权平均限制外，残差的限制算子一般是延拓算子的伴随[3]。然而，对

于双线性延拓而言，加权平均限制与延拓算子并不严格满足伴随关系。于是对残差的限制算子使用双线

性延拓的伴随限制。同时我们还测试了 Neumann 边界处理的双线性限制[11] [14]，以此来强调合适的限

制延拓组合的重要性。 

3.3. 伴随性质与 Neumann 边界处理的理论分析 

设 h
HP I= 为粗网格到细网格的延拓算子，若残差限制算子 H

hR I= 满足 

, ,H h H hh HPe r e Rr= ， 

则称 R 与 P 在离散内积意义下互为伴随。其中， He 表示粗网格校正量， hr 表示细网格残差。对均匀二倍

粗化的二维网格，双线性延拓的伴随限制可写为 ( )1 4 TR P= 。非线性多重网格法粗网格校正的目标是让

粗网格方程接收细网格上尚未被光滑器消除的低频残差信息，并将粗网格求得的校正量有效返回细网格。

若限制和延拓不满足伴随关系，则粗网格上被修正的残差分量与延拓回细网格的校正方向可能不一致，

导致粗网格校正不能有效降低误差。 
在多重网格法中，转移算子不仅需要在区域内保持较好的插值精度，还需要在边界附近给出合理
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的处理方式。对于双线性转移算子而言，内部单元通常可以利用周围多个网格单元的信息构造插值权

重；但在靠近计算边界的位置，标准插值模板会涉及计算区域外的 Ghost 单元，因此必须引入额外的边

界处理方式。Neumann 边界处理的双线性限制算子的出发点是边界附近缺少完整插值模板时，利用边

界法向导数条件补足或者修正边界附近的限制权重。Neumann 边界处理通常对应于零法向导数条件，

可近似满足 

0e
n
∂

=
∂

， 

其中，e表示粗网格校正量或者细网格误差信息，n 表示边界外法向方向。说明边界外侧的 Ghost 单元可

以通过边界内侧的值进行镜像或外推。对于本文所考虑的二维无粘 Burgers 方程，边界条件由精确解给

出，本质上属于 Dirichlet 型边界条件，边界附近的数值误差和粗网格校正量并不一定满足零法向导数假

设。如果采用 Neumann 型边界条件来处理转移算子边界处的模板，就可能使限制后的粗网格残差信息与

原问题的 Dirichlet 边界约束不一致，限制效果受边界条件类型和误差分布影响较大。因此相比之下，具

有伴随结构的限制、延拓算子组合更能保持粗网格校正的一致性和稳定性。 

4. 数值实验 

本节数值实验考察了一阶、二阶空间离散格式下不同网格转移算子的收敛性能。网格规模依次取

64,128, 256, 512x yN N= = 和 1024。前后光滑数均取 1 2 2v v= = ，最粗网格光滑次数取 4cv = ，CFL 数取

5，当相对残差下降至 10−8 时认为收敛。实验主要比较非线性多重网格方法中不同限制算子与延拓算子的

组合效果。实验中延拓算子采用注入延拓(inj)，双线性延拓(bil)，限制算子采用加权平均限制(avg)，双线

性延拓的伴随限制(bila)，Neumann 边界处理的双线性限制(neu)。通过不同组合的对比，可以观察高阶网

格转移算子是否能够在相同空间离散格式下进一步改善多重网格的计算效率。 

4.1. 一阶空间精度 

首先考察不同的转移算子在一阶空间精度下的表现。表 1 展示了一阶格式下不同限制延拓算子在不

同网格尺寸下的计算效率比较。由表中结果可以看出，相较于单层 LU-SGS 方法，非线性多重网格方法

能够显著降低迭代步数，说明粗网格校正具有明显的低频误差消除能力。随着网格逐渐加密，bila + bil 相
较 avg + inj 的迭代步数的改善效果并不稳定。这说明在一阶空间精度下，高阶转移算子可以带来一定的

加速效果，但是这种改善并没有随着网格加密而持续增强。其原因在于，一阶格式下低阶转移算子已经

满足(8)的要求，粗网格校正过程中由转移算子引入的误差尚未成为主导误差来源。 
 

Table 1. Comparison of convergence performance for different grid-transfer operator combinations under first-order spatial 
accuracy 
表 1. 一阶空间精度下不同网格转移算子组合的收敛性能比较 

x yN N×  
迭代步数 

下降率 
单层 LU-SGS NMG (avg + inj) NMG (bila + bil) 

64 × 64 534 42 41 2.4% 

128 × 128 1166 35 62 −77.1% 

256 × 256 2151 82 68 17.1% 

512 × 512 4689 140 109 22.1% 

1024 × 1024 7613 218 191 12.4% 
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图 2 进一步展示了不同网格尺寸下各转移算子组合的迭代步数和计算时间变化趋势。可以看到，不

同转移算子组合之间的差距总体较小。一阶格式本身的数值耗散较强，低阶转移算子已经能够传递主要

的低频误差信息，高阶转移算子虽然可以改善粗网格校正的光滑性，但其收益会被一阶离散误差和数值

耗散部分掩盖，因此不同转移算子组合的差距并没有很明显。 
 

 
Figure 2. Comparison of iteration counts and computational time with grid size for different grid-transfer operator combinations 
under first-order spatial accuracy 
图 2. 一阶空间精度下不同网格转移算子组合的迭代步数、计算时间随网格尺寸的变化比较 

4.2. 二阶空间精度 

为进一步考察转移算子精度与离散格式精度之间的关系，下面将空间离散格式提高到二阶，并在相

同的多重网格框架下比较不同限制、延拓算子组合的收敛表现。表 2 给出了不同网格尺寸下各方法达到

相同收敛标准所需的迭代步数。可以看到在二阶格式下，多重网格法依然有着很好的计算效率。同时在

1024 × 1024 网格下，双线性限制延拓的组合能比低阶转移算子的迭代步数下降率近 38.8%。这表明在二

阶空间精度条件下，合适的限制、延拓算子组合能够有效地改善多重网格的收敛性能，其加速效果明显

强于一阶空间离散情形。 
 

Table 2. Comparison of convergence performance for different grid-transfer operator combinations under second-order spatial 
accuracy 
表 2. 二阶空间精度下不同网格转移算子组合的收敛性能比较 

x yN N×  
迭代步数 

下降率 
单层 LU-SGS NMG (avg + inj) NMG (bila + bil) 

64 × 64 285 37 28 24.3% 

128 × 128 485 58 45 22.4% 

256 × 256 840 111 74 33.3% 

512 × 512 1460 209 130 37.8% 

1024 × 1024 2555 392 240 38.8% 
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图 3 进一步展示了不同网格转移算子组合在迭代步数和计算时间方面的变化趋势。随着网格尺寸的

增大，低阶转移算子和高阶转移算子之间的差异逐渐扩大。其中，双线性限制延拓算子的组合始终具有

较少的迭代步数和较低的计算时间，说明该组合能够更准确地完成粗细网格之间的信息传递，从而提高

粗网格校正的有效性，更加直观地展现了高阶转移算子的优势。同时还可以看到，不同高阶算子组合之

间的表现并不完全一致，仅提高算子精度并不一定能够获得最佳效果，Neumann 边界处理的限制与双线

性延拓之间的结构不匹配，所以此时甚至会削弱多重网格校正的效果。 
 

 
Figure 3. Comparison of iteration counts and computational time with grid size for different grid-transfer operator combinations 
under second-order spatial accuracy 
图 3. 二阶空间精度下不同网格转移算子组合的迭代步数、计算时间随网格尺寸的变化比较 

 
表 3 中展示了不同算子组合的精度阶及其对匹配条件(8)的满足情况。本文 Burgers 方程的最高阶

1PDEm = 。对于一阶空间离散，(8)要求 2R Pm m+ ≥ 。avg + inj 的算子组合达到一阶格式所需的匹配要求。

同时由于一阶离散本身具有较强的数值耗散，转移算子通常不是限制整体收敛效率的主要因素，因而不

同组合之间的性能差异相对有限。而对于二阶空间离散，(8)要求 3R Pm m+ ≥ ，粗网格校正对转移算子的

精度和结构匹配更敏感。此时 avg + inj 的总阶数刚好达到最低精度边界，缺少进一步的精度余量，导致

粗网格校正效率下滑；而 bila + bil 组合既具有较高的插值精度，又保持残差限制与校正量延拓之间的伴

随关系，因此在二阶格式下表现出更明显的加速效果。 
 

Table 3. Accuracy-order matching of different grid-transfer operator combinations 
表 3. 不同网格转移算子组合的精度阶匹配情况 

转移组合 Rm  Pm  1p =  2p =  

avg + inj 2 1 满足 达到临界 

avg + bil 2 2 满足 满足 

bila + bil 2 2 满足 满足 

neu + bil 2 2 满足 满足 
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5. 含激波的二维扩展 Riemann 问题 

对于 Burgers 方程这类非线性双曲守恒方程而言，数值解中会出现激波等间断结构。本节构造一维

Riemann 问题在二维区域上的扩展算例，进一步比较在二阶空间精度下不同网格转移算子在光滑区和激

波区的收敛历史及最终解质量。 
本节采用前文相同的数值通量和离散方法，考虑如下无源项的二维 Burgers 方程： 

( ) ( )
0

f u g uu
t x y

∂ ∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
， ( ) ( )

2

2 2
uf u g u= = ，                       (9) 

计算区域为 ( ), 0, 202 ,x y    = π π×   ，采用 512 × 512 均匀网格。为抑制二阶重构在间断附近出现的

非物理振荡，斜率采用 minmod 限制器。其余计算参数设置与前文保持一致。将一维 Riemann 初值沿 y
方向作常值延拓，左右状态分别取 1Lu = ， 1Ru = − ，并将间断置于区域中点 ( )2 2 2sx L= = π 。由 RH
条件[1]可得激波传播速度 

( ) ( )
0L R

L R

f u f u
s

u u
−

= =
−

。 

因此该问题的激波保持在 sx x= 处，对应的稳态解为 

( )* 1,
,

1,
s

s

x x
u x y

x x
<

= − >
。 

边界条件取为 ( )0, 1u y = ， ( ), 1u L y = − ，以及 

( ) ( )
1,

, 0 ,
1,

s

s

x x
u x u x L

x x
<

= = − >
， 

使边界值与二维扩展的 Riemann 解保持一致。初值采用具有有限过渡宽度的初始场 

( )0
0

, tanh sx x
u x y

ε
 −

= −  
 

， 0 8hε = ， 

其中， ( )512 512 2h L= = π 。为了区分光滑区误差和间断区误差，将激波附近区域定义为 

( ){ }, : 4s sx y x x hΩ = ∈Ω − ≤ ， 

其余部分记为光滑区 \r sΩ = Ω Ω 。光滑区和激波区的残差均采用离散 2L 范数统计，并以初始全局 2L 残差

归一化得到相对残差。 

5.1. 光滑区与激波区的收敛历史 

图 4 给出了不同转移算子组合在光滑区的相对残差收敛历史。可以看出，与 avg + inj 组合相比，高

阶算子组合在多数迭代阶段具有较低的光滑区残差，并较早达到收敛状态。这是因为双线性算子能够将

粗网格校正量更平滑地分配到细网格，从而提高光滑误差分量在粗细网格之间的传递效率。高阶转移算

子在远离间断的区域保持了良好的粗网格校正效果。 
图 5 展示了不同转移算子组合在激波区的相对残差收敛过程。与图 4 相比，激波区残差的幅值明显

更大，且衰减过程持续更长，说明全局收敛后期主要受到间断附近误差的控制。其余三种高阶算子组合

在跨越间断时保持了稳定连续的残差下降过程，未出现残差发散或持续振荡。高阶转移算子虽然在间断

主导区域的加速作用受到限制，但并未因较宽的插值模板而损害多重网格迭代的稳定性，这反映了高阶

算子在激波附近保持较好的稳定性和鲁棒性。 
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Figure 4. Relative residual convergence histories in the smooth region for different grid-transfer operator combinations 
图 4. 不同网格转移算子组合的光滑区相对残差收敛历史 

 

 
Figure 5. Relative residual convergence histories in the shock region for different grid-transfer operator combinations 
图 5. 不同网格转移算子组合的激波区相对残差收敛历史 

5.2. 解的质量 

图 6 比较了不同转移算子组合在区域中心线 2y L= 处的最终数值解。可以看出四条数值曲线与位于

( )2 2sx x= = π 的精确解几乎完全重合。数值结果能够正确地捕捉激波的位置。采用双线性延拓的高阶

算子组合没有因较宽的插值模板而降低最终解的质量，未在激波附近引入剧烈的非物理振荡。因此，高

阶网格转移算子既能改善光滑区粗网格校正质量的同时，又能保持含激波问题中的最终数值解的稳定性

和激波捕捉能力。 
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Figure 6. Final centerline solutions obtained with different grid-transfer operator combinations 
图 6. 不同网格转移算子组合得到的最终中心线解 

6. 总结 

本文针对二维无粘 Burgers 方程的稳态求解，比较了非线性多重网格法中不同转移算子组合的计算

效率。数值结果表明，相比于单层 LU-SGS 方法，非线性多重网格法能够明显减少迭代步数和计算时间，

说明粗网格校正可以有效加速低频误差衰减。在二阶空间离散精度下，合适的限制、延拓算子组合能够

更加准确地传递粗细网格之间的信息，使迭代步数最多减少约 30%~40%，且随着网格尺寸增大，优势更

加明显。含激波算例中，高阶转移算子在加快光滑区收敛的同时，未引入明显的非物理振荡，能够保持

间断附近的稳定性和数值解质量。后续工作可进一步考察非均匀网格以及更高阶重构方法下转移算子的

鲁棒性。 
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