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摘  要 

针对季节性繁殖物种在一维有界区域上的持续生存问题，本文采用周期单调动力系统理论及周期抛物方

程的主特征值理论，研究了一类具有单调出生函数、齐次Dirichlet边界条件的常微分–偏微分混合模型，

给出了种群持久存在的临界域长度及计算公式，确定了种群灭绝与持续生存的阈值动力学结果。研究表

明，区域长度小于该临界域时，系统的零平衡态全局渐近稳定，种群灭绝；区域长度大于该临界域时，

系统存在唯一全局吸引的正平衡态，种群可持续生存。数值模拟讨论了模型关键参数对临界域的影响，

并验证了理论结果的准确性。 
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Abstract 
The persistence of species with seasonally breeding on a one-dimensional bounded domain is inves-
tigated. By employing the theory of periodic monotone dynamical systems and the principal eigen-
value theory for periodic parabolic equations, we study a hybrid ordinary differential equation-par-
tial differential equation model with monotone birth functions and homogeneous Dirichlet bound-
ary conditions. The critical domain size for population persistence is established and its explicit formula 
is derived. The threshold dynamics between population extinction and persistence is determined. The 
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results show that when the domain length is below the critical size, the zero equilibrium is globally 
asymptotically stable, and the population becomes extinct; when the domain length exceeds the crit-
ical size, there exists a unique globally attractive positive equilibrium, and the population is persis-
tent. Numerical simulations are conducted to observe the effects of key model parameters on the crit-
ical domain size and also to verify the accuracy of the theoretical results. 
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1. 引言 

季节性繁殖是指生物为适应环境周期变化，将繁殖集中在每年特定时段发生，以提高后代存活率的一

种进化策略。如自然界中的很多鱼类、昆虫及部分哺乳动物都具有明显的季节性繁殖特征，其繁殖活动通

常集中在每年较短时间内完成，而扩散和死亡则在其余时间连续发生。因此，此类种群的演化在时间上具

有明显的周期性特征。对于生活在有限区域中的物种，栖息地大小是决定种群是否能够长期存续的重要因

素。在齐次 Dirichlet 边界条件下，模型假设在栖息地外部种群不具备生存条件，因此个体一旦迁出边界就

会死亡。如果种群栖息地长度或面积较小，繁殖带来的数量补充不足以弥补扩散损失，种群最终会走向灭

绝；而当栖息地大小达到一定规模后，种群的繁殖可以覆盖死亡和扩散造成的损失，种群便可能长期存续。

这种决定种群灭绝与持久的最小空间尺度被定义为种群持久存在的临界域[1]。临界域的存在性及其计算

公式是预测种群长时间动力学行为的重要依据，一直受到众多生态学家和应用数学家的关注。 
由于周期环境导致种群的出生和死亡随时间发生变化，这给种群演化的数学建模及模型动力学分析

带来一定的挑战。为了研究季节性繁殖物种的动力学，离散–连续混合脉冲常微分或偏微分方程模型被

大量提出，参见文献[1]-[5]。特别地，在经典工作 Lewis 和 Li [1]中提出了如下具有离散繁殖脉冲与连续

反应扩散的脉冲反应扩散方程模型： 
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模型假设物种的生存环境是均匀的，即模型的参数是常数，且繁殖脉冲发生在时间 0t = 处，这给模

型的动力学分析带来很大的方便。该工作研究了系统在无界区域上传播速度和行波解的存在性，以及有

界区域上种群持久存在的最小临界域问题，并给出了临界域的数学计算公式，其结果揭示了种群扩散能

力、生长率和死亡率对种群扩散和持久性的影响。随后，Jin 等、Wu 和 Zhao [6]-[8]等学者进一步发展了

脉冲反应扩散方程理论，并将其应用于两性种群、非局部扩散及气候变化背景下的种群持续性研究。近

年来，Bai、Lou 和 Zhao [9]基于成年个体同步羽化现象建立了年龄结构脉冲反应扩散模型，证明了传播

速度与临界域的存在性，并讨论了成熟延迟对种群扩散和持续生存的影响。尽管上述离散–连续混合模

型的研究已取得了重要进展，但由于模型假设种群的繁殖是瞬间离散发生的，即模型并没有对种群在繁
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殖季的演化进行动力学建模。另外，受季节更替的影响，种群的生存环境应该是时间周期而非均匀的。

为了更精准地刻画周期环境中季节性繁殖种群的动力学，Sun 和 Zhang [10] [11]提出了常微分–偏微分混

合建模框架，并在时间均匀环境下研究了系统在无界区域上的传播动力学和有界区域上系统关于临界区

域的阈值动力学。但在时间周期环境下，作者只研究了系统在无界区域上的传播动力学，而系统在有界

区域上持久存在的临界域问题还没有被解决。 
在以上工作基础上，本文研究时间周期环境下季节性繁殖物种在有界域上持久存在的最小临界域及

其计算公式。利用周期单调动力系统理论和周期线性抛物方程的主特征值理论，确定了决定种群灭绝或

持久的临界域阈值，探究了模型关键参数对种群存续临界域的影响。研究结果为周期环境下季节性繁殖

物种的栖息地阈值评估、种群持久性预测以及生物多样性保护政策制定提供了理论依据。 

2. 研究问题 

本文在时间周期环境下研究季节性繁殖物种在有界域 ( )0, lΩ = 上持久的最小临界域问题。受文献[10] 
[11]的启发，对物种作以下生物学假设：物种在一年内具有繁殖与扩散两个阶段，且种群在有界域以外的

环境是完全致死的，即种群模型满足齐次 Dirichlet 边界条件；繁殖季节从每年年初开始，持续时间较短，

繁殖季内无成熟个体出现；每年成年个体只在繁殖期繁殖一次，扩散期不进行繁殖；扩散期所有个体有

相同的自然死亡率和扩散率，且仅在扩散期出现密度依赖性死亡；所有新生个体在同一年内达到成熟；

由于季节交替变化，模型假设种群的生存环境在时间上是周期的、空间上是均匀的。基于上述生物学特

征建立模型如下： 
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          (1) 

模型(1)中种群繁殖期在时间 [ ]0,t L∈ 内发生，扩散期在 ( ],1t L∈ 内发生。 ( ),nu x t 表示第 n 年在位置

x∈Ω和时间 [ ]0,1t∈ 处的种群密度， ( )nN x 表示在第 n 个繁殖阶段开始时在 x 处的繁殖种群密度。假设

每年的繁殖期短于个体成熟期，因此在 [ ]0,t L∈ 内没有新生的个体成熟。所有个体在均在年末已成熟，这些 

成熟个体在下一年的繁殖阶段进行繁殖。项
( ) ( )0 de

t

nN xµ τ τ−∫ 表示在位置 x 和时间 [ ]0,t L∈ 处的成熟个体总

数。 ( ) ( ) ( )( )0 de
t

nf p t N xµ τ τ−∫ 表示繁殖阶段的出生函数，其中 [ ]0,t L∈ 且满足 ( )
0

d 1
L

p t t =∫ ，连续函数 ( ),g t u  

为扩散阶段的密度依赖死亡率，其中 [ ],1t L∈ 。常数 0D > 表示个体扩散率， ( ) 0tµ > 表示个体自然死亡

率，其中 [ ]0,1t∈ 。 
模型(1)通过将一年时间划分为繁殖期和扩散期，建立了常微分–偏微分混合框架，该框架成功地描

述了季节性繁殖物种的繁殖特征。为了在数学上简化处理，模型在生物学意义上进行限制，即物种的繁

殖期和扩散期在时间上是严格分离的。然而自然界中部分物种的繁殖与扩散存在一定的重叠时期，同时

模型(1)未考虑成熟延迟对种群动力学的影响。尽管存在上述简化，模型(1)对于具有高度同步性的脉冲式

繁殖物种仍具备适配性与合理性。例如许多高纬度地区或温带地区的昆虫、大型迁徙鸟类及哺乳动物，

这些物种通常集中在一年中特定窗口进行繁殖交配，随后成年个体死亡或停止繁殖，进入长期的生长和

扩散。基于上述系统(1)的建模背景，结合模型实际意义，提出以下假设： 
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假设 1 
a) 函数 ( )tµ 和 ( )p t 关于时间 0t ≥ 以 1 年为周期； 
b) f 是定义在 + 上单调非减的局部利普希茨连续函数，满足 ( )0 0f = ， ( )0 0f ′ > ，且对所有 0N >

有 ( ) 0f N > ， ( )f N N 关于 N 非增； 
c) ( ),g t u 是 + +×  上的局部利普希茨连续函数，关于时间 t 以 1 年为周期，满足 ( ),0 0g t = 且对任

意 0u ≥ 有 ( ), 0u g t u∂ > 。 
为了研究齐次 Dirichlet 边界条件下系统(1)的动力学行为，引入赋予 1C 范数的 Banach 空间： 

[ ]( ) ( ) ( ){ }1: 0, , : 0 0C l lφ φ φΧ = ∈ = =  

定义 Χ 中具有非空内部的正锥为 ( ) [ ]{ }: : 0, 0,x x lφ φ+Χ = ∈Χ ≥ ∀ ∈ ，则其内部集合如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }Int : : 0, 0, , 0 0, 0x x l lφ φ φ φ+ ′ ′Χ = ∈Χ > ∀ ∈ > <  

根据文献[12]第三章第一节，利用周期演化算子理论构造庞加莱映射，可将连续系统转化为离散时间递推

系统。因此，对任意初值 0N ∈Χ，可将系统(1)转化为离散时间递推系统(2)： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 : , 0, ,n L L n nN x Q Q N x Q N x x l n+ −    = ⋅ = ∀ ∈ ∈        
                     (2) 

其中， LQ 表示系统(1)中第一个方程从时间 0t = 到 t L= 时刻的解映射， 1 LQ −
 是第二个方程从 t L= 到 1t =

时刻带有齐次 Dirichlet 边界条件下的解映射。因此，系统(1)从时刻 0t = 到 1t = 的解映射可以表示为

1 L LQ Q Q−= 

  。 
现在考虑系统(2)在齐次 Dirichlet 边界条件下的全局动力学行为。重点关注最小临界域的存在性，即

当有界区域尺度超越该临界区域时，种群能够持续生存，否则种群灭绝。本文假设物种在繁殖季内的出

生函数 f 为单调非减的。为了研究物种的持久性，本文进一步作出如下合理的生物学假设[10] [11]，其中

假设 2 是种群拥有入侵能力的前提条件，代表物种能够在低密度下进行自我补充。 
假设 2 ( ) ( )( )

1
0 de 1 0 1s s fµ−∫ ′+ > 。 

假设 3 存在实数 0, 0, 1f fM σ ν> > > ，使得 ( ) ( )0 ff N f N MNν′≥ − 对所有的 0 fN σ≤ ≤ 成立。 

3. 最小临界域 

为了确定种群在有界区域 ( )0, lΩ = 上满足齐次 Dirichlet 边界条件时维持种群持久生存的临界域大小，

首先将系统(1)在零平衡态处进行线性化，得到如下线性系统： 
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             (3) 

当 [ ]0,t L∈ 时，求解系统(3)的第一个方程得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 d

0
, e 1 0 d

t ts s
n nu x t f p N xµ υ υ−∫ ′= + ∫  

上式中令 t L= 得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 d, e 1 0
L s s

n nu x L f N xµ−∫ ′= +  
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令 ( ), ,0 1V t s s t≤ ≤ ≤ 是 +Χ 上线性抛物方程(4)的演化算子： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
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则有 
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∫π π
= ∑ 是方程(4)的格林函数。因此，系统(3)的 ( )nN x 满足 

如下离散时间迭代系统： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 d
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L s s
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其中 ( ) ( ) ( )( )0 d: 1, e 1 0
L s sT V L fµ−∫ ′= +

 是线性系统(3)的庞加莱映射，则Q 在零点的弗雷歇导数满足 

( )0DQ T= 。根据文献[13]第二章和第三章，T在空间 Χ 上是紧且强正的。令 ( ):r r T=  是T的谱半径，根

据文献[13]中 Krein-Rutman 定理可知 0r > ，并且 r 是算子T唯一的主特征值，其对应一个强正的特征函 

数 ( )ˆ intφ +∈ Χ 。令 ( )sin intˆ x
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φ +π = ∈ Χ 
 

，通过计算可得 
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由此可知 ( )ˆ intφ +∈ Χ 是算子T的一个强正特征函数，由主特征值的唯一性可知 

( )
( ) ( ) ( )( )

2
1
0

1 d: e e 1 0
D L s slr r l fµ

π − −  −  ∫ ′= = + 。主特征值 ( )r l 代表种群在经历繁殖和扩散这两个发展阶段结束 

后平均能够存活下来的个体。当主特征值 ( ) 1r l > 时种群增长； ( ) 1r l < 时种群走向灭绝； ( ) 1r l = 时种群

处于临界平衡。 
容易看出谱半径 ( )r l 关于区域长度 l 是严格单调递增的，且有 ( )0 0r + = ， ( ) ( ) ( )( )

1
0 de 1 0s sr fµ−∫ ′+∞ = + 。

结合假设 2 可知，存在唯一的 * 0l > 使得 ( )* 1r l = 。当 *l l< 时 ( ) 1r l < ，当 *l l> 时 ( ) 1r l > 。令 ( ) 1r l = ，

求解得到临界区域大小为 

( )
( )( ) ( )

*
1

0

1

ln 1 0 d

D L
l

f s sµ

−
= π

′+ − ∫
                              (6) 

为了建立系统(2)的动力学阈值结果，首先给出以下引理： 
引理 1 若假设 1 成立，则庞加莱映射 :Q + +Χ → Χ 是强单调且严格次齐次的。 

证明 任取 1 2φ φ> ， ( )1 2, intφ φ +∈ Χ ，由 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0d d d

0
e e e d

L L s
s

L
LQ x x f p s x sµ τ τ µ τ τ µ τ τφ φ φ− − −∫ ∫ ∫= + ∫ ， 
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结合假设1中 f 的单调性知 [ ]( ) [ ]( )1 2L LQ x Q xφ φ≥  ，即 LQ 是单调的。令 ( ), , 1, 2iu x t i = 是抛物方程(7)的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ] [ ]
( ) [ ]

2

2

, ,
, , , , , 0, , 0,1

,i L i

u x t u x t
D t u x t g t u x t u x t x l t

t x
u x L Q

µ

φ

∂ ∂
= − − ∈ ∈

∂ ∂
 =



            (7) 

定义 ( ) ( ) ( )1 2, , ,x t u x t u x tω = − ，则ω 满足 ( )( ) ( ) ( )( )
2 2

1 2
1 2 1 1 2 22 2 , ,t

u uD t u u g t u u g t u u
x x

ω µ
 ∂ ∂

= − − − − − ∂ ∂ 
，令 

( ) ( ), ,h t u g t u u= ，根据假设 1 中 g 的单调性和连续性可知 ( ), 0g t u ≥ ， ( ), 0u g t u u∂ > ，则 

( ) ( ) ( ), , , 0u uh t u g t u g t u u∂ = + ∂ > 。对于固定的 [ ],1t L∈ ， ( ),h u⋅ 关于 u 是单调递增且连续的。由中值定理 

可得 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,h t u h t u h t u uξ− = − ， ξ 位于 1u 与 2u 之间。此时ω 满足 ( ) ( )
2

2 ,t D t h t
x
ωω µ ω ξ ω∂

= − −
∂

。 

根据 [ ]( ) [ ]( )1 2L LQ x Q xφ φ≥  ，有 ( ), 0x Lω ≥ 。根据文献[13]第二章中抛物型方程强极大值原理，当 

[ ] [ ]0, , ,1x l t L∈ ∈ 时，有 ( ), 0x tω > ，令 1t = ，有 [ ]( ) [ ]( )1 2 0Q x Q xφ φ− >  。进一步，根据文献[13]第二章中

Hopf 边界引理，有 ( )0,1 0xω > ， ( ),1 0x lω < 。因此， [ ] [ ] ( ) ( )1 2 ,1 intQ Qφ φ ω +− = ⋅ ∈ Χ  ，这表明 [ ] [ ]1 2Q Qφ φ

  ，

即Q 是强单调的。 

取 ( )0,1α ∈ ， ( )intφ +∈ Χ ， [ ]0,x l∈ ，有 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0d d d

0
e e e d

L L s
s

L
LQ x x f p s x sµ τ τ µ τ τ µ τ ταφ αφ αφ− − −∫ ∫ ∫= + ∫  

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0d d d

0
e e e d

L L s
s

L
LQ x x f p s x sµ τ τ µ τ τ µ τ τα φ α φ α φ− − −∫ ∫ ∫= + ∫  

根据假设 1 中 0N > 时 ( )f N N 关于 N 非增。故对于任意 ( )0,1α ∈ ，有
( ) ( )f N f N

N N
α
α

≥ ，即 

( )f N Nα α> 。因此， [ ]( ) [ ]( )L LQ a x Q xφ α φ≥  ，即 LQ 是次齐次的。令 ( ),u x t 是方程 

( ) ( )
2

2 ,u uD t u g t u u
t x

µ∂ ∂
= − −

∂ ∂
在初值为 ( ) [ ]( ), Lu x L Q xφ=  的解。定义 ( ) ( ), ,z x t u x tα= ，则 ( ),z x t 满足微分

方程 ( ) ( )
2

2 ,z u zD t z g t u u
t t x

α µ α∂ ∂ ∂
= = − −

∂ ∂ ∂
。由 1α < ，结合 g 的单调性，有 ( ) ( ) ( ), , ,g t u g t u g t zα> = ，

( ) ( ) ( ), , ,g t u u g t u z g t z zα = > ，从而 ( ) ( )
2

2 z ,z zD t g t z z
t x

µ∂ ∂
< − −

∂ ∂
。根据边界条件 ( ) ( )0, 0, 0u t z t= = ， 

( ) ( ), , 0u l t z l t= = ，初始条件 ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0, , , 0u t z t u l t z l t= = = = ，结合文献[14]第五章第二节中比较原理，

对所有的 ( ] ( ),1 , 0,t L x l∈ ∈ 必有 ( ) ( ) ( ), , ,u x t z x t u x tα> = 。令 1t = 可得 ( ) ( ),1 ,1u x u xα> ，和上述证明强单

调性类似，差值函数 ( ) ( ), ,u x t z x t− 在边界上满足 Hopf 引理，则有 ( ) ( ) [ ] [ ] ( ),1 ,1 intu z Q a Qφ α φ +⋅ − ⋅ = − ∈ Χ  。

由于 1 L LQ Q Q−= 

  ，故 [ ] [ ]Q Qαφ α φ

  ，Q 在空间Χ+ 上是严格次齐次的。 
下面，证明系统关于临界域 *l 具有如下的阈值动力学结果： 
定理 2 若假设 1~3 均满足，出生函数 f 为单调非减函数，那么以下结论对于系统(2)成立： 
(1) 如果 *l l< ，则系统(2)的零平衡态在Χ+ 上全局渐近稳定。 
(2) 如果 *l l> ，则系统(2)存在唯一的正不动点 ( )* intN +∈ Χ ，且 *N 具有全局吸引性，即当 [ ]0,x l∈

时，对任意初值 { }0 \ 0N +∈Χ ，均有 ( ) ( )*lim nn
N x N x

→∞
= 成立。 

证明 (1) 当 *l l< 时， ( )
( ) ( ) ( )( )

2
12 0

1 de e 1 0 1
D L s slr l fµ

π
− − −∫ ′= + < ，由于 ( )r l 为最大特征值，故系统(2)的零
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解局部稳定。 
下面证零解在 +Χ 上全局吸引。令θ 为一大于 0 的常数，定义 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2
12 0

1 de e 1 0 ,ˆ 0

n
D L s sl

nI x f x nµθ φ
π

− − −∫
 
 ′= ⋅ + ∀ ≥
  

 

下面验证 ( )nI x 满足线性抛物型方程(8)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0

2

2

d

1

, ,
, , 0, , ,1

, e 1 0

0, , 0
,1

L

n n
n

s s
n n

n n

u x t u x t
D t u x t x l t L

t x

u x L f I x n
u t u l t
I x u x

µ

µ

−

+

∫

∂ ∂
= − ∈ ∈ ∂ ∂

 ′= + ∈ = =
 =



                (8) 

当 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 d, 0 ˆe 1
L s su x L f xµθ φ−∫ ′= + 时， ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 0 d, e e 1 0 ˆtD t L s slu x t f xµθ φ
π

− − −∫
 
 ′= ⋅ +
  

为线性抛物型方程(9) 

的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( )

2

2

, ,
, , ,1

0, , 0

u x t u x t
D t u x t t L

t x
u t u l t

µ
∂ ∂

= − ∈
∂ ∂

 = =

                      (9) 

当 1t = 时，有 ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2
12 0

1 d
1,1 e e 1 0 ˆD L s slu x f x I xµθ φ

π
− − −∫

 
 ′= ⋅ + =
  

。通过归纳法可知 ( )nI x 满足线性抛物

方程(8)。故 ( ) 1r l < 时， ( )lim 0nn
I x

→∞
= 对 [ ]0,x l∈ 一致成立。 

对于系统(2)的任一初值 0N +∈Χ ，选取足够大的θ ，使得 ( ) ( )0 0N x I x≤ 对于一切 [ ]0,x l∈ 成立。根据

假设 1 (b)可知，线性系统(3)的解是系统(1)的一个上解，通过比较原理和归纳法可知，对于 0n ≥ ，均有 
( ) ( )n nN x I x≤ 对于一切 [ ]0,x l∈ 成立。故 ( )lim 0nn

N x
→∞

= 对 [ ]0,x l∈ 一致成立。 

(2) 当 *l l> 时， ( )
( ) ( ) ( )( )

2
12 0

1 de e 1 0 1
D L s slr l fµ

π
− − −∫ ′= + > ，此时系统(2)的零解是不稳定的。根据引理 1， 

Q 在空间 +Χ 上是强单调且严格次齐次的，则庞加莱映射Q 在空间 +Χ 上至多有一个强正的不动点。假设

算子Q 有两个不动点分别为 ( )1 intϕ +∈ Χ 和 ( )2 intϕ +∈ Χ ，根据文献[12]中引理 2.3.1 可知，存在一个常数

( ]0,1ρ ∈ 使得 1 2ϕ ρϕ= 。如果 ( )0,1ρ ∈ ，则 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1Q Q Qϕ ϕ ρϕ ρ ϕ ρϕ ϕ= = = =

    

这是矛盾的，因此 1ρ = ，即 1 2ϕ ϕ= 。 
考虑如下带有 Dirichlet 边界条件的特征值问题： 

( ) ( )

( ) ( )

2

2 , 0,

0, , 0

D t x l
t x

t l t

φ φ µ φ λφ

φ φ

∂ ∂
− + = ∈

∂ ∂
 = =

 

其中 ( ),x tφ 关于 t 是 1 周期的。通过求解，得主特征值为 ( )
2 1

1 2 0
dD s s

l
λ µπ
= + ∫ ，与之对应的特征函数为
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( )
( )

[ ]
2

021
d

, e e sin , 0,ˆ
tDt s s

t l xx t x l
l

µ
λφ

π
+

− ∫ π
= ∈ 。 

由于 ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
2 2

1 1 020 0
d1 d de e 1 0 e e 1 0 1

L LDL s sD L s s s sl lr l f f
λ µµ µ

ππ  − + +− −  − − 
∫∫ ∫′ ′⋅ +⋅= + = > ，取 1λ̂ λ> ， 

( ) ( )( )0 de 1 0
L s s fµη −∫ ′< + 使得

( )
2

02
ˆ d

e 1
LDL s s

l
λ µ

η
π

− + +∫
⋅ > 成立。根据假设 3，对于充分小的 0ε > ， ( )ˆ intφ +∈ Χ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

0 0

0 0 0

0 0

0

d d d

0

d d d d

0

d d d

0

d

e e e d

e e 0 e e d

e 0 e

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆe d

e 0 eˆ ˆ

L L s
s

fL L s s
s

fL L s
s

L

L
L

L

L

Q f p s s

f p s M p s s

f M p s s

f M

µ τ τ µ τ τ µ τ τ

ν
µ τ τ µ τ τ µ τ τ µ τ τ

ν
µ τ τ µ τ τ µ τ τ

µ τ τ µ τ

εφ εφ εφ

εφ εφ εφ

εφ εφ εφ

εφ εφ

− − −

− − − −

− − −

− −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

  = + 

 
′≥ + − 

 

′= + −

′≥ + −

∫

∫

∫



( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

0

0

0

d

0

d

1d

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

d

e 0

e 1

ˆ

0

.

L f

L f

L f

L
p s s

f M

f M

ντ

νµ τ τ

νµ τ τ

εφ

εφ εφ εφ

η η εφ εφ

ηεφ

−

−−

∫

∫

∫

 ′= + − 
 

  ′= + + − − ⋅    

≥

∫  

定义 ( ) ( )ˆ, e ˆˆ ,tu x t x tλεη φ−= ，其中 [ ]0,x l∈ 。当 ( ],1t L∈ 时，根据假设 1 中 g 的单调性可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

ˆ ˆ

2

2

2
ˆ

2

2

2

ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

, ,
, , , ,

, ,
, , , , ,

, ,
,

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ , , ,ˆ ˆ ,ˆ

t t t

t

u x t u x t
D t u x t g t u x t u x t

t x
x t x t

e x t D t x t g t e x t e x t
t x

x t x t
e x t D t x t g t x t x t

t x

λ λ λ

λ

µ

φ φ
εη λφ µ φ εη φ εη φ

φ φ
εη λφ µ φ εηφ φ

− − −

−

∂ ∂
− + +

∂ ∂
 ∂ ∂

= − + − + + 
∂ ∂  

  ∂ ∂
≤ − + − + +   ∂ ∂   

( ) ( ) ( )ˆ
1

ˆ ,ˆ, 0te g t x tλεη λ λ εη φ−  ≤ − + ≤ 

 

当 ε 充分小时，根据 g 的连续性可知 ( ), 0g t εη → 。这表明 ( )ˆ ,u x t 是系统(1)第二个方程的一个下解。选取

充分小的 ( )* min ,fε σ β< ，使得对任意的 ( *0,ε ε ∈ ，上述两式同时成立，则有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆ ˆ ,1 ˆˆL L LQ x Q Q x Q x u x xεφ εφ ηεφ εφ− −

   = ≥ ≥ ≥  
     

根据Q的单调性，当 [ ]0,x l∈ 时有 

( )( ) ( )( )1 ˆ , 0ˆn nQ x Q x nβ εφ εφ+≥ ≥ ≥   

注意到 ( )iˆ ntεφ +∈ Χ ，则离散轨道{ } ( ), intˆnQ nεφ +  ∈ ⊂ Χ 


 单调递增且有界，故存在一个 ( )* intN +∈ Χ 使

得 ( )( ) ( )*lim ˆn

n
Q x N xεφ

→∞
= 对 [ ]0,x l∈ 一致成立，且满足 [ ]* *Q N N= 。 

最后，对任意初值 [ ]* *Q N N= ，根据文献[14]第七章推论 4.2 中强保序性结论可知 ( )1 intN +∈ Χ 。结

合庞加莱映射Q是强单调且严格次齐次的，根据文献[12]中定理 2.3.2 可得 
( )( ) ( )( ) ( )1

0 1 *lim limn n

n n
Q N x Q N x N x+

→∞ →∞
= =  对于 [ ]0,x l∈ 一致成立。 
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4. 数值模拟 

本节利用 matlab 软件模拟模型关键参数对种群临界域长度 *l 的影响。在假设 1 的条件下，除特别说

明外，选取参数如下：自然死亡率 ( ) ( )( )0.2 1 0.7sin 2t tµ = + π ，密度依赖死亡率函数设置为 

( ) ( )( ), 1 0.5sin 2g t u t u= + π ，Beverton-Holt 型函数 ( )f N mN c N= + ，其中 6m = ， 0.2c = ，扩散系数 1D = ，

繁殖期长度 0.1L = ，初始条件选取定义域为 [ ]10,10− 上具有紧支撑 [ ]5,5− 的正弦函数 
( ) ( )0 0.5sin 10N x x= π 。图 1~4 分别展示了最小临界域 *l 大小与扩散系数 D 、平均死亡率 µ 、繁殖期长

度 L 及出生率 ( )0f ′ 这四个模型关键参数的关系。容易观察到，最小临界域与扩散系数和死亡率系数呈正

相关的关系，与繁殖期长度和出生率呈现负相关关系。在图 1~4 中图像上方的区域，表示种群能够持续

生存，图像下方区域种群将会灭绝。 
图 5 展示了扩散系数 D 和出生率 ( )0f ′ 的协同作用对最小临界域 *l 大小的影响。结果表明：在点

( )( )1, 0 30D f ′= = 处，通过计算可得到维持种群存续的最小临界区域大小为 * 0.6864l = ，随着种群扩散，
*l 呈现出明显的扩张趋势，可以看到当扩散率 D 升至 3 时，系统进入灭绝区，即图中白色区域，此时无

论区域多大，种群均无法存活。但当出生率 ( )0f ′ 提高时可有效抵消边缘流失效应。等高线向右上方倾斜

揭示了较高扩散率环境下种群需要更高的繁殖力来维护种群存续。图 6 为最小临界域 *l 大小与平均死亡

率 µ 和繁殖期长度 L 二维等高线图。结果显示：随着平均死亡率的升高， *l 平缓增大；然而当繁殖期长

度 L 缩短时，等高线密度呈现快速增加趋势。这表明临界区域大小对短期繁殖具有较高的敏感性。 
 

 

Figure 1. The relationship between critical domain size *l  and diffusion coefficient D  
图 1. 临界域大小 *l 与扩散系数 D 的关系 

 

 

Figure 2. The relationship between critical domain size *l  and average mortality rate µ  

图 2. 临界域大小 *l 与平均死亡率 µ 的关系 
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Figure 3. The relationship between critical domain size *l  and length of the breeding period L  
图 3. 临界域大小 *l 与繁殖期长度 L 的关系 

 

 
Figure 4. The relationship between critical domain size *l  and birth rate ( )0f ′  

图 4. 临界域大小 *l 与出生率 ( )0f ′ 的关系 

 

 

Figure 5. Sensitivity heatmap of the critical domain size *l  to ( )( ), 0D f ′  

图 5. 临界域大小 *l 与 ( )( ), 0D f ′ 的敏感性热力图 
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Figure 6. Sensitivity heatmap of the critical domain size *l  to ( )0 , Lµ  

图 6. 临界域大小 *l 与 ( )0 , Lµ 的敏感性热力图 

 
文献[10]中的研究表明，当概率函数 ( )p t 为均匀分布时，物种的繁殖策略最优，故下面选取概率密度

函数为 ( ) 1p t L= ， [ ]0,t L∈ ，图 7 和图 8 分别模拟了平均死亡率为 0.1µ = 和 1µ = 时，系统(1)在有界区

域 [ ]0,10Ω = 上种群密度随时间和空间位置的动态演化过程。容易看出当平均死亡率较低时，种群密度在

整个时间轴上表现得较稳定，从第一年到第十年的演化过程中，种群密度的峰值和整体波动幅度没有出

现剧烈的上升或骤降，随着时间的推移，种群密度呈现出较为规律的周期性波动；而当平均死亡率升高

到 1 时，种群在初始阶段经历了剧烈的跨度变化，在第一年，种群密度有一个较高的初始峰值，但随后

快速下降。相同的是，两种不同平均死亡率下种群密度最终都趋于一个稳定的值，通过计算，当 0 0.1µ =

时种群临界域 * 1.6323l =  ( *l l> )；当 0 1µ = 时种群临界域大小为 * 1.9103l =  ( *l l> )，这表明种群可以持

续生存且最终收敛到了非零的正周期平衡态，这与定理 1 (2)吻合：当 *l l> 时，系统存在一个正的周期吸

引子 ( )*N x 。比较两幅图可以看出在平均死亡率较低的情况下，种群在空间中部( 5x = )存活能力较强；

而当平均死亡率增大时，存活能力下降。 
 

 
Figure 7. The evolution of the population ( 0 0.1µ = ) 
图 7. 种群的演化( 0 0.1µ = ) 
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Figure 8. The evolution of the population ( 0 1µ = ) 
图 8. 种群的演化( 0 1µ = ) 

5. 结语 

本文考虑了具有短期繁殖和扩散阶段的季节性繁殖物种在齐次 Dirichlet 边界条件下的空间动力学行

为。利用周期单调系统演化理论，通过求解主特征值问题找到了种群可持续生存的最小临界区域并给出

了计算表达式。研究结果表明，出生函数为单调函数的情况下，当 *l l< 时种群走向灭绝，当 *l l< 时种群

存在一个正的周期吸引子。数值模拟阐明了模型关键参数对种群生存阈值的影响，验证了理论结果的准

确性。然而，本文还存在值得深入探讨的问题。首先，本文只考虑在 Dirichlet 边界条件下种群在有界区

域的动力学行为，而实际生态环境中栖息地边界往往并非完全致死，可进一步研究 Neumann 边界条件、

Robin 边界条件下模型的动力学行为；此外，本文引入了时间周期系数，而自然界栖息地普遍存在资源、

地形等空间异质结构，可进一步研究空间异质环境对种群的持续生存或灭绝的影响；最后，可引入年龄

结构，考虑年龄差异对种群演化的影响。 
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