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摘  要 

关于有限、简单无向图的最小解析控制集问题是NP-难的。本文提出的最小边解析控制集是最小解析控

制集的一种新变形，也是NP-难问题。对于此类问题，我们给出了一种通过构造次模势函数解决这类问题

的贪婪近似算法，并证明了该算法的近似比为 n1 4ln 3ln 2+ − ，其中 n表示图的顶点的个数。 
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Abstract 
The problem of finding the minimum resolving dominating set in a finite, simple undirected graph 
is NP-hard. As a new variant of the minimum resolving dominating set, the minimum edge resolving 
dominating set introduced in this paper is also an NP-hard problem. We propose a greedy approxi-
mation algorithm for solving such problems by constructing a submodular potential function, and 
prove that the approximation ratio of this algorithm is n1 4ln 3ln 2+ − , where n  is the number of 
vertices of the graph. 
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1. 引言 

设 ,G V E= 是一个有限、简单无向图，其中V 是的点集， E 是G 的边集。设点 v V∈ ，称 

( ) { }{ }: ,N v u V u v E= ∈ ∈ 为 v的开邻域， [ ] ( ) { }N v N v v=  为 v的闭邻域。对于点 u V∈ ，如果 [ ]u N v∈ ，

称 u 被 v控制，设 D 是V 的一个非空子集，如果对于任意一个点 u V∈ ，都存在相应的点 v D∈ 使得 u 被

v控制，则称 D 为G 的一个控制集。一般来说，确定图G 的控制集问题是 NP-难的。因此，我们常常给

出控制集问题的近似算法。关于控制集问题的近似算法已有了大量的研究。1991 年，Parekh [1]给出了控

制集问题的一个贪婪算法，并得到算法的近似比为 ( )1 2 1n m+ − + ，这里 m 、n 分别为图的边数和顶点

数。2002 年，Wan 等[2]提出了一种分布式近似算法，并证明了该算法的近似比为 8。2005 年，Kuhn 和

Mattenhofer [3]利用线性规划得到了一种近似比为 ( )21 kk ∆ + 的近似算法，其中Δ为图的最大度。特别地，

2022 年，Mira 等[4]给出了包含贪婪和剪枝的二阶段近似算法，并证明了当1 Δ 4≤ ≤ 时，该算法的近似比 

为
Δ 1

2
+

。2023 年，Casado 等[5]等提出了一种关于控制集问题的迭代贪婪近似算法，进一步提高了求解 

精度与计算效率。 
与控制集问题相关的另一个问题是图论中的解析集问题。解析集的概念首先由 Slater [6]在 1975 年提

出。对于上述的图 ,G V E= ， u 、 v为V 中任意一对不同点，对于点 x V∈ ，如果 ( ) ( ), ,d x u d x v≠ ，则

称点 x 解析点 u 、 v ，这里 ( ),d x u 表示 x 和 u 的距离。设 D 是V 的一个非空子集，若对任意的 ,u v V∈ ，

都存在 x D∈ 解析点 u 、 v，则称集合 D 为图G 的一个解析集。2018 年，Kelenc 等[7]介绍了解析集的一

种新的变形–边解析集。设点 x V∈ ，边 e xy E= ∈ ，称 ( ) ( ) ( ){ }, min , , ,d x e d x y d x w= 为点 x 到边 e 的距

离。对任意的不同边 1 2,e e E∈ ，如果 ( ) ( )1 2, ,d x e d x e≠ ，则称点解析边 1 2,e e 。设 D 是V 的一个非空子集，

若对任意的 1 2,e e E∈ ，都存在 x D∈ 解析边 1 2,e e ，则称集合 D 为图G 的一个边解析集。基于经典贪婪算

法，Khuller等[8]在 1996年给出了关于度量维数(最小解析集的基数)问题的一个 ( )( )2ln 1n +Θ -近似算法。

特别地，关于一般图的边度量维数问题，Hauptmann 等[9]在 2012 年给出了一个 ( )( )21 ln ln logV V+ + -
近似算法。2019 年，Huang 等[10]给出了一种计算边度量维数的贪婪近似算法，并证明该算法的近似比

为 ( )21 ln ln logn n+ + 。 
2021 年，Monsanto 和 Rara [11]首次提出了最小解析控制集的概念。设图 ,G V E= ，最小解析控制

集就是找到具有最小基数的子集 D V⊆ ，使得 D 既是G 的控制集又是G 的解析集。2024 年，Zhong [12]
给出了求解最小解析控制集问题的一种贪婪近似算法，计算了该算法的近似比为1 2ln n+ 并且证明了最

小解析控制集问题是 NP-难的。受此启发，本文研究了关于图 ,G V E= 的最小边解析控制集问题，最小

边解析控制集就是找到具有最小基数的子集 D V⊆ ，使得 D 既是G 的控制集又是G 的边解析集，这类问

题类似于最小解析控制集，也是 NP-难的。对于此类问题，本文给出了一种通过构造次模势函数解决这

类问题的贪婪近似算法，并证明了该算法的近似比为1 4ln 3ln 2n+ − ，其中 n 表示图的顶点的个数。 
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2. 预备知识 

为了给出关于最小边解析控制集问题的近似算法，本文首先介绍最小基数次模覆盖问题。设U 是一

个非空集合，U 的幂集记为 2U 。假设一个势函数 : 2Uf → 满足以下条件： 
1) 归一化： ( ) 0f ∅ = ； 
2) 非递减性：对任意的 X Y U⊆ ⊆ ，有 ( ) ( )f X f Y≤ ； 
3) 次模性质：对任意的 X Y U⊆ ⊆ ， \x U Y∈ ，有 

( ) { }( ) ( ) ( )Δ Δx xf X f X x f X f Y= − ≥  

则称 f 是一个多拟阵函数。 
最小基数次模覆盖问题就是寻找一个非空子集 D V⊆ 使得 ( ) ( )f D f U= ，且 D 的基数最小。下面，

介绍一种求解最小基数次模覆盖问题的贪婪算法(见表 1)。 
 

Table 1. Algorithm 1: Greedy algorithm 
表 1. 算法 1：贪婪算法 

算法 1 贪婪算法 

1： D ←∅； 

2：当存在 \u U D∈ 使得 ( )Δ 0u f D > 时； 

3：选择 \u U D∈ 使得 ( )Δu f D 最大； 

4： { }D U u←   

5：结束 

6：返回 D  

 
设 { }1 2 ,, , gD u u u=  为算法 1 输出的一个解，其中 g 为它的基数， ( )1,2, ,iu i g=  是在算法 1 的第 i

次迭代中选择加入的元素。然后，有 { }1 2, , ,i iD u u u=  ( )0,1, ,i g=  ，这里 0D = ∅。类似地，设 

{ }1 2, , , optO o o o=  为算法 1 输出的最优解，opt 为它的基数。然后，有 { }1 2, , ,j jO o o o=  ( )0,1, ,j opt=  ，

这里 0O = ∅。在算法 1 的所有迭代中，将最大势增量记为 γ ： 

( ) ( ) ( ) { }( )1 0 1 max
u U

f D f D f D f uγ
∈

= − = = ， 

最小势增量记为 β ： 

( ) ( )1g gf D f Dβ −= − 。 

当势函数 ( )f ⋅ 为整数或实数时，算法 1 具有不同的近似比，见下面的引理。 
引理 1 [13] 假设 ( )f ⋅ 是整数时，算法 1 的近似比为 ( )H γ ，其中 ( )H ⋅ 是调和函数。 
引理 2 [13]-[15] 假设 ( )f ⋅ 是实数时，则 

1) 算法 1 是 1 ln γα
β

 
+ 

 
-近似算法。 

2) 若 ( )f U opt≥ 且 1β ≥ ，则算法 1 为
( )

1 ln
f U
opt

α
 
+ 

 
-近似算法。 

3) 算法 1 是
( )

1 ln
f U

opt
α

β
 
+ 

× 
-近似算法。 
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3. 主要结论 

设 ,G V E= 是一个有限简单无向图，其中点集 { }1 2, , , nV v v v=  ，边集 

{ }1,2 1,3 1, 2,3 2,4 2, 3,4 1,, , , , , , , , , ,n n n nE e e e e e e e e −=    ，共有
( )1

2
n n −

条边。定义势函数 1 : 2Vf → 如下[12]： 

( ) ( ){ }1 | ,f D v v V D N v D D= ∈ − ≠ ∅ + ，这里 D V⊆ 。                   (1) 

引理 3 [12] 上述势函数 ( )1f ⋅ 满足以下三个条件： 
1) ( )1f ⋅ 是一个多拟阵函数； 
2) ( ) ( )1 1f D f V= 当且仅当 D 是最小控制集问题的可行解； 
3) ( ) ( )1 1f D f V< 当且仅当存在点 u V D∈ − ，使得 ( ) { }( ) ( )1 1 1 0u f D f D u f D∆ = − > 。 
构造集合 ( ){ }, | , , ,i j i j i jE e e e e E e e i j′ = ∈ ≠ < ，对于任意 ( ),i je e E′∈ ，设 

( ) ( ) ( ){ }, | , , ,i j i jR e e v v V d v e d v e= ∈ ≠ ， 

对于任意的点 v V∈ ，设 ( ) ( ) ( ) ( ){ }, | , , , ,i j i j i jP v e e e e E d v e d v e= ∈ ≠ 。 
定义势函数 2 : 2Vf → 如下： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , | , , ,i j i j i jf D e e e e E R e e D′= ∈ ≠ ∅ ，这里 D V⊆ 。                (2) 

引理 4 上述势函数 ( )2f ⋅ 满足以下三个条件： 
1) ( )2f ⋅ 是一个多拟阵函数； 
2) ( ) ( )2 2f D f V= 当且仅当 D 是最小边解析集问题的可行解； 
3) ( ) ( )2 2f D f V< 当且仅当存在点 u V D∈ − ，使得 ( ) { }( ) ( )2 2 2 0u f D f D u f D∆ = − > 。 
证明  
1) 由 ( )2f ⋅ 的定义易知， ( )2 0f ∅ = 设 X Y V⊆ ⊆ ，对任意的 ( ),i je e E′∈ ，可知 

( ) ( ), ,i j i jR e e X R e e Y⊆  进而有 ( ) ( )2 2f X f Y≤ ，所以 ( )2f ⋅ 是非递减的。为了证明 ( )2f ⋅ 具有次模性，

只需证明其满足边际收益递减定律[16]。任取 ,A B V⊆ 且 A B⊆ ，对于 \x V B∈ 由(2)可知 

( ) { }( ) ( )

( ) ( ) ( ) { }( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

2 2 2

, | , , ,

, | , , ,

, | , , ,

x

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

f A f A x f A

e e e e E R e e A x

e e e e E R e e A

P x e e e e E R e e A

∆ = −

′= ∈ ≠ ∅

′− ∈ ≠ ∅

′= − ∈ ≠ ∅



 





 

和 

( ) { }( ) ( )

( ) ( ) ( ) { }( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

2 2 2

, | , , ,

, | , , ,

, | , , ,

x

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

f B f B x f B

e e e e E R e e B x

e e e e E R e e B

P x e e e e E R e e B

∆ = −

′= ∈ ≠ ∅

′− ∈ ≠ ∅

′= − ∈ ≠ ∅



 





 

对任意的 ( ),i je e E′∈ ，因为 

( ) ( ), ,i j i jR e e A R e e B≤  ，所以，对任意 \x V B∈ ，有 ( ) ( )2 2x xf A f B∆ ≥ ∆ ， 
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即 ( )2f ⋅ 满足边际收益递减定律。因此， ( )2f ⋅ 是一个多拟阵函数。 

2) 注意到 ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , | , , ,i j i j i jf V e e e e E R e e V′= ∈ ≠ ∅ 。由 ( )2f ⋅ 的定义易知， 

( ) ( ) ( )

4 3 2
2

2 2 1 2
2 2

8n n
n n n nf D f V C −

− − +
= = = 当且仅当对任意一个 ( ),i je e E′∈ ， ( ),i jR e e D ≠ ∅ ，而对任意 

一个 ( ),i je e E′∈ ， ( ),i jR e e D ≠ ∅ ，当且仅当 D 是最小边解析集问题的一个可行解。因此 ( ) ( )2 2f D f V=

当且仅当 D 是最小边解析集问题的一个可行解。 
3) 若 ( ) ( )2 2f D f V< ，由 ( )2f ⋅ 的定义易知， ( ) ( )2 2f D f V< 当且仅当存在 ( ),i je e E′∈ 使得 

( ),i jR e e D ≠ ∅ ，存在 ( ),i je e E′∈ 使得 ( ),i jR e e D ≠ ∅ ，当且仅当存在 u V D∈ − ，使得 ( )2Δ 0u f D > 。 
由引理 4 可知最小边解析集问题等价于最小基数次模覆盖问题： 

( ) ( ){ }2 2min :
D V

D f D f V
⊆

= 。 

下面，定义势函数 : 2Vf →  如下： 

( ) ( ) ( )1 2f D f D f D= + ，这里 D V⊆ 。 

定理 1 势函数 ( )f ⋅ 满足以下三个条件： 
1) ( )f ⋅ 是一个多拟阵函数； 
2) ( ) ( )f D f V= 当且仅当 D 是最小边解析控制集问题的可行解； 
3) ( ) ( )f D f V< 当且仅当存在点 u V D∈ − ，使得 ( ) { }( ) ( )Δ 0u f D f D u f D= − > 。 
证明 
1) 由引理 3 的 1)和引理 4 的 1)可知， ( ) ( ) ( )1 2 0f f f∅ = ∅ + ∅ = ； 
因为 ( )1f ⋅ 、 ( )2f ⋅ 均满足非递减性，所以 ( )f ⋅ 也满足非递减性。进一步， ( )1f ⋅ 、 ( )2f ⋅ 具有次模性使

得 ( )f ⋅ 具有次模性。事实上，任取 ,A B V⊆ 且 A B⊆ ，对于 \x V B∈ ，有 

( ) ( )1 1x xf A f B∆ ≥ ∆ ， ( ) ( )2 2x xf A f B∆ ≥ ∆ 。 

又因为 ( ) ( ) ( )1 2x x xf A f A f A∆ = ∆ + ∆ ， ( ) ( ) ( )1 2x x xf B f B f B∆ = ∆ + ∆ ，故 

( ) ( )x xf A f B∆ ≥ ∆ 。 

即 ( )f ⋅ 满足边际收益递减，因此， ( )f ⋅ 具有次模性。 
设 D 是最小边解析控制集问题的一个可行解，由引理 3 的 2)和引理 4 的 2)可知， ( ) ( )1 1f D f V= ，

( ) ( )2 2f D f V= ，故 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f D f D f D f V f V f V= + = + = 。 

设 D V⊆ 满足 ( ) ( )f D f V= 。下证 D 是最小边解析控制集问题的一个可行解。假设 D 不是最小边解

析控制集问题的一个可行解，由引理 3、引理 4 可知 ( ) ( )1 1f D f V< 或 ( ) ( )2 2f D f V< 。因此， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f D f D f D f V f V f V= + < + = ，与条件矛盾。因此，D 是最小边解析控制集问题的一个可

行解。 
3) 由 ( )1f ⋅ 和 ( )2f ⋅ 的定义可知， ( ) ( )1 1f D f V≤ 且 ( ) ( )2 2f D f V≤ 。由 ( )f ⋅ 的定义可知， ( ) ( )f D f V< ，

即 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f D f D f V f V+ < + ，当且仅当 ( ) ( )1 1f D f V< 或 ( ) ( )2 2f D f V< 。由引理 3 的 3)和引理 4 的

3)可知， ( ) ( )1 1f D f V< 或 ( ) ( )2 2f D f V< 当且仅当存在点 u V D∈ − 使得 ( )1 0u f D∆ > 或 ( )2Δ 0u f D > 。又因

为 ( )1 0u f D∆ ≥ 且 ( )2 0u f D∆ ≥ ，所以 ( ) ( ) ( )1 2 0u u uf D f D f D∆ = ∆ + ∆ > 当且仅当 ( )1 0u f D∆ > 或 

( )2 0u f D∆ > 。因此， ( ) ( )f D f V< 当且仅当存在点 u V D∈ − ，使得 ( ) { }( ) ( ) 0u f D f D u f D∆ = − > 。 
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由定理 1 可知最小边解析控制集问题等价于最小基数次模覆盖问题： 

( ) ( ){ }min :
D V

D f D f V
⊆

= 。 

因此，可以进一步利用算法 1 对其求解。注意到 ( )1f V n= ， ( )
4 3 2

2
2 2

8
n n n nf V − − +

= 。所以 

{ }( ) { }( ) { }( )

( )( )

( )

1 2

4 3 2

4 3 2

4

4

max max max

2 2
8

2 10
8

2 2 5
8

1 2
8

v V v V v V
f v f v f v

n n n nn

n n n n

n n n n

n n

∈ ∈ ∈
≤ +

− − +
≤ +

− − +
=

− − +
=

≤ >

 

由引理 2 的 1)可知，求解以(3)式中的 ( )f ⋅ 为次模势函数的最小基数次模覆盖问题的算法 1 是一种求

解最小边解析控制集的1 4ln 3ln 2n+ − -近似算法。 

4. 结束语 

本文聚焦最小边解析控制集问题展开研究，这是图论上的新兴组合优化问题。通过构造次模势函数，

提出一种近似比为1 4ln 3ln 2n+ −  (其中 n 为输入图的节点数)贪婪近似算法。在未来工作中，我们将继续

以前人的研究为基础，对最小边解析控制集的维度问题设计更多近似算法，此类算法不仅能保持 ( )lnO n
量级的近似比，还可以优化求解结果。 
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