
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(8), 308-322 
Published Online August 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.158355  

文章引用: 王博慧, 丁立, 赵金星. 二面体群与循环群的幂映射的有向图[J]. 应用数学进展, 2026, 15(8): 308-322.  
DOI: 10.12677/aam.2026.158355 

 
 

二面体群与循环群的幂映射的有向图 
王博慧，丁  立*，赵金星 

内蒙古大学数学科学学院，内蒙古 呼和浩特 
 
收稿日期：2026年7月20日；录用日期：2026年8月13日；发布日期：2026年8月26日 

 
 

 
摘  要 

利用 ( ) kf x x= 定义幂映射 : →f G G  ( n mG D C2=  )，其中 x G∈ ， k 是自然数。若把G 作为顶点集，

v 和 u有边连接当且仅当 ku v= ，则上面定义的映射构成幂映射图。本文研究了二面体群与循环群半直

积上的幂映射图的结构与性质，包括圈顶点的存在性，以及圈数、圈长度和顶点入度等。 
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Abstract 

Define the power mapping : →f G G  ( n mG D C2=  ) by ( ) kf x x= , for x G∈ , and k  is a positive 

integer. The k-power digraph consists of vertex set G  and there is a directed edge from v  to 
u  if and only if ku v= . This paper studies the structure and properties of the power mapping graph 
on the semidirect product of a dihedral group and a cyclic group, including the existence of cyclic 
vertices, as well as the number of cycles, cycle lengths, and in-degrees of vertices. 
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1. 引言 

将图与群关联的思想最初由 Bryant [1]提出，通过构造了幂图，Bryant 对阶数不超过 10,9322 的交换

群进行分类。这类有向图不仅衍生出众多著名的图类，而且将图论、群论与数论联系了起来，为利用图

的性质研究代数结构打开了新视角。 
函数有向图是本文的核心研究对象。设 X 为非空有限集合， :f X X→ 为一个映射。函数有向图

( ),G X f 是以 X 为顶点集的有向图，当且仅当 ( )f x y= 时，存在一条从 x 到 y 的有向边。我们也称

( ),G X f 是由映射 f 定义的有向图。这类图与有限离散动力系统相关，这类系统广泛应用于工程、控制

系统、计算机科学与遗传网络等领域，相关研究可参考文献[2] [3]。离散动力系统的一类重要例子由映射

: n nq q
f F F→ 定义，其中 nq

F 是有限域 qF 上的向量空间， f 为线性或仿射变换，相关内容见文献[4] [5]。
这类有向图的结构可由对应矩阵的初等因子刻画，参见文献[5] [6]。Lucheta 等人[7]、Wilson [8]、Somer
和 Křížek [9]-[12]、Ahmad 和 Husnine [13]-[15]研究了定义在 n 上与函数 ( ) ( )modkf x x n≡ 相关的有向图。

此类有向图被称为幂有向图，记作 ( ),G H k 。事实上，有限交换环上的幂有向图可划分为两部分：一部分

是由单位集合诱导的子有向图，另一部分是由零因子集合诱导的子有向图。有限交换群上的幂有向图具

有诸多优良性质，它们是半正则的(即存在正整数 d ，使得每个顶点的入度为 0 或 d )，且同一圈上圈顶点

所附着的树两两同构。 
本文在现有研究的基础上，进一步分析一类非交换群上的幂有向图结构。第 2 节介绍函数有向图的

记号与基本性质，并回顾有限交换群上同态诱导的函数有向图的已有结果；第 3 节深入研究二面体群 N
和循环群 H 的半直积上的幂有向图结构，其中 N 为二面体群，H 是 ( )Aut N 的子群，具体刻画其入度分

布与圈长结构。第 4 节深入研究该幂有向图的不动点、孤立点、悬挂点、连通分支与高度。 

2. 预备知识与符号说明 

一个有向图的连通分支，是其对应的无向图的一个极大连通子图。设 ( ),G X f 为函数有向图，顶点 a
的入度记为 ( )indeg f

X a ，定义为指向 a 的有向边的条数；顶点 a 的出度记为 ( )outdeg f
X a ，定义为从 a 出发

的有向边的条数。 
定义 2.1 设 ( ),G n kγ 为任意有限群G 上的幂有向图，则图中每个顶点 x 都恰有一条指向 kx 的出边。

显然，任意函数有向图中每个顶点的出度均为 1，而顶点 a 的入度等于所有映射到 a 的顶点个数。 
引理 2.2 [16] 设

1 2 sn n nG C C C≅ × × × 是一个阶数为 n 的阿贝尔群，其中
inC 是阶数为 in 的循环群。

( ),G n kγ 中任意顶点 a 的入度是 0 或 

( ) ( ) ( )
1

, , indeg gcd , .
s

n i
i

N n k a a n k
=

= =∏  

引理 2.3 [16] 设G 是 n 阶阿贝尔群。 ( ),G n kγ 的顶点 a 是一个圈顶点当且仅当 ( )ord |a λ，其中 ( )ord a
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是 a 的阶， λ 是 ( )Exp G 中与 k 互素的最大因子。对于所有 a G∈ ， ( )Exp G 表示使得 1ia = 成立的最小正

整数 i 。进一步，圈的长度 t 由下式给出 
ord ,ct k=  

其中 c是 λ 的因子， ordck 表示 k 模 c的乘法阶。 
推论 2.4 [16] 设

1 2 sn n nG C C C≅ × × × 是一个阶数为 n 的阿贝尔群，其中
inC 是阶数为 in 的循环群。

( ),G n kγ 中圈顶点的个数为
1 ii

s λ
=∏ ，其中 iλ 是 in 中与 k 互素的最高因子。 

引理 2.5 [16] 设
1 2 sn n nG C C C≅ × × × 是一个阶数为 n 的阿贝尔群，其中

inC 是阶数为 in 的循环群。长

度为 t 的圈数 ( )( ),t GA n kγ 为 

( )( ) ( ) ( )
| 1

1, gcd 1, ,
s

t d
t G i

d t i
A n k d k n

t
γ µ

=

  = −    
∑ ∏  

其中 µ 是莫比乌斯函数。 
引理 2.6 [16] 对于循环群 nC 的幂有向图 ( ),

nC n kγ  (映射 kx x )，其高度(即所有顶点到其所在圈的

最短路径的最大值)由以下公式给出： 

( )( )
( )

( )
( )|gcd ,

height , max
n

p
C p n k

p

n
n k

k
ν

γ
ν

=  

其中： 
 p取遍 ( )gcd ,n k 的所有素因子； 
 ( )p mν 表示 m 中素因子 p的指数(即 ( ) |p mp mν

但
( ) 1p mp mν +  )； 

 若 ( )gcd , 1n k = ，则规定高度为 0 (此时所有顶点都是圈顶点，无入树结构)。 
若存在正整数 k 使得 ( )kf x x= ，则称 ( ),G X f 中的顶点 x 为一个循环顶点。特别地，若 ( )f x x= ，

则称 x 为 ( ),G X f 的一个不动点。记 lO 为长度为 l 的圈。所有与G 的全体元素可交换的元素的集合称为

G 的中心，记为 ( )Z G 。 
我们设 2nD 是阶数为 2n 且 3n ≥ ，有单位元 1。 2nD 的群表示定义如下 2 1

2 , : 1 ,n
nD a b a b ba a b−= = = = ，

其中元素可表示为 i ja b ，i 与 j 均为正整数且 0 1i n≤ ≤ − ； 0 1j≤ ≤ 考虑二面体群 2nD 的如下两个子集： 

{ }2 11, , , , nA a a a −=                                   (2.1) 

{ }2 1, , , , nB b ab a b a b−=                                  (2.2) 

易知 A 是 2nD 的一个 n 阶正规循环子群，并且 2nD A B= ∪ ，A B∩ =∅。我们设 A 类点为(2.1)提到的

A H ，设 B 类点为(2.2)提到的 B H 。 
我们在此给出本文主要研究的半直积群的完整定义： 2n mG D Cϕ=  ，其中 2nD 是阶数为 2n 且 3n ≥

的二面体群， : 1m
mC g g= = 。可以由以下生成元和关系唯一确定： 

2 1 1 1 1 2, , 1, 1, 1, , ,| n mG a b g a b g bab a gag a gbg g b− − − −= = = = = = =  

3. 入度方程与圈结构 

我们主要研究在半直积群 N Hϕ 的幂有向图的结构，其中 N 是二面体群，H 是 ( )Aut N 的子群。对 

于二面体群 2nD ，n 为奇数时， ( ) { }2 1nZ D = ；n 为偶数时， ( ) 2
2 1,

n

nZ D a
  =  
  

。根据同态基本定理，我们

有 ( ) ( )G Z G Inn G≅ 。所以可知在 n 为奇数时， ( )2 2n nInn D D= ，有 nH C≅ ，且 : 1n
nC g g= = ； n 为 
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偶数时， ( )2n nInn D D= ，有
2
nH C≅ ，且 2

2

: 1
n

nC g g= = 。因为 

( ) 1: ,g gG G x gxgφ φ −→ =  

所以， n 为奇数时有 ( ) ( )1 1 2 2 2, , , n nx y x y D C∈  ， 

( )( ) ( )( )1
1 1 2 2 1 1 2 1 1 2, , ,x y x y x y x y y y−=  

n 为偶数时有 ( ) ( )1 1 2 2 2
2

, , , n nx y x y D C∈  ， 

( )( ) ( )( )1
1 1 2 2 1 1 2 1 1 2, , ,x y x y x y x y y y−=  

首先我们计算在 ( )2 ,n mG D C k 上点的入度。在计算入度之前我们给出入度方程，k 为偶数时，对于

A 类点 ( ),x y ，即 0j = ， ix a= ， py g= ，此时 x 与 y 均属于循环群，在共轭作用下， m n mA C C C≅ × ，

所以 ( ) ( ), ,kx y u v= ，此时 

( )
( )
mod ,
mod ,

k

k

x u n
y v m

 ≡


≡
 

对于 B 类点 ( ),x y ，即 1j = ， ix a b= ， py g= ，我们分情况讨论：当 k 为偶数时，以 ( ) ( ), ,kx y u v= ，此时 

( )
( )

mod ,
mod .

k

k

y u m
y v m

− ≡


≡
 

当 k 为奇数时，以 ( ) ( ), ,kx y u v= ，此时 

( )
( )

1 mod ,
mod ,

k

k

xy u n
y v m

− ≡


≡
 

不难发现 A 类点始终指向 A 类点， k 为偶数时， B 类点均指向 A 类点， k 为奇数时， B 类点均指向 B 类

点。接下来我们开始研究入度。 
引理 3.1 n 为奇数时，在 ( )2 ,n nG D C k 上 B 类点α 点且 ( ),u vα = 的入度为 

( )( ) ( )
0 ,

indeg ,
0 gcd ,

k
u v

k n k
= 


是偶数

或者 是奇数
 

n 为奇数时，在 ( )2 ,n nG D C k 上 A 类点α 点且 ( ),u vα = 的入度为 

( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

2

2

2

0 gcd , , 0 mod ,

indeg , 0 gcd , gcd , , 0 mod

0 gcd , .

k n i p n k

u v k n n k n i p n k

k n k

 + ≡/
= + + ≡



或者 且 是偶数

或者 且 是偶数

或者 是奇数

 

证明 k 为偶数时，我们知道没有点指向 B 类点，所以对于 B 类点 ( ),u v ， ( )( )indeg , 0u v = ，其中
iu a b= ， pv g= 。对于 A 类点 ( ),u v ，即 ,i pu a v g= = 有 A 类点由 B 类点指向。我们分别来看，对于

( )1 1, nx y A C∈  ， ( ) ( )1 1, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )
( )

1

1

mod ,
mod ,

k

k

x u n
y v n

 ≡


≡
 

则 ( )( )indeg , 0u v = 或者 ( )2gcd ,k n 。对于 ( )2 2, nx y B C∈  ， ( ) ( )2 2, ,kx y u v= 有如下同余方程 
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( )
( )

2

2

mod ,
mod ,

k

k

y u n
y v n

− ≡


≡
 

对于每个 v有 0 或 ( )gcd ,k n 个 2y 与之对应，对于每个固定的 2y ，有 n 个 2x 与之对应，则 ( )( )indeg , 0u v =

或者 ( ) ( )2gcd , gcd ,k n n k n+ 。综上，对于 A 类点 ( ),u v ， 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

0 gcd , , 0 mod ,
indeg ,

0 gcd , gcd , , 0 mod .

k n i p n
u v

k n n k n i p n

 + ≡/= 
+ + ≡

或者

或者
 

k 为奇数时，A 类点与 B 类点无邻边。对于 B 类点 ( ),u v ，有 ( ) ( )1 1, , , nx y u v B C∈  ，( ) ( )1 1, ,kx y u v=

有如下同余方程 

( )
( )

1
1 1

1

mod ,
mod

k

k

x y u n
y v n

− ≡


≡
 

对于每一个 v，总有 0 或 ( )gcd ,k n 个 1y 与之对应，对于每一个固定的 1y ，都有一个固定的 1x 与之对

应，则 ( )( )indeg , 0u v = 或者 ( )gcd ,k n 。对于 A 类点 ( ),u v ，有 ( ) ( )2 2, , , nx y u v A C∈  ， ( ) ( )2 2, ,kx y u v= 有

如下同余方程 

( )
( )

2

2

mod ,
mod ,

k

k

x u n
y v n

 ≡


≡
 

则 ( )( )indeg , 0u v = 或者 ( )2gcd ,k n 。 

推论 3.2 n 为偶数时，在 2
2

,n nG D C k
 
  
 

 上 B 类点α 点且 ( ),u vα = 的入度是 

( )( )
0, ,

indeg ,
0 gcd , ,

2

k
u v nk k


=   

   

是偶数

或者 是奇数
 

n 为奇数时，在 2
2

,n nG D C k
 
  
 

 上 A 类点α 点且 ( ),u vα = 的入度为 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 gcd , gcd , , 2 0 mod ,
2

indeg , 0 gcd , gcd , gcd , , 2 0 mod
2 2

0 gcd , gcd , .
2

nk n k i p n k

n nu v k n k n k i p n k

nk n k k

  ⋅ + ≡/   
    = ⋅ + + ≡    

   
  ⋅  

 

或者 且 是偶数

或者 且 是偶数

或者 是奇数

 

证明 k 为偶数时，我们知道没有点指向 B 类点，所以对于 B 类点 ( ),u v ， ( )( )indeg , 0u v = ，其中
iu a b= ， pv g= 。对于 A 类点 ( ),u v ，即 ,i pu a v g= = 有 A 类点由 B 类点指向。我们分别来看，对于

( )1 1
2

, nx y A C∈  ， ( ) ( )1 1, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )1

1

mod ,

mod ,
2

k

k

x u n
ny v

 ≡

  ≡    

 

则 ( )( )indeg , 0u v = 或者 ( )gcd , gcd ,
2
nk n k ⋅  

 
。对于 ( )2 2

2

, nx y B C∈  ， ( ) ( )2 2, ,kx y u v= 有如下同余方程 
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( )2

2

mod

mod
2

k

k

y u n
ny v

− ≡

  ≡    

 

对于每个 v有 0 或 gcd ,
2
nk 

 
 

个 2y 与之对应，对于每个固定的 2y ，有 n 个 2x 与之对应，则 ( )( )indeg , 0u v =

或者 ( )gcd , gcd , gcd ,
2 2
n nk n k n k   ⋅ +   

   
。综上，对于 A 类点 ( ),u v ， 

( ) ( )

( ) ( )

0 or gcd , gcd , , 2 0 mod ,
2

0 or gcd , gcd , gcd , , 2 0 mod .
2 2

nk n k i p n

n nk n k n k i p n

  ⋅ + ≡/   


    ⋅ + + ≡       

 

k 为奇数时， A 类点与 B 类点无邻边。对于 B 类点 ( ),u v 有 ( ) ( )1 1
2

, , , nx y u v B C∈  ， ( ) ( )1 1, ,kx y u v=  

有如下同余方程 

( )1
1 1

1

mod ,

mod ,
2

k

k

x y u n
ny v

− ≡

  ≡    

 

对于每一个 v，总有 0 或 gcd ,
2
nk 

 
 

个 1y 与之对应，对于每一个固定的 1y ，都有一个固定的 1x 与之对

应，则 ( )( )indeg , 0u v = 或者 gcd ,
2
nk 

 
 

对于 A 类点 ( ),u v 有 ( ) ( )2 2
2

, , , nx y u v A C∈  ， ( ) ( )2 2, ,kx y u v= 有 

如下同余方程 

( )2

2

mod ,

mod ,
2

k

k

x u n
ny v

 ≡

  ≡    

 

则 ( )( )indeg , 0u v = 或者 ( )gcd , gcd ,
2
nk n k ⋅  

 
。 

接下来，我们研究圈的相关结构，即圈顶点数、圈长以及圈数。我们发现对于幂有向图 ( )2 ,n mG D C k ，

在 k 为偶数时，B 类点入度均为零，又因为在幂有向图中任意顶点出度均为 1，所以 B 类点均为悬挂点、

非圈顶点，此时，幂有向图的圈顶点均是 A 类点中的圈顶点。在 k 为奇数时， A 类点均指向 A 类点， B
类点均指向 B 类点，所以对于幂有向图中任意一个圈，要么均是 A 类点，要么均是 B 类点。我们不妨设

( )( ) ( ) ( )2 ,c n m c cN G D C k N A N B= + 。对于 A 类点中的圈顶点个数，记为 ( )cN A ，对于 B 类点中的圈顶

点个数，记为 ( )cN B 。 
引理 3.3 n 为奇数时，对于幂有向图 ( )2 ,n nG D C k ，圈顶点个数 

( )( )
2

2 2

,
,

,c n n
k

N G D C k
n k

λ
λ λ


= 
+

是偶数

是奇数
  

其中 λ 为 n 中与 k 互素的最大因子。 
证明 k 为偶数时，因为 ( ) 0cN B = ，所以 ( )( ) ( )2 ,c n m cN G D C k N A= 。在共轭作用下， 
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n n nA C C C≅ × ， ( ) ( )( ) 2,c c n nN A N G C C k λ= × = 。 

k 为奇数时，对于 A 类点 ( ) ( )( ) 2,c c n nN A N G C C k λ= × = 保持不变。 

对于 B 类点 ( ),u v ，即 iu a b= ， pv g= ，若 ( ),u v 为圈顶点，( ) ( ) ( )1, , ,
t t tk k ku v uv v u v−= = ，对于 1t ≥ ，

则有 

( )
( )

1 mod

mod

t

t

k

k

uv u n

v v n

− ≡


≡
 

对于关于 v的式子， ( ) ( )1mod 1 mod
t tk kv v n v n−≡ ⇔ ≡ ，则有 ( )gcd 1,tk n− 个 v满足条件，即对于阶数满足

( )ord |v λ ，其中 λ 为 n 中与 k 互素的最大因子，可知有 λ 个 v满足式子。对于关于 u 的式子，固定一个 v，
有 n 个 u 满足式子。所以在 B 类点中有 nλ 个圈顶点。 

推论 3.4 n 为偶数时，对于幂有向图 2
2

,n nG D C k
 
  
 

 ，圈顶点个数 

1 2
2

1 2 22

, ,
,

, .c n n
k

N G D C k
n k

λ λ
λ λ λ

   
=      +  

是偶数

是奇数
  

其中 1λ 为 n 中与 k 互素的最大因子， 2λ 为
2
n
中与 k 互素的最大因子。 

证明 k 为偶数时，因为 ( ) 0cN B = ，所以 ( )( ) ( )2 ,c n m cN G D C k N A= 。在共轭作用下， 

2 2
n n nA C C C≅ × ， ( ) 1 2

2

,c c n nN A N G C C k λ λ
  

= × =      
。 

k 为奇数时，对于 A 类点 ( ) 1 2
2

,c c n nN A N G C C k λ λ
  

= × =      
保持不变。对于 B 类点 ( ),u v ，即 iu a b= ， 

pv g= ，若 ( ),u v 为圈顶点， ( ) ( ) ( )1, , ,
t t tk k ku v uv v u v−= = ，对于 1t ≥ ，则有 

( )1 mod ,

mod .
2

t

t

k

k

uv u n
nv v

− ≡

  ≡  

 

 

对于关于 v的式子， ( ) ( )1mod 1 mod
t tk kv v n v n−≡ ⇔ ≡ ，则有 gcd 1,

2
t nk − 

 
个 v 满足条件，即对于阶

数满足 ( ) 2ord |v λ ，其中 2λ 为
2
n
中与 k 互素的最大因子，可知有 2λ 个 v满足式子。对于关于 u 的式子，固 

定一个 v，有 n 个 u 满足式子。所以在 B 类点中有 2nλ 个圈顶点。 
接下来，研究幂有向图的圈长与圈数。 
引理 3.5 n 为奇数时，对于幂有向图 ( )2 ,n nG D C k ，圈的长度 t 被如下给出： 

1

1 2

ord , ,

ord ord , .
c

c c

k k
t

k k k

= 
+

是偶数

是奇数
 

其中 1c 是其中 A 类点 ( ),u v 的阶数且
1

ordc k 表示 k 模 1c 的乘法阶，其中 2c 是其中 B 类点 ( ),u v 中 v 的阶数

且
2

ordc k 表示 k 模 2c 的乘法阶。长度为 t 的圈的数量为 

( )( )2 ,t n nA G D C k  

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158355


王博慧 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158355 315 应用数学进展 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

|

2

| |

1 gcd 1, ,

1 1gcd 1, gcd 1, ,

t d

d t

t d t d

d t d t

d k n k
t

d k n d k n n k
t t

µ

µ µ

   −     = 
       − + − ⋅          

∑

∑ ∑

是偶数

是奇数

 

证明 我们知道，当 k 为偶数时， B 类点均为悬挂点，故只考虑 A 类点中圈顶点在圈长为    t 的情况，

在共轭作用下， n n nA C C C≅ × ，由引理 2.3，可知对于圈的长度 t ，
1

ordct k= ，其中 1c 是其中 A 类点 ( ),u v
的阶数且

1
ordc k 表示 k 模 1c 的乘法阶，且由引理 2.5，圈长为 t 的圈数为 

( )( ) ( ) ( ){ }2

2 |

1, gcd 1,t d
t n n d tA G D C k d k n

t
µ  = − ∑   

k 为奇数时， A 类点与 B 类点无邻边。所以 A 类点中圈的长度 t 和圈长为 t 的圈数与上述情况一致。

故下面只研究 B 类点，对于 B 类点 ( ),u v ，若 ( ),u v 是圈顶点 ( )ord |v λ⇔ ，其中 λ 为 n 中与 k 互素的最大

因子，由引理 2.3，可知对于 B 类点中圈的长度 t ，
2

ordct k= ，其中 2c 是其中 A 类点 ( ),u v 中 v的阶数且

2
ordc k 表示 k 模 2c 的乘法阶。且由引理 2.5， B 类点中圈长为 t 的圈数为 

( )( ) ( ) ( ){ }|

1, gcd 1,t d
t n d tA G B C k d k n n

t
µ  = − ⋅ ∑  

推论 3.6 n 为偶数时，对于幂有向图 2
2

,n nG D C k
 
  
 

 ，圈的长度 t 被如下给出： 

1

ord , ,
ord ord , .

L

L c

k k
t

k k k
=  +

是偶数

是奇数
 

其中 ( ) ( )( )lcm ord ,ordL u v= ， ( )ord u 与 ( )ord v 是其中 A 类点 ( ),u v 中 u 与 v的阶数且 ordLk 表示 k 模 L 的

乘法阶。其中 1c 是其中 B 类点 ( ),u v 中 v的阶数且
1

ordc k 表示 k 模 1c 的乘法阶。长度为  t 的圈的数量为 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

|

| |

,

1 gcd 1, gcd 1, , ,
2

1 1gcd 1, gcd 1, gcd 1, , .
2 2

t n n

t d t d

d t

t d t d t d

d t d t

A G D C k

nd k n k k
t

n nd k n k d k n k
t t

µ

µ µ

  
      
     − ⋅ −          = 

           − ⋅ − + − ⋅                     

∑

∑ ∑

是偶数

是奇数



 

证明 我们知道，当 k 为偶数时， B 类点均为悬挂点，故只考虑 A 类点中圈顶点在圈长为 t 的情况，

在共轭作用下，
2 2
n n nA C C C≅ × ，由引理 2.3，可知对于圈的长度 t ， ordLt k= ，其中 ( ) ( )( )lcm ord ,ordL u v= ，

( )ord u 与 ( )ord v 是其中 A 类点 ( ),u v 中 u 与 v的阶数且 ordLk 表示 k 模 L 的乘法阶。且由引理 2.5，圈长为 
t 的圈数为 

( ) ( )|

1 gcd 1, gcd 1,
2

t d t d
d t

nd k n k
t

µ
    − ⋅ −        
∑  

k 为奇数时，A 类点与 B 类点无邻边。所以 A 类点中圈的长度 t 和圈长为    t 的圈数与上述情况一致。 

故下面只研究 B 类点，对于 B 类点 ( ),u v ，若 ( ),u v 是圈顶点 ( ) 2ord |v λ⇔ ，其中 2λ 为
2
n
中与 k 互素的最 

大因子，由引理 2.3，可知对于 B 类点中圈的长度 t ，
1

ordct k= ，其中 1c 是其中 A 类点 ( ),u v 中 v的阶数且
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1
ordc k 表示 k 模 1c 的乘法阶。由引理 2.5 知， B 类点中圈长为 t 的圈数为 

( )( ) ( )|

1, gcd 1,
2

t d
t n d t

nA G B C k d k n
t

µ
   = − ⋅      
∑  

4. 不动点、孤立点、悬挂点、连通分支与高度 

首先，我们研究幂有向图的不动点。 
引理 4.1 n 为奇数时，对于幂有向图 ( )2 ,n nG D C k ，不动点个数为 

( )

( ) ( )

2

2

gcd 1, , ,

gcd 1, gcd 1, . .

k n k

k n k n n k

 −  

 − + −      

是偶数

是奇数
 

证明 k 为偶数时，B 类点均为悬挂点，故仅考虑 A 类点 ( ),u v 为不动点的情况，对于 A 类点 ( ),u v 为

不动点⇔ ( ) ( ) ( ), , ,k k ku v u v u v= = 有如下同余方程 

( )
( )

mod
mod

k

k

u u n
v v n
 ≡


≡
 

可知不动点个数为 ( ) 2
gcd 1,k n−   。 

k 为奇数时， A 类点与 B 类点无邻边， A 类点中不动点与上述一致，下面仅考虑 B 类点中不动点。

对于 B 类点 ( ),u v 为不动点⇔ ( ) ( ) ( )1, , ,k k ku v uv v u v−= = 有如下同余方程 

( )
( )

1 mod
mod

k

k

uv u n
v v n

− ≡


≡
 

对于 v的方程，有 ( )gcd 1,k n− 个解，对于每一个固定的 v，总有 n 个 u 使得方程成立。故 B 类点中不动点

个数为 ( )gcd 1,k n n−   。 
推论 4.2 n 为偶数时，对于幂有向图 2

2

,n nG D C k
 
  
 

 ，不动点个数为 

( )

( )

gcd 1, gcd 1, , ,
2

gcd 1, gcd 1, gcd 1, , .
2 2

nk n k k

n nk n k k n k

   − −         


       − − + −                

是偶数

是奇数

 

证明 k 为偶数时，B 类点均为悬挂点，故仅考虑 A 类点 ( ),u v 为不动点的情况，对于 A 类点 ( ),u v 为

不动点⇔ ( ) ( ) ( ), , ,k k ku v u v u v= = 有如下同余方程 

( )mod

mod
2

k

k

u u n
nv v

 ≡

  ≡    

 

可知不动点个数为 ( )gcd 1, gcd 1,
2
nk n k  − −        

。 

k 为奇数时， A 类点与 B 类点无邻边， A 类点中不动点与上述一致，下面仅考虑 B 类点中不动点。

对于 B 类点 ( ),u v 为不动点⇔ ( ) ( ) ( )1, , ,k k ku v uv v u v−= = 有如下同余方程 

( )1 mod ,

mod ,
2

k

k

uv u n
nv v

− ≡

  ≡    
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对于 v的方程，有 gcd 1,
2
nk − 

 
个解，对于每一个固定的 v，总有 n 个 u 使得方程成立。故 B 类点中

不动点个数为 gcd 1,
2
nk n  −    

。 

接下来，我们进一步研究孤立点，我们明确在幂有向图中的孤立点，为只有自环且与其他顶点无邻

边的顶点，即该点为圈顶点且入度为 1。 
引理 4.3 n 为奇数时，对于幂有向图 ( )2 ,n nG D C k ， k 为偶数时，孤立点个数为 

( ) ( ) ( )gcd 1, gcd 1, 1 , gcd , 1,

0, .

k n k n k n − − − =   
 其他

 

k 为奇数时，孤立点个数为 

( ) ( ) ( )2
gcd 1, gcd 1, , gcd , 1,

0, .

k n k n n k n − + − =      
 其他

 

证明 当 k 为偶数时， B 类点无孤立点。在 A 类点中 ( ),u v ，其中 iu a= ， pv g= 。若该点入度为 1，
则 ( )gcd , 1k n = ，且 ( )0 modi p n+ ≡/ 。下面我们只需求出满足 ( )0 modi p n+ ≡ 且为不动点的点的个数，再

用不动点个数减该数即可。 

因为 nu C∈ 且 u 为不动点，所以
( )gcd , 1

ni e
k n

 
=  

−  
，同理

( )gcd , 1
np f

k n
 

=  
−  

，其中 

( ){ }, 0,1, 2,3, ,gcd 1, 1e f k n∈ − − 。 ( )0 modi p n+ ≡
( ) ( ) ( )0 mod

gcd , 1
n e f n

k n
 

⇔ + ≡ 
−  

 

( )( )0 mod gcd , 1e f k n⇔ + ≡ − 在 ( ){ }, 0,1, 2, ,gcd 1, 1e f k n∈ − − 在满足 ( )( )0 mod gcd , 1e f k n+ ≡ − 的数

对恰好 ( )gcd 1,k n− 对。所以在 A 类点中孤立点的个数为 ( ) ( )gcd 1, gcd 1, 1k n k n− − −  。 

当 k 为奇数时，满足入度为 1 ( )gcd , 1k n⇔ = ，所以此时不动点均为孤立点。 

推论 4.4 n 为偶数时，对于幂有向图 2
2

,n nG D C k
 
  
 

 ，k 为偶数时，孤立点个数为 0 个。k 为奇数时， 

孤立点个数为 

( ) ( )gcd 1, gcd 1, gcd 1, , gcd , 1,
2 2

0, .

n nk n k k n k n
       − − + − =                 

 其他

 

证明 k 为偶数时，因为 n 为偶数，所以 k 与 n 不可能互素，故不存在孤立点。当 k 为奇数时，满足入

度为 1 ( )gcd , 1k n⇔ = ，所以此时不动点均为孤立点。下面我们研究悬挂点，在幂有向图中，由于每个顶点

出度均为 1，因此悬挂点只能是那些入度为 0 且出度为 1 的顶点(总度 = 1)，即没有其他顶点指向它的顶点。 
引理 4.5 n 为奇数时，对于幂有向图 ( )2 ,n nG D C k ，悬挂点的个数为 

( )

( ) ( )

2

2

2 2
2

2 , ,
gcd ,

2 , .
gcd , gcd ,

nn k
k n

n nn k
k n k n

  
 −  
    

  

− −  
   

是偶数

是奇数
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证明 k 为偶数时，B 类点均为悬挂点。对于 A 类点 ( ),u v ，即 ,i pu a v g= = 有 A 类点与 B 类点指向。

我们分别来看，对于 ( )1 1, nx y A C∈  ， ( ) ( )1 1, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )
( )

1

1

mod
mod

k

k

x u n
y v n

 ≡


≡
 

则像集为
( )

2

gcd ,
n
k n

 
 
  

，悬挂点个数为
( )

2

2

gcd ,
nn
k n

 
−  
  

。当然我们考虑到对于 A 类点中的悬挂点是否与 

B 类点有邻边，不难发现，若 ( ),u v 是悬挂点，对于 ( )2 2, nx y B C∈  ， ( ) ( )2 2, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )
( )

2

2

mod
mod

k

k

y u n
y v n

− ≡


≡
 

关于 v的式子无法成立，即不存在这样一个 v。所以 A 类点中的悬挂点与 B 类点无邻边。 
k 为奇数时， A 类点中悬挂点与上述一致，我们考虑 B 类点 ( ),u v 有 ( ) ( )1 1, , , nx y u v B C∈  ， 

( ) ( )1 1, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )
( )

1
1 1

1

mod ,
mod

k

k

x y u n
y v n

− ≡


≡
 

对于 v 的方程，像集为
( )gcd ,
n
k n

 
 
  

，对于每一个固定的 v ，有 n 个 u 对应，所以 B 类点中悬挂点个数为

( )
2

2

gcd ,
nn

k n
− 。 

推论 4.6 n 为偶数时，对于幂有向图 2
2

,n nG D C k
 
  
 

 ，悬挂点的个数为 

( )

( )

2

2

2

2 , ,
gcd , gcd ,

2

2 2 , .
gcd , gcd , gcd ,

2 2

n
nn k

nk n k

n n
nn k

n nk n k k

  
   
  −  
            


 
   
 − −  

                 

是偶数

是奇数

 

证明  k 为偶数时，B 类点均为悬挂点。对于 A 类点 ( ),u v ，即 ,i pu a v g= = 有 A 类点与 B 类点指向。

我们分别来看，对于 ( )1 1, nx y A C∈  ， ( ) ( )1 1, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )1

1

mod ,

mod ,
2

k

k

x u n
ny v

 ≡

  ≡    

 

则像集为
( )

2
gcd , gcd ,

2

n
n

nk n k

 
  
  

         

，悬挂点个数为
( )

2
2

2 gcd , gcd ,
2

n
n n

nk n k

 
  
 −  

         

。当然我们考虑到对于 A  
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类点中的悬挂点是否与 B 类点有邻边，不难发现，若 ( ),u v 是悬挂点，对于 ( )2 2, nx y B C∈  ， 

( ) ( )2 2, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )2

2

mod ,

mod ,
2

k

k

y u n
ny v

− ≡

  ≡    

 

关于 v的式子无法成立，即不存在这样一个 v。所以 A 类点中的悬挂点与 B 类点无邻边。 
k 为奇数时， A 类点中悬挂点与上述一致，我们考虑 B 类点 ( ),u v 有 ( ) ( )1 1

2

, , , nx y u v B C∈  ， 

( ) ( )1 1, ,kx y u v= 有如下同余方程 

( )1
1 1

1

mod ,

mod ,
2

k

k

x y u n
ny v

− ≡

  ≡    

 

对于 v的方程，像集为 2

gcd ,
2

n

nk

 
 
 

  
    

，对于每一个固定的 v，有 n 个 u 对应，所以 B 类点中悬挂点个数为

2 2

2 gcd ,
2

n n
nk

−
 
 
 

。 

在幂有向图中，每个顶点的出度均为 1，因此每个弱连通分量有且仅有一个有向圈，且不同分量的圈

互不相交。所以弱连通分量 = 圈数。下面主要研究高度，我们用 ( )h G 表示图高度。 
引理 4.7 n 为奇数时，对于幂有向图 ( )2 ,n nG D C k ，幂有向图的高度 

( )
( )

( )

( )
( )|gcd ,

1, gcd , 1

max ,p

p n k
p

k n k

nh G
k

ν
ν

=


 = 
 
  

且 是偶数

其他
 

其中： 
 p取遍 ( )gcd ,n k 的所有素因子； 
 ( )p mν 表示 m 中素因子 p的指数(即 ( ) |p mp mν

但
( ) 1p mp mν +  )； 

 若 ( )gcd , 1n k = ，则规定高度为 0 (此时所有顶点都是圈顶点，无入树结构)。 
证明 k 为偶数时，我们可知 B 类点均为悬挂点，且均不邻近 A 类点中悬挂点，幂有向图 ( ),nG A C K  

的高度记为 ( )h A ，共轭作用下， m n mA C C C≅ × ，由引理 2.6， ( ) ( ) ( )
( )
( )|gcd ,max p

p n k
p

n
h A h n

k
ν
ν

 
= =  

  
。故当 

( )gcd , 1k n = ， ( ) 0h A = ， ( ) ( ) 1h G h A= + ；当 ( )gcd , 1k n ≡/ ， ( ) ( )h G h A= 。 

k 为奇数时， ( ) ( ) ( )
( )
( )|gcd ,max p

p n k
p

n
h A h n

k
ν
ν

 
= =  

  
对于 B 类点 ( ),u v ，若 ( ),u v 是圈顶点 ( )ord |v λ⇔ ，

其中 λ 为 n 中与 k 互素的最大因子。幂有向图 ( ),nG B C K 的高度记为 ( )h B ， ( ) ( )
( )
( )|gcd ,max p

p n k
p

n
h B

k
ν
ν

 
=  

  
。 

推论 4.8 n 为偶数时，对于幂有向图 2
2

,n nG D C k
 
  
 

 ，幂有向图的高度 
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( ) ( )max ,
2
nh G h n h  =   

  
 

其中： 

( ) ( )
( )
( )|gcd ,max p

p n k
p

n
h n

k
ν
ν

 
=  

  
 

 p取遍 ( )gcd ,n k 的所有素因子； 
 ( )p mν 表示 m 中素因子 p的指数(即 ( ) |p mp mν

但
( ) 1p mp mν +  )； 

 若 ( )gcd , 1n k = ，则规定高度为 0 (此时所有顶点都是圈顶点，无入树结构)。 
证明 k 为偶数时，k 与 n 不可能互素。我们可知 B 类点均为悬挂点，且均不邻近 A 类点中悬挂点，幂 

有向图
2

,nG A C K
 
  
 
 的高度记为 ( )h A ，在共轭作用下， m n mA C C C≅ × ，由引理 2.6 可知， 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )|gcd , |gcd ,

2

2max , max max ,max
2

p
p

p n k np kp p

n
nnh A h n h
k k

νν
ν ν 

 
 

   
          = =                

，又因为 ( )gcd , 1k n ≡/ 所以

( ) ( )h G h A= 。 

k 为奇数时， ( ) ( )max ,
2
nh A h n h  =   

  
对于 B 类点 ( ),u v ，若 ( ),u v 是圈顶点 ( )ord |v λ⇔ ，其中 λ 为

2
n
中与 k 互素的最大因子。幂有向图

2

,nG B C K
 
  
 
 的高度记为 ( )h B ， ( ) ( )|gcd ,

2

2max
p

np k p

n

h B
k

ν

ν 
 
 

  
    =

 
  

。 

例 4.9 设 3n = ， 2k = 时，对于幂有向图 ( )6 3 , 2G D C 。因为 k 为偶数，且 ( )gcd , 1k n = ，所以 B 类

点均为悬挂点， A 类点均为圈顶点；共 9 个圈顶点组成 5 个圈，其中 1 个单圈，4 个圈长为 2 的圈；1 个

不动点，无孤立点，9 个悬挂点，图高度为 1。 
 

 
Figure 1. Power digraph ( )6 3,2G D C  

图 1. 幂有向图 ( )6 3,2G D C  
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Figure 2. Power digraph ( )8 2 ,2G D C  

图 2. 幂有向图 ( )8 2 ,2G D C  

 
设 4n = ， 2k = 时，对于幂有向图 ( )8 2 , 2G D C 。因为 k 为偶数，且 ( )gcd , 2k n = ，所以 B 类点均为悬

挂点；共 1 个圈顶点组成 1 个单圈；1 个不动点，无孤立点，15 个悬挂点，图高度为 2。如图 1、图 2 所示。 

5. 结论与讨论 

本文利用半直积作为工具将二面体群与循环群构成新的非交换群，进而将幂映射图这一经典研究对

象从阿贝尔群的范畴推广到了非交换群领域。对于幂有向图 ( )2 ,n mG D C k ，我们给出了圈数、圈长、圈

顶点和入度等结果。 
我们发现，作为具有半直积结构的典型群，二面体群 2nD 所固有的非交换性，使得群上无法维持类似

于循环群中由单个生成元张成的全局长幂轨道，整体的幂迭代动力学轨道被拆分为大量相互独立的短周

期环。同时，半直积引入的分量间非平凡共轭作用带来了层间非交换效应，导致跨分量元素乘积的幂轨

道圈长不再满足直积情形下的最小公倍数分解规则；换言之，幂映射有向图中环的周期结构无法仅依据

两个分量的独立阶数来简单刻画。 
此外，群的非交换程度是调控该幂迭代离散动力系统动力学行为的核心代数因素。有限群上幂迭代

系统的相空间结构，可完整地由其幂映射有向图加以刻画。由非交换性所衍生的幂图拓扑复杂度——包

括圈长的离散度、分支融合程度以及低阶顶点的分布等——能够定量地对应于轨道混合强度、周期结构

的多样性以及状态空间覆盖程度等关键动力学特征。 
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