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摘  要 

泛函分析以度量空间、内积空间为底层框架，完备性、可分性、正交结构、投影算子是贯穿理论的四大

核心板块。本文作为一篇教学综述，从一般度量空间拓扑性质切入，系统梳理稠密性、可分空间、完备

度量空间与完备化理论，依托Cantor闭球套定理建立完备性等价判定准则；由内积空间过渡至Hilbert空
间，剖析正交系、标准正交基的四类等价刻画，对比Bessel不等式与Parseval恒等式的内在联系，结合

勒让德多项式实例说明标准正交基的函数空间实现；借助独立章节以有限元法为案例，完整演示Hilbert
空间最佳逼近理论从偏微分方程问题提出、空间建模到数值求解的全过程；最后依托正交投影定理阐述

闭子空间正交分解结构与投影算子核心性质，串联起从一般拓扑度量空间到具备几何正交结构的Hilbert
空间完整逻辑链条，阐释各理论在函数分析、积分空间以及工程数值计算中的实践价值。本文适合泛函

分析课程辅助学习，有助于消解抽象理论与实际应用之间的隔阂。 
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Abstract 
As a teaching review paper, this paper takes metric spaces and inner-product spaces as the underlying 
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framework of functional analysis, where completeness, separability, orthogonal structures and pro-
jection operators are four core components. Starting from topological properties of general metric 
spaces, we systematically investigate density, separable spaces, complete metric spaces and comple-
tion theory. Based on Cantor’s nested closed-ball theorem, equivalent criteria for completeness are 
established. Then we move from inner-product spaces to Hilbert spaces, analyze four equivalent char-
acterizations of orthogonal systems and orthonormal bases, and compare the intrinsic relation be-
tween Bessel’s inequality and Parseval’s identity. Legendre polynomials are adopted to illustrate or-
thonormal bases in function spaces. As a typical application, finite element method is discussed in an 
independent section, demonstrating the whole procedure including problem formulation, mathemat-
ical modeling in Hilbert space and numerical solution by best approximation. With the orthogonal 
projection theorem, we explain orthogonal decomposition for closed subspaces and key properties of 
projection operators. A complete logical chain is constructed from general metric spaces to Hilbert 
spaces with orthogonal geometry. This article can serve as supplementary reading for functional-
analysis courses, narrowing the gap between abstract theory and practical computation. 
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1. 引言 

现代分析学的发展突破了有限维欧氏空间的局限，将研究对象拓展至无穷维函数空间、序列空间，

泛函分析正是刻画无穷维线性空间结构的基础工具。度量空间作为最基础的拓扑框架，仅依靠距离函数

定义收敛、开集、连续映射，不依赖线性结构，是统一处理离散空间、连续函数空间、序列空间的通用载

体；而内积空间在度量基础上增加角度、正交几何关系，完备的内积空间即 Hilbert 空间，兼具拓扑完备

性与丰富的几何正交结构，成为偏微分方程、信号处理、量子力学的标准数学模型[1]。 
国内经典教材常将度量拓扑理论、Hilbert 正交理论分章节独立讲解，割裂了二者的递进关系：度量

空间是 Hilbert 空间的底层拓扑基础，完备度量空间定义收敛极限，可分性保证空间存在可数逼近单元，

正交结构则是内积空间独有的几何特性。国外泛函分析著作多侧重于算子谱理论，对基础拓扑与正交系

的衔接讲解较为简略。 
本文定位为教学综述，逐层递进搭建理论框架：先梳理一般度量空间的拓扑完备理论，再引入内积

诱导的正交体系，完整阐释标准正交基的四类等价条件，结合勒让德多项式实例验证理论落地；专门设

置独立章节，以有限元法为例完整展示 Hilbert 空间理论求解偏微分方程的流程；最后通过正交投影定理

揭示 Hilbert 空间闭子空间的分解规律，构建从一般度量到 Hilbert 空间的理论体系，厘清各定理之间的逻

辑推导关系，弥补碎片化学习带来的逻辑断层。文中对部分抽象概念补充通俗解释，便于初学者理解，

可配套讲义补充示意图，例如度量空间完备化示意图、Hilbert 正交投影几何示意图。 

2. 度量空间基础拓扑与核心拓扑性质 

2.1. 开集、闭集与连续映射 

设集合 X 上配备距离函数 d ，满足非负性、对称性、三角不等式，则 ( ),X d 称为度量空间。度量空
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间的全部拓扑性质均可由开球生成，开球是度量拓扑的基础邻域单元。 
子集U X⊂ 称为开集，当且仅当对U 内任意一点，存在半径，使得以该点为中心、为半径的开球完

全包含于U ；子集 F 称为闭集，若其补集为开集，等价判定条件为集合包含自身所有极限点。开集与闭

集是对偶概念，有限个开集的交、任意多开集的并仍为开集，闭集则遵循相反的运算规律，该套拓扑公

理体系为后续连续映射定义提供支撑[2]。 
度量空间之间映射的连续性存在三组等价判定标准：其一为 ε δ− 语言，对定义域内任意定点、任

意误差阈值，总能找到邻域半径，使得定义域内距离小于该半径的点，映射后与像点的距离小于误差

阈值；其二为拓扑不变性，值域中任意开集在映射下的原像仍是定义域内的开集；其三为序列极限保

号性，映射保特收敛序列的极限关系。开集原像判定是泛函分析中最常用的连续性判定方式，无需量

化误差，仅依靠拓扑集合运算即可判断算子、函数的连续性，在无界算子、抽象空间映射研究中具备天

然优势。 

2.2. 稠密性、可分度量空间 

稠密性刻画子集对整个空间的逼近能力：若子集 A 的闭包等于全空间 X ，则称 A 在 X 中稠密。直观

几何解释为：空间内任意一点、任意小邻域内都能找到 A 中的元素，稠密子集可以无限逼近空间内所有

点[2]。有理数集在实数域中稠密是经典一维例子，多项式集合在连续函数空间 [ ],C a b 内稠密是函数分析

核心结论，该结论由 Weierstrass 逼近定理严格证明。 
基于稠密子集定义可分空间：若度量空间存在可数稠密子集，则称可分。可分空间意味着空间内所

有元素都能通过可数集合的极限逼近，大幅简化无穷维空间的分析难度。典型实例区分清晰：

( )1pl p≤ < ∞ 序列空间全部可分，其可数稠密集为仅有限项非零、分量为有理数的序列；而有界无穷序列

空间 l∞ 不存在可数稠密子集，属于不可分空间；连续函数空间 [ ],C a b 配备一致范数时可分，有理系数多

项式构成其可数稠密集。 
可分性是研究标准正交基的前置条件，可分 Hilbert 空间必然存在可数标准正交基，不可分 Hilbert 空

间仅能以不可数指标集标注正交基。几乎周期函数构成的 Hilbert 空间是不可分 Hilbert 空间的典型例子。

可分性具备很强的实际意义：可分 Hilbert 空间拥有可数标准正交基，可以做有限截断、构造数值算法；

不可分 Hilbert 空间的正交基由不可数指标标记，无法直接用计算机做有限维离散近似，因此绝大多数工

程、数值分析场景仅讨论可分 Hilbert 空间。二者在谱分解理论中存在本质差异[3]。 

2.3. 完备度量空间与完备化定理 

收敛是分析学核心概念，但普通度量空间内 Cauchy 序列未必存在收敛极限，完备性正是弥补这一缺

陷的空间性质：若度量空间内所有 Cauchy 序列的极限都落在空间内部，则称该空间完备。完备空间内无

需额外扩充集合即可求解序列极限，具备良好的极限封闭性，不动点定理、变分原理等核心结论均建立

在完备空间之上[1]。 
完备与不完备函数空间存在鲜明对比：区间 [ ],a b 连续函数空间 [ ],C a b 配备一致上确界范数时完备；

但若配备 1L 积分范数，空间不完备。构造分段连续 Cauchy 函数列即可验证，该序列在积分范数下收敛至

分段间断函数，间断函数不属于连续函数集合，极限脱离原空间，破坏完备性。 
针对任意不完备度量空间，完备化定理给出标准化扩充方案：对任意度量空间，存在唯一(等距同构

意义下)完备度量空间，以及等距嵌入映射，嵌入后的像集在完备化空间内稠密。等距嵌入保证原空间内

距离结构完全保留，稠密性说明原空间元素可以逼近完备化空间全部新增极限点。 
上述积分范数下连续函数空间的完备化是经典范例： [ ]1 ,L a b 空间正是 [ ],C a b 在 1L 范数下的完备化空
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间，空间内元素为几乎处处相等意义下的可积函数，连续函数集合作为稠密子集等距嵌入其中。完备化

理论搭建了从离散、不完备空间到完备极限空间的桥梁。勒贝格积分理论在空间层面的成果就是完成该

完备化，不能笼统表述为“实变函数积分拓展的本质就是完备化操作”。完备化是空间拓扑层面的操作，

积分定义本身还包含测度论的额外内容[4]。 

2.4. Cantor 闭球套定理：完备性等价判定 

完备性定义依赖 Cauchy 序列收敛性，闭球套定理提供集合拓扑层面的等价判定准则，二者互为充分

必要条件，是度量空间理论的核心等价刻画工具。 
定理：度量空间完备，当且仅当任意一列嵌套、半径趋于 0 的非空闭球族，全体闭球的交集存在唯

一公共点。 
闭球记为 ( ),n nB x r ，嵌套要求 ( ) ( )1 1, ,n n n nB x r B x r+ + ⊂ ，半径约束 0nr → 。 
双向证明逻辑清晰： 
完备空间推出闭球套相交：取每一层闭球内一点构成序列，嵌套结构保证下标更大的点全部落在

前序闭球内，结合半径趋于 0 可证明该序列为 Cauchy 列；空间完备则序列收敛至 *x ，闭球为闭集，极

限属于全部闭球，交集非空。半径趋于 0 保证交点唯一，若存在两个交点，距离大于 0，令 n →∞可得

矛盾。 
闭球套相交推出空间完备：任取空间内 Cauchy 列，依据 Cauchy 列定义选取递增下标列，构造半径

趋于 0 的嵌套闭球列；闭球套定理保证存在公共交点，原 Cauchy 列的子列收敛至该交点；Cauchy 序列

若存在收敛子列，则整个序列收敛，由此证明空间完备。 
闭球套定理将序列收敛问题转化为集合嵌套相交问题，在压缩映射不动点理论、函数逼近误差估计

中有广泛应用，区别于依赖序列定义的完备性判定，该定理完全依靠集合拓扑语言描述空间性质，具备

更强的抽象推广价值[5]。 

3. Hilbert 空间正交结构理论 

内积空间是配备双线性、共轭对称正定内积的线性空间，内积可诱导范数，进而生成度量。完备的

内积空间称为 Hilbert 空间，同时具备线性、拓扑完备、正交几何三重结构，是无穷维几何分析的核心载

体，相较一般 Banach 空间多出正交投影、傅里叶分解等独有工具[3]。 

3.1. 正交系与标准正交系基础定义 

设 H 为 Hilbert 空间，指标集Λ标注向量族{ }eλ λ∈Λ
，若任意两个不同指标对应向量内积 , 0e eλ µ = ，

称该向量族为正交系；若额外满足每个向量范数 1eλ = ，则称为标准正交系。正交系内向量两两垂直，

无重叠分量，天然满足线性无关性，是无穷维空间的＂垂直坐标轴＂，有限维欧氏空间标准正交基是其

特殊形式。 

3.2. 标准正交基的四类等价刻画 

标准正交系若能完整张成整个 Hilbert 空间，则称为标准正交基，以下四条条件完全等价，从逼近、

拓扑、唯一性、范数四个维度描述基的完备性，是正交分析的核心判定工具。 
傅里叶级数展开：空间内任意向量 x ，均可表示为指标集加权求和 ,x x e eλ λ

λ
= ∑ ，级数在空间范 

数意义下收敛。系数 ,x eλ 称为关于标准正交基的傅里叶系数，对应有限维空间向量在坐标轴上的投影

长度，是函数正交展开、信号分解的理论根基。 
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稠密生成条件：标准正交系所有有限线性组合构成的线性包的闭包等于全空间。线性包仅包含有限

项组合，闭包加入无穷级数极限，等价于所有空间元素都能被正交系有限组合无限逼近，与前文稠密性

定义形成呼应。 
完全唯一性条件：若向量 x 与全部基向量正交，即对所有λ∈Λ满足 , 0x eλ = ，则必有 0x = 。该条

件说明正交基不存在“垂直于全体坐标轴的隐藏向量”，无冗余正交方向，完整覆盖空间全部维度，常

用于证明函数唯一性、偏微分方程弱解唯一性。 

Parseval 能量恒等式：对任意 x H∈ ，成立
22 ,x x eλ

λ
= ∑ 。等式左侧为向量自身范数平方，右侧 

为全部傅里叶系数模长平方和，物理层面解释为信号分解后各正交分量能量之和等于原始信号总能量，

即工程领域通用的能量守恒定律。 
四条等价条件构建起标准正交基完整判定体系，在实际应用中可按需选取判定方式：逼近问题优先

使用稠密生成，函数唯一性证明使用完全性，误差分析、能量计算使用 Parseval 等式[6]。 

3.3. Bessel 不等式与 Parseval 恒等式递进关系 

对 Hilbert 空间内任意标准正交系(不必是基)，Bessel 不等式恒成立：
2 2,x e xλ

λ
≤∑ 。不等式说明 

仅部分正交方向分解向量时，各分量能量总和不会超过原始向量总能量，丢失部分垂直分量会造成能量

损耗，可直接用于截断正交展开的误差上界估计。 
Bessel 不等式等号成立的充要条件是该标准正交系为完备标准正交基，此时不等式升级为 Parseval 恒

等式，能量无损耗。二者形成清晰递进逻辑：普通标准正交系仅给出能量上界约束，完备标准正交基实

现能量等式，是区分普通正交系与正交基最简洁的代数判别式，无需验证稠密性、完全性等拓扑条件，

计算层面更易操作[3]。 

3.4. 实例： [ ]L2 1,1− 空间勒让德标准正交基 

区间 [ ]1,1− 上平方可积函数空间 [ ]2 1,1L − 是典型可分 Hilbert 空间，内积定义为积分形式 

( ) ( )1

1
, df g f x g x x

−
= ∫  

勒让德多项式是该空间经典标准正交基原型，广泛应用于数值拟合、有限元插值计算[7]。 
勒让德多项式由递推公式生成：初始项 ( ) ( )0 11,P x P x x= = ，递推关系 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1n n nn P x n xP x nP x+ −+ = + − ，多项式自带天然正交性： 

( ) ( )1

1
d 0,m nP x P x x m n

−
= ≠∫  

原始多项式范数不为 1，通过标准化变换得到标准正交系。该序列构成 [ ]2 1,1L − 空间的标准正交基，

满足前文四类等价条件。 
[ ]2 1,1L − 空间内任意平方可积函数可展开为勒让德多项式无穷级数，展开系数 , orth

n nc f P= 。代数

Parseval 恒等式建立起函数模平方的积分(范数的平方)与展开系数模平方级数和之间的对应关系，完美验

证正交基能量守恒性质，为多项式逼近误差量化提供精确公式。 

4. Hilbert 空间正交投影定理 

正交投影定理是 Hilbert 空间区别于一般 Banach 空间的核心结论，揭示闭线性子空间的正交分解

结构，是逼近论、偏微分方程变分法、最小二乘算法的理论根基，仅在具备内积正交结构的空间中成

立[1]。 
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4.1. 正交分解存在唯一性 

设M 为 Hilbert 空间 H 的闭线性子空间，对任意向量 x H∈ ，存在唯一分解 Mx x x⊥= + ，其中 Mx M∈ ，

剩余分量 x⊥ 落在M 的正交补空间M ⊥。向量 Mx 称为 x 在子空间M 上的正交投影，记作 MP x。 
该分解等价于极小距离刻画：投影 MP x 是子空间 M 内距离 x 最近的点，满足 infM y M

x P x x y
∈

− = − 。在函 

数逼近问题中，该结论直接转化为：给定平方可积函数，闭多项式子空间内的勒让德多项式有限截断展开，

是所有同次多项式中与原函数积分误差最小的逼近，为数值拟合、曲线重构提供最优理论依据；在数据处理

中，最小二乘拟合本质就是样本向量在线性子空间上的正交投影运算。 

4.2. 正交投影算子核心性质 

映射 :MP H M→ 称为正交投影算子，具备四条标志性代数性质，同时这四条性质联合构成算子为正

交投影算子的充要条件，是算子谱分析的重要判别依据： 
线性： ( )M M MyP x y P x Pα β α β+ = + ，投影运算保持线性组合； 
幂等性： 2

M MP P= ，向量经过两次投影等价于单次投影，投影到子空间后再次投影不会改变结果； 
自伴性：内积满足 , ,M MP x y x P y= ，算子自身与对偶算子完全相等，属于对称自伴算子； 
范数有界：若非零子空间，投影算子范数 1MP = ，投影不会放大向量范数，保证数值计算稳定性。

幂等、自伴、范数为 1 是算子为正交投影算子的充要条件，算子谱理论中常通过这三条性质判别投影结

构，在量子力学可观测量算子、信号正交滤波、图像正交变换中广泛应用[8]。 

5. 有限元法：Hilbert 空间最佳逼近理论的工程实现 

本章选取椭圆边值问题，完整展示：物理问题提出→转化为 Hilbert-Sobolev 空间变分模型→等价为

闭子空间最佳逼近→Galerkin 有限元离散求解的完整链条，体现 Hilbert 空间理论对工程数值算法的指导

意义。 

5.1. 问题提出 

考虑——维二阶椭圆边值模型问题： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, 0,1
0 0, 1 0

u x f x x
u u

′′− = ∈
 = =

 

( )2 0,1f L∈ 为已知源函数。直接求经典二阶可微解难度较大，有限元方法不直接求解古典解，而是

在 Hilbert 型 Sobolev 函数空间中寻找弱解。 

5.2. 建立 Hilbert-Sobolev 空间数学模型 

定义 Sobolev 空间 ( )1
0 0,1H ： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 2

0 0,1 0,1 | 0,1 , 0 1 0H v L v L v v= ∈ ′∈ = =  

其上内积定义为 ( ) ( )1
0

1

0
, dHu v u x v x x= ′ ′∫ 。该内积诱导范数， ( )1

0 0,1H 构成可分 Hilbert 空间。原边 

值问题等价变分(弱)形式：寻找 ( )1
0 0,1u H∈ ，使得对任意 ( )1

0 0,1v H∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0
d du x v x x f x v x x′ ′ =∫ ∫ ，根据 Hilbert 空间的 Riesz 表示定理，该变分问题解存在且唯一。进一 

步，变分问题等价于极小化问题： ( ) ( )1 12 1
00 0

1 d d , 0,1
2

J u u x f u x u H= ′ − ∈∫ ∫ 。求 ( )J u 的极小元。该极小元 

恰好就是 Hilbert 空间意义下的最佳逼近元。 
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5.3. Galerkin 方法：闭有限维子空间上的正交投影 

( )1
0 0,1H 是无穷维 Hilbert 空间，计算机无法直接求解无穷维问题。构造分片一次多项式构成的有限

维闭子空间 ( )1
0 0,1hV H⊂ ， h 代表网格尺寸。 hV 是有限维，因此也是 Hilbert 空间的闭子空间。 

Galerkin有限元方法：在子空间 hV 中找近似解 h hu V∈ ，满足 
1 1

0 0
d d ,h h h h hu v x f v x v V′ ′ = ∀ ∈∫ ∫  

从 Hilbert 空间理论看，Galerkin投影本质就是把精确解 u 正交投影到闭子空间 hV ，
hh Vu P u= ， hu 是

hV 内距离精确解u 最近的元素，即最佳逼近元。 

5.4. 误差与 Hilbert 空间理论的联系 

依据正交投影定理，投影误差满足正交关系 h hu u V− ⊥ 。Bessel 不等式与 Parseval 恒等式可以用来估

计展开截断带来的逼近误差： 

1 1
0 0

inf
h h

h hH Hv V
u u u v

∈
− = −  

随着网格加密，子空间 hV 在 ( )1
0 0,1H 中逐渐稠密，近似解 hu 按范数收敛到原问题弱解 u 。 

整个有限元算法的底层逻辑完全建立在 Hilbert 空间之上：完备性保证弱解空间是 Hilbert 空间；闭子

空间性质保证投影算子良定义；正交投影定理给出最佳逼近；稠密性保证加密网格可以收敛到真实解。

这一案例直观展示抽象无穷维 Hilbert 空间理论如何转化为工程可执行的数值计算[9] [10]。 

6. 理论体系综合联系与应用价值 

本文理论体系存在清晰的层级递进逻辑：度量空间搭建收敛、完备、拓扑逼近的底层框架，完备化

理论解决不完备空间极限缺失问题，Cantor 闭球套定理给出完备性拓扑判别；增加内积结构后得到 Hilbert
空间，引入正交系、标准正交基实现无穷维空间的坐标分解，Bessel 不等式与 Parseval 等式量化正交分解

的能量变化；正交投影定理依托闭子空间完备性，给出最优逼近的正交分解方案；有限元案例演示整套

理论如何落地求解偏微分方程。整套理论由浅入深、层层推导，逻辑自洽完整。 
除上一章详细展开的有限元法之外，理论还在多个学科发挥作用： 
信号处理：傅里叶三角函数标准正交基分解时域信号，Parseval 等式计算信号总能量，正交投影实现

噪声滤波、特征提取，是通信、雷达信号处理的基础数学工具[11]； 
量子力学：量子态空间为复 Hilbert 空间，物理可观测量对应自伴算子，本征向量构成标准正交基，

测量概率由傅里叶系数模平方描述，能量守恒对应 Parseval 恒等式，搭建量子力学严格数学公理体系。 

7. 结论 

本文作为教学综述，系统梳理泛函分析从一般度量空间到 Hilbert 正交空间的完整理论脉络，阐释完

备性判定、标准正交基四类等价条件、正交投影分解核心定理，以勒让德多项式为实例验证正交基构造

与函数展开；专门以有限元法为案例完整演示从偏微分方程到 Hilbert 空间最佳逼近求解的完整流程，打

通抽象理论与数值工程之间的联系。 
度量空间的完备性、可分性是无穷维分析的基础前提，Hilbert 空间独有的正交几何结构实现向量正

交分解与全局最优逼近，Bessel 不等式、Parseval 等式、正交投影定理构成正交分析的三大核心工具，三

者相互配合，统一处理无穷维空间的逼近、分解、误差分析问题。 
该套理论统一了有限维欧氏几何、连续函数分析、Lebesgue 积分空间、无穷序列空间的数学框架，

为偏微分方程、数值逼近、信号处理、量子物理等领域提供标准化无穷维数学模型。后续可以进一步拓
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展非完备内积空间、不可分 Hilbert 空间、无界自伴算子谱分解等延伸方向，同时结合机器学习核 Hilbert
空间开展交叉学习研究。 
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