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摘  要 

近年来，随着深度学习这一领域的不断崛起与发展，其中的物理信息神经网络(PINN)可以通过其无网格

化的求解框架实现对于偏微分方程的精确求解功能。基于上述观点，本文提出以Allen-Cahn方程为研究

模型，结合PINN中的激活函数和训练次数等要素对方程进行分析，研究在不同参数设置下解的误差情况，

并得出相对最优的配置方案。此外，本文还针对其中的扩散系数D进行反演，发现随着训练次数的增加，

反演的参数在不断逼近真实值。此外，PINN在反演时不依赖初始值的设定，无论距离真实值距离远或近

都可以实现高精度的反演。 
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Abstract 
In recent years, with the rapid rise and development of deep learning, physics-informed neural net-
works (PINNs) have emerged as a powerful tool for solving partial differential equations through their 
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mesh-free framework. Based on this perspective, this paper takes the Allen-Cahn equation as a model 
problem and analyzes the solution accuracy by incorporating factors such as activation functions and 
training iterations within PINNs. The study investigates the error behavior under various param-
eter settings and identifies relatively optimal configurations. Furthermore, the paper conducts inver-
sion of the diffusion coefficient D and finds that as the number of training iterations increases, the 
inverted parameters progressively approach the true values. Notably, PINNs do not rely on initial 
guesses during inversion; they achieve high-precision results regardless of how far or close the initial 
values are to the actual ones. 
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1. 引言 

深度学习(Deep Learning)，是基于深层神经网络模型和方法的机器学习。它是机器学习的重要分支，

核心是通过多层神经网络或深度神经网络来对人类大脑的层级化信息处理方式进行模拟，是当前人工智

能领域的坚实基础。 
随着人工智能与物理模型的结合越发紧密，物理信息神经网络(Physics-Informed Neural Networks，简

称 PINN)作为一种结合了深度学习与物理学知识的机器学习模型应运而生，其原理就是通过数据误差项

和物理信息误差项对损失函数进行设计并通过把偏微分方程的残差等参数融入损失函数，并由此指导模

型的训练，提高其泛化能力。从技术演化的角度来看，PINN 的发展主要可以分为三个关键阶段。首先是

聚焦基础框架与理论结构建立的第一阶段。在本阶段中，Raissi 等人通过对 Allen-Cahn 方程等几类非线

性偏微分方程进行求解，得出了 PINN 相较于传统的神经网络在非线性偏微分方程求解的领域具有效率

高、准确性好的特点[1]。其次是 PINN 的理论体系不断完善的第二阶段。在本阶段中，Siddhartha Mishra
等人为 PINN 在逼近 PDE 正问题解时的泛化误差提供了严格的上界，将 PINN 与经典数值方法在误差分

析层面建立了联系[2]；Sifan Wang 等人首次建立了 PINN 与神经正切核(NTK)的对应关系，同时得出了

PINN 训练困难的核心机理是方程残差损失、边界条件损失、初始条件损失的收敛速率存在差异这一重要

结论，进一步完善了 PINN 的基础理论体系[3]。最后是呈现出应用场景多元化趋势的第三阶段。在本阶

段中，A. Zhao 等人研究了 PINN 在生理信号建模这一领域的优点，并覆盖多个临床生理场景，是 PINN
在生物医学工程应用方向的重要参考[4]；林炅等人围绕 PINN 在空天领域的应用现状进行了讨论与梳理，

随后提出了一种基于 PINN 的轨道外推研究方案[5]。 
在物理信息神经网络这一领域中，损失函数也起到了很重要的作用。因为 PINN 是通过训练神经网

络来使损失函数最小化，从而达到近似所求偏微分方程解的目的。一般的损失函数主要由数据损失、偏

微分方程损失、初始条件损失和边界条件损失几部分组成，以确保模型不仅能够对数据进行拟合，还能

够满足相关的物理定律。 
在非线性偏微分方程的求解中，与传统数值方法相比，PINN 在研究中已被证实有以下优点： 
(1) PINN 求解具有良好的泛化性。 
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(2) PINN 求解时不依赖方程的类型且能有效处理偏微分方程中的非线性项。而传统数值方法则需要

根据方程的类型和条件构造不同的算法。 
(3) PINN 求解时具有无网格化、自动微分的工具，大幅提高求解效率。而传统数值方法则依赖于对

问题域的网格划分，但网格生成过程复杂，因此导致效率低下。 
此外，若偏微分方程的定解问题中某些已知条件变成未知条件，需要通过方程中的已知数据及初边

值条件来反推这些未知量，则这类问题称为偏微分方程的反问题。常见的反问题有五种形式，分别是：

确定偏微分方程的某些结构参数；确定过程的过去状态；确定外界过程的作用；确定状态变量在物体边

界上的变化规律及确定物体的边界形状。并且，在 PINN 求解偏微分方程反问题这一领域也有专家学者

对其进行了研究。如 Xi Chen 等人通过 PINN 方法对时空非局部梅尔尼科夫方程的孤子解开展了数据驱

动参数辨识研究[6]；Siddhartha Mishra 等人为 PINN 求解许多偏微分方程的反问题提供了严格理论证明

并研究了数据同化反问题[7]。 
通过上述分析可知，PINN 在求解偏微分方程的正反问题上都有很广泛的应用，但是在实际生产生活

的应用中往往需要通过神经网络的参数优化得出最优参数配置以实现最高精度的求解，而且在求解偏微

分方程反问题时，未知参数的初值选取也至关重要。因此，本文采用物理信息神经网络对具有强非线性

的 Allen-Cahn 方程进行研究，观察在不同激活函数的影响下求解的准确性以及在不同网络参数设置下解

的误差情况，并通过对比得出相对最优的参数配置。其次，本文针对 Allen-Cahn 方程中的扩散系数 D 进

行反演研究，分析了训练次数对反演准确性的影响，并首次针对 Allen-Cahn 方程的反演问题，系统验证

了 PINN 方法对参数初始值的高度鲁棒性。 

2. Allen-Cahn 方程简介 

Allen-Cahn 方程(Allen-Cahn equation)，是一种描述相变过程中的经典数学模型，被广泛应用于材料

科学、流体力学、图像处理和计算机视觉等多个领域。最早是由物理学家 John W. Cahn 和 Sam Allen 于

1970 年代提出[8]，主要被应用于描述系统中的界面动态以及由两相物质分隔的界面的运动和形态演化。 
针对 Allen-Cahn 方程，国内外许多专家学者们都对其进行了研究。比如王常健等人以带狄利克雷边

界条件的 Allen-Cahn 方程为研究对象，进一步完善了 Dirichlet 边值条件下 Allen-Cahn 方程的奇异极限理

论[9]。乔寒月等人主要研究相场模拟中的 Allen-Cahn 模型，并对一维 Allen-Cahn 方程紧差分方法的数值

逼近进行了研究[10]。韦昌等人提出了一种基于龙格库塔法的自回归物理信息神经网络模型(SR-PINN-
RK)，并对 Allen-Cahn 方程进行了求解[11]。Pengyu Chen 等人使用物理信息神经网络对一维和二维的

Allen-Cahn 方程进行数据驱动学习，并提出了一种基于硬约束 PINN 来表示初始条件和边界条件。结果

表明，所提出的方法比使用软约束表示的 PINN 具有更优越的性能[12]。Indrajit Das 等人提出仅通过一个

神经网络即可在多个连续区间内依次求解 PDE，并对 Allen-Cahn 方程进行求解来验证观点[13]。 
因此基于上述分析，本文研究在 Dirichlet 条件下的 Allen-Cahn 方程，其方程的数学表达式为： 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
[ ] [ ]

2

2

1 2

,0

, , ,

, , 0,

u uD f u
t x

u x g x

u a t h t u b t h t

x a b t T
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= − ∂ ∂

 =
 = =

 ∈ ∈

                              (1) 

其中，方程第一行为核心部分，反映了 u 随时间不断演化的过程，等式右边为扩散项及非线性项，其中

D 为扩散项系数；第二行为初始条件，反映了初始时刻空间上的分布情况；第三行为边界条件，反映了
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空间区域两端的参数随时间的变化情况。 

3. 物理信息神经网络 

3.1. 物理信息神经网络原理 

物理信息神经网络(Physics-Informed Neural Networks，后简称 PINN)是一种将微分方程所描述的物理

规律融入到损失函数中并以此引导模型的求解过程，从而使得求解结果更贴合物理规律约束的神经网络

模型。其求解上述 Allen-Cahn 方程的基本结构如图 1 所示。 
其中，左边虚线框内是用于求解 Allen-Cahn 方程的物理信息神经网络的基本结构。方程中的空间坐

标 x 和时间坐标 t 作为输入数据被传入输入层，随后进入隐藏层中通过激活函数等进行进一步的运算处

理。最后经由输出层输出方程的近似解 ( ),u x t 。而右侧虚线框内是面向 Allen-Cahn 方程的自动微分与损

失计算的流程示意图，其主要作用就是求解方程中包含的一阶与二阶的偏导数，并构建对应的四类约束，

为后续研究提供所需的残差等数据。 
 

 
Figure 1. The structure diagram of the physics-informed neural network used for solving the Allen-Cahn equation 
图 1. 用于 Allen-Cahn 方程求解的物理信息神经网络结构图 

3.2. 激活函数 

3.2.1. 双曲正切(Tanh)激活函数 
双曲正切(tanh)激活函数是一种在神经网络和递归神经网络等领域应用极其广泛的一种激活函数，其

数学表达式为： 

( ) e etanh
e e

x x

x xx
−

−

−
=

+
                                  (2) 

根据(2)式可以发现，tanh 函数是一个定义在全体实数集上面的奇函数，其值域是(−1, 1)。该激活函

数的优点是其以 0 为对称中心，且具备中心对称性与 0 均值特性。这就使得在训练时能有助于缓解参数

更新所导致的结果不稳定，进而有效加速模型的收敛。此外，tanh 函数的导数为： 

( ) ( )2tanh 1 tanhx x′ = −                                  (3) 

其在原点附近的梯度无限接近于 1，可见其有更高的梯度信号，也就说明其可以有效进行信息的反向传

播，使得 tanh 函数可以在浅层网络中能够保持高精度的输出。 
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3.2.2. Sigmoid 激活函数 
sigmoid 激活函数，又称逻辑函数，是人工神经网络历史中的一个非常重要的激活函数，其数学表达

式为： 

( ) 1sigmoid
1 e xx −=
+

                                (4) 

根据(4)式可以看出，sigmoid 函数是一个一个定义在全体实数集上面的函数，其值域为(0, 1)。该激活

函数的优点是将输出范围限定在了 0 和 1 之间，相当于做了归一化操作，适合作为特定模型的输出函数，

比如用于输出一个 0 到 1 的概率值。此外，sigmoid 函数的导数为： 

( )
( )2

esigmoid
1 e

x

x
x

−

−
′ =

+
                               (5) 

通过求导可以看出 sigmoid 函数的梯度是比较平滑的，这就使得在输出的时候避免了结果的跳跃性。 

3.2.3. Leaky RELU 激活函数 
Leaky RELU 激活函数是一种修正线性单元，它在自变量为非负数时保持线性，而在自变量为负数时

引入一个较小的正斜率，以防止梯度消失等问题的出现。其数学表达式为： 

( )
      0

Leaky RELU
    0

x x
x

x xα
≥

=  <
                             (6) 

从(6)式可以看出，Leaky RELU 激活函数的相对优势就是当 x 小于 0 也就是进入负输入部分时，也

会赋予一个小的梯度，从而避免了神经元死亡的问题，使得神经元可以正常参与训练。 

3.3. 损失函数 

在物理信息神经网络求解 Allen-Cahn 方程的过程中，损失函数也是一个很重要的因素，主要用于度

量预测值与真实值的差距并基于此让模型通过反向传播对参数进行更新，来降低真实值和预测值的差距，

从而达到高精度学习的目的。 
在本文的研究中，求解 Allen-Cahn 方程的 PINN 损失函数 totalL 采用均方误差 MSE ，并对初始点 icD 、

边界条件点 bcD 、数据点 dataD 及方程内部配置点 PDED 分别求损失函数 icL 、 bcL 、 dataL 、 PDEL 。 
其中： 
(1) PDEL 为 PDE 残差损失，即在对应计算域内采样 PDEN 个点，通过自动微分计算 Allen-Cahn 方程

中的一阶与二阶导数，构造 PDE 残差： 

( ) ( )
2

3
2

ˆ ˆ ˆ ˆ, u uR x t D k u u
t x

∂ ∂
= − − −
∂ ∂

                             (7) 

其中， ( )ˆ , ,u x t θ 为神经网络的预测解；θ 为网络可训练参数，PDE 损失定义为所有残差的均方误差。则

PDEL 的表达式为： 

( ) 2

1

1 ,
PDEN

PDE PDE i i
iPDE

L MSE R x t
N =

= = ∑                            (8) 

(2) icL 为初值损失，即在初始时刻上采样 icN 个点，则初值损失定义为预测值与给定边界条件的均方

误差，其表达式为： 

( ) ( ) 2

1

1 ˆ ,0 ,0
icN

ic ic i
iic

L MSE u x u x
N =

= = −∑                           (9) 
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(3) bcL 为边界损失，即在边界上采样 bcN 个点，则边界损失定义为预测值与给定边界条件的均方误

差，其表达式为： 

( ) ( )2 2

1 1

1 ˆ ˆ1, 1,
bc bcN N

bc bc i b i b
i ibc

L MSE u t u u t u
N = =

 
= = − − + − 

 
∑ ∑                     (10) 

(4) dataL 为观测数据损失，即引入参考解作为判断求解准确性的依据。在计算域内采样 dataN 个点，

数据损失则定义为预测值与真实值的均方误差，其表达式为： 

( ) ( ) 2

1

1 ˆ , ,
dataN

data data i i true i i
idata

L MSE u x t u x t
N =

= = −∑                        (11) 

则最终神经网络求解 Allen-Cahn 方程的目标就是所有损失项之和： 

min total PDE ic bc dataL L L L Lθ = + + +                              (12) 

4. PINN 求解 Allen-Cahn 方程的反问题 

基于上述分析，已知偏微分方程的反问题包括五种不同的类型，本文选择其中的第一类进行研究，

即对偏微分方程中的某些结构参数及条件进行反演。也就是在已知方程的某些观测数据及部分参数的情

况下，反推会生成这些数据的特定参数。 

4.1. Allen-Cahn 方程的参数反演 

考虑如(1)式所示的 Allen-Cahn 方程，其中扩散项系数 D 为待识别的参数。研究的目标就是在其他条

件均为已知的情况下，给定待观测和学习的数据{ }, ,i i ix t u ，进而实现对扩散项系数的反演，也就是使得

它能够随着训练不断逼近真实值。 

4.2. PINN 反演流程 

本文将基于物理信息神经网络对方程中的扩散系数 D 进行反演，其大致流程为： 
(1) 通过有限差分法生成参考解，并获得对应的参数 ( ),x t 和 ( ),u x t 。并选取一定数量的数据点作为

观测数据。 
(2) 将扩散系数 D 设置为可学习的参数，赋予其初始值，在训练过程中通过梯度下降法实现参数的更新。 
(3) 定义损失函数用于更新神经网络权重和待反演参数 D。再配置学习率调度器，保证参数更新稳定。 
(4) 每一轮迭代中通过前向传播计算总损失，再通过自动微分机制求解损失对神经网络权重和参数 D

的梯度，同时利用优化器更新权重和 D 的数值。 
(5) 重复(4)，直至训练完成后输出最终反演得到的扩散系数 D。 

5. 数值实验 

本节数值算例以带 Dirichlet 条件的 Allen-Cahn 方程为研究模型，其表达式如下： 

( )
( ) ( )
( ) ( )
[ ] [ ]

2
3

2

2

0.001 5

,0 cos

1, 1, 1

1,1 , 0,1

u u u u
t x

u x x x

u t u t

x t

∂ ∂
= − − ∂ ∂

 =
 = − = −

 ∈ − ∈

π                               (13) 

基于上述表达式，首先研究迭代次数、激活函数等网络参数设置对于训练效果的影响，再利用 PINN
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求解其反问题，即利用 PINN 对 Allen-Cahn 方程中的扩散项系数 D 进行反演，并研究训练次数及初始值

设定情况对反演准确性的影响。 
本节算例均基于 Python 环境进行研究。所用到的软件环境为 Python 3.7.16、Pytorch 1.13.1 + cpu、

Numpy 1.21.6、matplotlib 3.5.3。测试采用的平台为 Intel(R) Core(TM) i7-13650HX (14 核，2.60 GHZ)和
NVIDIA GeForce RTX 4060。 

5.1. 激活函数选取 

激活函数是神经网络中非常重要的组成部分。它通过引入非线性因素，使得神经网络能够学习复杂

的模式和特征。在各方面的研究中，常用的激活函数主要包括 tanh、sigmoid、LeakyReLU 等。在不同的

情况下会选取不同的激活函数，它们在复杂度和缓解梯度消失等方面各具优势。 
本节算例中隐藏层数固定为 3 层，每层神经元的个数均为 64，学习率为 0.001，训练次数为 10,000 epoch。 
激活函数的训练时间和误差对比情况如表 1 所示。由此可知，在其余网络参数均固定的情况下，

sigmoid 函数训练时长较长且误差较大。这是因为 sigmoid 函数的值域为(0, 1)，不具备中心对称特性，导

致在训练过程中神经元的输入发生偏移，权重更新方向的一致性降低，所以最终训练误差较大。而且

sigmoid 函数在多次反向传播后会出现网络参数更新幅度降低的现象，故相同参数的情况下训练所需时长

也会增加；LeakyReLU 函数为分段线性函数，其二阶导数几乎处处为 0，进而导致 Allen-Cahn 方程中依

赖高阶算子的 PDE 残差约束失效，同时神经网络易退化为线性变化，丧失训练非线性方程的能力，进而

导致模型的误差总在高值却不下降；而 tanh 激活函数值域为(−1, 1)，具备中心对称性，使得权重更新的

梯度方向一致性更强。而且 tanh 函数的导数连续且平滑，使得神经网络能够准确地拟合微分算子，所以

其误差也是最小的。 
综上所述，本文的研究均采用 tanh 作为激活函数。 
 

Table 1. Training duration and error under different activation functions 
表 1. 不同激活函数下的训练时长及误差 

激活函数 训练时长(秒) 最终训练 L2 误差 

tanh 314.25 0.025715 

sigmoid 346.63 0.266478 

Leaky Relu 297.07 1.451517 

 

 
Figure 2. The error line graph of three different activation functions at t = 0.5 
图 2. 三种不同激活函数在 t = 0.5 时的误差折线图 
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图 2 进一步说明了三种不同激活函数的误差对比情况，可以看出：tanh 函数由于全域光滑且可导，

而且输出范围也与 Allen-Cahn 方程的定义域匹配，故只在相变界面处有小幅误差波动，是三者中精度最

高的。sigmoid 函数本身就容易出现梯度消失的问题，且输出范围是[0, 1]，故需要缩放才可以匹配定义域，

所以误差总体略高。而 Leaky RELU 函数是分段线性的，二阶导数处处为 0，无法匹配含有二阶导数项的

Allen-Cahn 方程，使得方程的物理残差很难被有效约束，所以在三者中误差最高。 

5.2. 模型参数设置 

在已有的研究与分析中，PINN 的网络深度及每层所含的神经元个数要根据具体的研究场景和实际问

题而采用不同的参数设置。此外，学习率的大小也影响着模型训练时的性能。本节仍以(13)式为研究对象，

探究不同参数对于模型训练的影响。 

神经网络隐藏层数和每层神经元个数的设置按下表所示，优化器为 Adam，学习率为默认值 0.001，
训练次数为 10,000 epoch。训练完成后的误差如表 2 所示。 

 
Table 2. The impact of hidden layer count and neuron number on equation solving error 
表 2. 隐藏层数和神经元个数对方程求解误差的影响 

神经元个数 
隐藏层数 16 32 48 64 128 

1 0.596867 0.530145 0.486776 0.518686 0.523734 

2 0.169762 0.215896 0.163866 0.104693 0.069532 

3 0.090586 0.047848 0.029711 0.025715 0.026519 

 
由表 2 可知，从总体趋势上看，随着神经元个数和隐藏层数的增加，最终训练的误差在逐渐减小，

说明这两个因素确实影响了 PINN 的求解精度和准确性。但是相对应地，增加隐藏层数和神经元个数反

而会导致训练的时间成本和所需算力大幅增加且可能会出现数据过拟合现象导致精度不及预期。所以综

合上述考量，本文的研究选择隐藏层数为 3，每层神经元的个数为 64。 
在上文分析的基础上，优化器仍然选择 Adam，学习率按表 3 所示设置了 4 种，训练次数为 10,000 

epoch，训练结果如表 3 所示。 
 

Table 3. Training errors under different learning rates 
表 3. 不同学习率下的训练误差 

学习率 最终训练 L2 误差 

0.1 0.9683917823 

0.01 0.6896298427 

0.001 0.0257146248 

0.0001 0.3559540520 

 
通过表 3 中的训练结果可以看出：当学习率设置为 0.1 时，过大的更新步长超出了 PINN 的稳定收敛

半径，参数迭代时会越过最优解的区域，进入没有物理意义的退化解，所以误差也一直在 0.968 左右稳定

而不下降。当学习率为 0.01 时，此时步长仍高于收敛阈值，参数更新时会在最优解附近反复震荡，导致

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158356


刘昀阳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158356 331 应用数学进展 
 

训练过程中出现反复震荡的趋势。所以不能实现充分收敛，使得误差仍然较大。当学习率为 0.0001 时，

此时步长过小，压制了 PINN 每轮迭代的参数更新幅度，使得梯度下降的幅度也不断减小，所以误差下

降的速度极为缓慢，无法达到充分收敛的目的。而当学习率为 0.001 时，步长与 PINN 的训练机制匹配度

极高，所以能够在保证参数更新效率的情况下不引发误差震荡，所以此时误差也能够快速且平稳地下降

到较低水平。综上所述，本文实验选择学习率为 0.001。 

5.3. 训练次数与训练结果的关系 

在实际的训练过程中，训练次数(epoch)也是很重要的一个考量因素。它指的是整个数据集完成一次

前向传播和一次向后传播的过程，即一个 epoch 就是所有训练样本都已经用于训练模型一次。由于神经

网络的应用场景复杂，在处理不同的问题时也需要对训练次数进行调整。本文以(14)式为研究模型，探讨

训练次数与训练结果的关系。 
基于上述分析，本节中神经网络的优化器为 Adam，学习率为默认值 0.001，激活函数为 tanh，隐藏

层数为 3，神经元个数为 64，训练总次数设置为 30,000 epoch。 
表 4 展示了随着训练次数的增加，方程 L2 误差的变化情况及数值解与预测解的关系。 
 

Table 4. The relationship between the number of iterations and the L2 error 
表 4. 训练次数与 L2 误差的关系 

训练次数 对应训练次数的 L2 误差 

5000 0.214933 

10,000 0.025715 

15,000 0.010065 

20,000 0.006224 

25,000 0.005020 

30,000 0.004097 

 
由表 4 可知：从总体趋势上看，随着训练次数的增加，训练的误差也在不断下降。从细节上观察，

训练次数在 0~10,000 次这个区间内时误差下降速度较快，一方面是因为此时训练刚刚开始，初始网络

参数为随机种子的赋值，导致与最优解之间的距离较大，损失函数处于高梯度的陡峭区域，所以每次

训练时参数更新的幅度也就较大，误差呈现快速下降的趋势；另一方面，PINN 的损失函数中包括初边

值的约束，而初边值是点对点的简单拟合任务，所以训练初期会对这方面进行优先拟合，带动整体误

差快速下降。而到 10,000 次训练以后，此时的预测解已经到最优解附近，损失函数的梯度会逐渐变小，

所以每次参数更新的幅度也会逐渐变小，收敛速度就会变慢；同时初边值的拟合已经基本完成，重心

逐渐转向偏微分方程的残差约束，在反向传播的过程中需要经过多层激活函数的二次求导过程，拟合

的难度升高，所以误差下降速度也会降低。但是总体仍然保持稳定下降的趋势，直至逼近参考解。 
从图 3 中可以看出，在黑色实线作为参考解的情况下，随着训练次数的增加，神经网络的预测解

即各条虚线所示的曲线在不断与黑色实线重合。而从图 4 中可以进一步看出，随着训练次数的增加，

最大误差的值在逐渐减小，全局误差也在变小，说明神经网络对于偏微分方程解的预测在逐渐趋于准

确。 
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Figure 3. The x-u curve graph of the predicted and reference solutions as a function of train-
ing iterations 
图 3. 随训练次数变化的预测解与固定参考解的 x-u 曲线图 

 

 
Figure 4. Heatmap of the error between predicted and reference solutions as a function of training iterations 
图 4. 随训练次数变化的预测解与参考解的误差热力图 

5.4. Allen-Cahn 方程扩散系数 D 的反演 

基于上述对 Allen-Cahn 方程反问题的相关分析，本节算例中以(7)式为研究模型，采用物理信息神经

网络对其中的扩散项系数 D 进行反演，并研究训练次数和不同初始值对反演效果的影响。 
本节中神经网络的优化器为 Adam，神经网络学习率为默认值 0.001，激活函数为 tanh，隐藏层数为

3，神经元个数为 64，观测数据点数量设置为 100，总训练次数设置为 80,000 epoch。 
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5.4.1. 训练次数对反演结果的影响 
由上文的分析可知，在求解 Allen-Cahn 方程正问题时，随着训练次数的增加，求解的效果也就越好。

进一步，为验证在参数反演的情况下是否依然有同样的结论，本节探究在不同训练次数的影响下，训练

结果的准确性会有何变化。 
下面的图表展示了随着训练次数的增加，扩散系数 D 的反演情况及误差的变化趋势。本节算例中初

始 D 的取值为 1.5。 
 

 
Figure 5., The diagram showing the inversion of the diffusion coefficient D when the epoch = 20,000 
图 5. 训练次数为 20,000 时，扩散系数 D 的反演情况图 

 

 
Figure 6. The diagram showing the inversion of the diffusion coefficient D when the epoch = 40,000 
图 6. 训练次数为 40,000 时，扩散系数 D 的反演情况图 

 

 
Figure 7. The diagram showing the inversion of the diffusion coefficient D when the epoch = 60,000 
图 7. 训练次数为 60,000 时，扩散系数 D 的反演情况图 
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Figure 8. The diagram showing the inversion of the diffusion coefficient D when the epoch = 80,000 
图 8. 训练次数为 80,000 时，扩散系数 D 的反演情况图 

 
图 5~8 代表着随着迭代次数的增加，PINN 基于当前次数的 D 绘制的预测解图、观测数据点与预测

点对比图及 D 的收敛曲线图。具体来看，这四张图的左图均代表着当前迭代次数下基于此时反演的 D 而

绘制的时空解热力图。随着迭代次数的增加，D 逐渐逼近真实值，所以求解出的时空解也在逼近参考解。

中间图反映了随训练次数的增加，观测数据点与基于对应时空坐标预测点的关系图。中间的观测–预测

散点图以 y = x 为标准值刻画了数据点拟合的过程。在训练初期，由于 D 值偏离真值程度较大，而且神经

网络还尚未完成训练及拟合的过程，导致大部分的预测数据点均偏离观测点；随着训练次数的增加，神

经网络逐渐学习到了方程的物理规律，所以观测数据点和预测值的误差在逐渐减小；进入训练后期，预

测数据点基本与基准值重合，说明 PINN 已经基本学习到了方程的特性和规律，参数反演也基本趋于稳

定。右图则反映了 D 随训练次数增加的收敛情况，可以看出：在前 10,000 轮次训练时，由于方程的梯度

残差较大，所以优化器会快速更新 D 值，D 的值也就呈现快速下降的趋势。10,000 轮训练以后，D 已经

逐渐接近真实值，此时方程残差的梯度逐渐变小，优化器进入精细化微调阶段，D 的值就会缓慢下降，

直至接近真实值。 
 

Table 5. The variation of diffusion coefficient D and relative error with the number of epoch 
表 5. 扩散系数 D 与相对误差随训练次数的变化 

训练次数(epoch) 初始 D 值 当前 D 值 相对误差 

20,000 1.5 0.00167138 67.14% 

40,000 1.5 0.00110013 10.01% 

60,000 1.5 0.00102321 2.32% 

80,000 1.5 0.00100772 0.77% 

 
通过表 5 可以进一步看出，随着训练次数的增加，D 值在不断逼近真实值 0.001，相对误差也在逐步

减小，最后可达到 10−2 的量级。可见 PINN 在反演参数问题上具有收敛速度快、反演精度高的优势。 

5.4.2. 验证 PINN 反演不依赖初值设定 
进一步，为验证物理信息神经网络在参数反演时具有不依赖初始值选取的优势，即对初始值具有鲁

棒性，本节随机选取 5 组在(0, 3]范围内距真实值远近不同的初始 D 值进行反演，训练次数设置为 80,000 
epoch。 
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Table 6. The inversion results of 5 groups of random D values within the range of (0, 3] 
表 6. (0, 3]内 5 组随机 D 值反演情况 

初始 D 值 最终反演 D 值 真实 D 值 相对误差 

0.25 0.00101683 0.001 1.68% 

0.67493 0.00101643 0.001 1.64% 

1.42658 0.00100011 0.001 0.11% 

1.5 0.00100772 0.001 0.77% 

2.56127 0.00102488 0.001 2.48% 

 
通过表 6 可以看出：这 5 组 D 与真实值的差距从百倍到两千倍左右，包含了距离真实值从近到远的

不同数据。但无论初始扩散系数与真实值之间的偏离程度如何，最终都能拟合到真实值附近，误差均小

于 2.5%，最小的甚至可以达到只有 0.11%。这表明物理信息神经网络对未知扩散系数的初始值表现出极

强的鲁棒性，即其不依赖于初始值的选取。 
 

 
Figure 9. Convergence curves of the diffusion coefficient D and relative error under five initial values within the interval (0, 3] 
图 9. (0, 3]内 5 组初始取值下扩散系数 D 的收敛曲线与相对误差收敛曲线 

 
图 9 进一步展示了这 5 组远近不同 D 的收敛情况与误差的变化情况。可以看出这 5 组初值均可收敛

至真实值。而且初值距离真实值越远，误差下降的速度也就越快，D 也更快速地收敛。这是因为 D 距离

真实值越远，PDE 残差的梯度也就越大。而且，扩散系数 D 在 Allen-Cahn 方程中以线性乘子的形式参与

训练，使得反问题的训练不存在局部最优的陷阱区域。此外，由于 PINN 在反问题的训练中拥有初边值

约束、方程约束和数据约束的多方配合，使得梯度下降算法可以从任意初始值出发并收敛至最优解，进

一步证明了 PINN 在参数反演时对初始值具有极强的鲁棒性。 

6. 结论 

本文聚焦 PINN 在偏微分方程中的应用，通过以 Allen-Cahn 方程为模型的数值算例，首先通过数值

实验证明了以 tanh 作为激活函数的情况下方程的训练时长和训练误差为相对最优；其次通过对不同的网

络尺寸进行研究，发现当隐藏层数为 3 且每层神经元的个数为 64 时，在 10,000 次训练后误差就可达到

10−2 的量级；参数优化实验发现，学习率为 0.001 时是具有最小误差与最高效率的。此外，训练次数的设
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置对最后的结果也有很大的影响。随着训练次数的增加，与基准解之间的误差也在随之缩小。另一方面，

本文还对 Allen-Cahn 方程的反问题中未知参数反演的部分进行了研究，即通过已知的其他观测数据点和

初边值条件去共同反演扩散项系数 D。发现随着训练次数的增加，反演的结果在不断逼近真实值且最终

能够实现精准拟合。而且在此场景下，PINN 对 D 的初始值表现出较强的鲁棒性，即对于(0, 3]内的不同

初始值均可实现高精度反演。综上所述，在求解 Allen-Cahn 方程这类非线性偏微分方程时，PINN 可以作

为一种高精度且普适性强的求解方法进行相关正反问题的研究。 
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