
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(8), 347-356 
Published Online August 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.158358  

文章引用: 王来全. 一类具有两针疫苗接种的传染病模型的稳定性分析[J]. 应用数学进展, 2026, 15(8): 347-356.  
DOI: 10.12677/aam.2026.158358 

 
 

一类具有两针疫苗接种的传染病模型的稳定性

分析 
王来全 

昌吉职业技术学院公共基础教育学院，新疆 昌吉 
 
收稿日期：2026年7月21日；录用日期：2026年8月14日；发布日期：2026年8月27日 

 
 

 
摘  要 

考虑了一类具有两针疫苗接种和潜伏期的传染病模型，得到了基本再生数 R0 ，讨论了地方病平衡点存在

的条件，运用Lyapunov函数讨论了平衡点的全局稳定性，通过数值模拟验证了所得结论的有效性，说明

了增强第一针和第二针疫苗接种对传染病预防的效果。 
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Abstract 
We considered a kind of transmission model with two doses of vaccination and the incubation pe-
riod. The basic reproduction number R0  and some conditions for the existence of the endemic 
equilibrium point were obtained. Throughout the paper, we investigated the global asymptotic of 
the disease-free equilibrium and the endemic equilibrium point by using the Lyapunov function. 
Furthermore, we investigated the effect of the one vaccination and two vaccinations on the preven-
tion of epidemic. Lastly, numerical simulations are given to present the effectiveness of the obtained 
results. 
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1. 引言 

疫苗接种旨在刺激免疫系统产生针对特定病原体的免疫反应，进而对未来的病毒感染提高保护[1]。
研究者对天花[2]和麻疹[3]等疾病研究得出：控制传染病传播最有效的途径之一是疫苗接种，至今疫苗

接种策略广泛地应用于传染病的预防控制[4] [5]。高水平的疫苗接种可以维持疾病在较低感染水平或者

实现疾病根除，如天花病毒等。有些疫苗无法完全防止接种者继续感染和疾病传播，如疟疾[6]和一些禽

类病毒[7]，但是对一般的传染病考虑疫苗接种作用后，有助于疾病控制[8]。根据传染病的传播特性，

恰当的疫苗接种预防策略可以提高疫苗接种的有效性[9] [10]，如对流感和麻疹易感者接种第一针疫苗

后，一定周期后需对易感者实施第二针疫苗接种才能使其产生良好的免疫力[11]，而且麻疹易感者一般

接种两针疫苗后永久免疫[12]，也有一些传染病易感者存在接种两针疫苗后再次被感染的可能。应用数

学模型建立并研究疫苗接种传染病模型是分析疫苗接种策略控制传染病的的重要工作之一[13]，考虑到

有些传染病易感者实施第一针疫苗接种后再次被感染的可能，需对易感者有必要实施第二针疫苗接种预

防策略，也考虑了对易感者实施两针疫苗接种后存在再次被感染的情况，本文建立了具有两针疫苗接种

和潜伏期的传染病模型，研究了模型的基本再生数和平衡点存在的条件，分析了平衡点的渐近稳定性，

并数值模拟了两针疫苗接种策略对控制疾病传播的影响。 

2. 数学模型的建立 

假设： ( )S t 为易感者， ( )1V t 为第一针疫苗接种者， ( )2V t 为第二针疫苗接种者， ( )E t 为潜伏者，

( )I t 为感染者， ( )R t 为康复者。 A 表示易感人群的输入率， ρ 为易感者接种率， p 为第二针接种疫苗

率， d 为死亡率， β 为感染率， 1θ β 为接种第一针疫苗后的感染率， 2θ β 为接种第二针疫苗后的感染

率， ε 为潜伏者进入感染者的几率， k 为自然康复率， γ 为感染者进入康复者的治愈率。据生物意义，

以上参数均为正数，且 ( )0,1ρ ∈ ， 1 2θ θ> 。设 ( ) 1 2N t S V V E I R= + + + + + ，基于以上假设，我们建立如下

数学模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

1 1 2 2

2

1S t A S t I t dS t
V t A pV t V t I t dV t
V t pV t kV t V t I t dV t
E t S t I t V t I t V t I t E t dE t
I t E t I t dI t
R t kV t I t dR t

ρ β
ρ θ β

θ β
β θ β θ β ε
ε γ

γ

′ = − − −
 ′ = − − −
 ′ = − − −
 ′ = + + − −
 ′ = − −


′ = + −

             (1) 

由微分方程的基本理论，模型(1)满足： ( )limsup
t

AN t
d→∞

≤ ，进而得到模型(1)解的可行域为： 
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( ) ( )1 2 1 2, , , , , : 0, 0, 0, 0, 0, 0, AS V V E I R S V V E I R N t
d

 ∆ = > ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≤ 
 

 

我们注意到在模型(1)中 ( )S t 、 ( )1V t 、 ( )2V t 、 ( )E t 和 ( )I t 独立于 ( )R t ，因此，在本文我们只需分析下面

的模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

1 1 2 2

1S t A S t I t dS t
V t A pV t V t I t dV t
V t pV t kV t V t I t dV t
E t S t I t V t I t V t I t E t dE t
I t E t I t dI t

ρ β
ρ θ β

θ β
β θ β θ β ε
ε γ

′ = − − −
 ′ = − − − ′ = − − −
 ′ = + + − −
′ = − −

                (2) 

2.1. 基本再生数和平衡点 

易于得出模型(2)的无病平衡点 ( )0 0 10 20, , ,0,0E S V V= 。其中：
( )

0
1A

S
d
ρ−

= ， 10
AV

d p
ρ

=
+

， 

( )( )20
pAV

d k d p
ρ

=
+ +

。应用下一代矩阵算法，计算出了模型(1)的基本再生数 0R 。其中： 

( ) ( )( )( )
( )( )( )( )

1 2
0

1d k d p d d k d p
R A

d d d d k d p
θ ρ θ ρ ρ

βε
ε γ

+ + + − + +
=

+ + + +
                     (3) 

假设模型(2)的地方病平衡点为 ( )* * * * * *
1 2, , , ,E S V V E I= 。其中： 

( )*
*

1A
S

I d
ρ

β
−

=
+

， *
1 *

1

AV
I p d

ρ
θ β

=
+ +

，
*

* 1
2 *

2

pVV
I k dθ β

=
+ +

， * *dE Iγ
ε
+

=               (4) 

将(4)式结果代入模型(2)的第三个方程并化简等式，此时分析地方病平衡点 *E 的存在性等价于分析以下

方程是否存在正解： 
3 2

1 2 3 4 0a I a I a I a+ + + =                                 (5) 

其中： 

( )( )2
1 1 2a d dθ θ β ε γ= + + ， 

( )( )( ) ( )( )( )2 2 3
2 2 1 1 2a p d d d k d d d Aθ β ε γ θ β ε γ θ θ εβ= + + + + + + + − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 1

3
2 1 2

2 2 2
1 1 2 2

1 1

a k d p d d d d k d d d

d p d d d A k d p d A

A k d d A Ap

β ε γ θ β ε γ

θ β ε γ β ρ εθ θ β ε ρ

θ β ρε θ θ β ρε θ β ρε

= + + + + + + + +

+ + + + − − + − + −

− + − −

， 

( )( )( )( ) ( )( )( )
( )

( )( )( )( ) ( )

4

1 2

0

1

1

a d k d p d d d A d p d k

d A k d Adp

p d k d d d R

ε γ β ρ ε

θ β ρε θ β ρε

ε γ

= + + + + − − + +

− + −

= + + + + −

。 

显然，如果 1 0a > 和 4 00 1a R≤ ⇔ ≤ 。令 ( ) 3 2
1 2 3 4f I a I a I a I a= + + + ，那么 ( ) 2

1 2 33 2f I a I a I a′ = + + ，

我们得到 ( ) 0f I′ = 的平衡点： 
2

2 2 1 3
1

1

2 4 12
6

a a a a
I

a
− − −

= ，
2

1

1
2

2 2 32 4 12
6

a a a a
I

a
− + −

=  

根据三次方程(5)式的根与系数的关系，我们得到 ( ) 0f I = 时，正根存在的条件。 
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定理 1 [14] 如果 0 1R > 时，那么模型(2)地方病平衡点 *E 存在的条件如下。 
(i) 如果满足(1)至(4)条件之一，则模型(2)存在唯一的地方病平衡点。 
其中：(1) 2 0a > 且 3 0a < ；(2) 2 0a > 且 3 0a > ；(3) 2 0a < 且 3 0a > ，且 2

2 1 34 12 0a a a− > ， 

( )1 0f I <  (或 ( )1 0f I > 且 ( )2 0f I > )；(4) 2 0a < 且 3 0a > 。 
(ii) 如果 2 0a < 且 3 0a > ， 2

2 1 34 12 0a a a− > 且 ( )1 0f I =  (或 ( )1 0f I > 且 ( )2 0f I = )，那么模型(2)存在

两个地方病平衡点。 
(iii) 如果 2 0a < 且 3 0a > ， 2

2 1 34 12 0a a a− > ， ( )1 0f I > 且 ( )2 0f I < ，那么模型(2)存在三个不同地方

病平衡点。 

2.2. 平衡点的稳定性 

定理2 当 0 1R < 时，模型(2)的无病平衡点 0E 局部渐近稳定，当 0 1R > 时， 0E 不稳定。当 0 1R > 时，

模型(2)的地方病平衡点 *E 局部渐近稳定。 
证明 计算出模型(2)在无病平衡点 0E 处的 Jacobian 矩阵为： 

( )
( )

( )
( )

( )

0

1 10

2 200

1 10 2 20

0 0 0
0 0 0
0 0
0 0 0
0 0 0

d S
p d V
p k d VJ E

d V V
d

β
θ β
θ β

ε θ β θ β
ε γ

− − 
 − + − 
 − + −=
 − + + 
 − + 

 

进一步得到 ( )0J E 的特征方程： 

( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )2
02 1 0d p d k d d d d Rλ λ λ λ ε γ λ ε γ+ + + + + + + + + + + − =            (6) 

当 0 1R < 时，(6)式的根为负数，如果 0 1R < ，那么(6)式存在一正根。因此，当 0 1R < 时， 0E 局部渐近稳

定，当 0 1R > 时， 0E 不稳定。 
为了便于分析模型(2)在地方病平衡点 *E 的局部渐近稳定，将模型(2) *E 处线性化，令： 

( ) ( ) *
1Y t S t S= − ， ( ) ( ) *

2 1 1Y t V t V= − ， ( ) ( ) *
3 2 2Y t V t V= − ， ( ) ( ) *E t E t E= − ， ( ) ( ) *

5Y t I t I= −  

则模型(2)在 *E 处的线性近似方程为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

* *
1 1 5

* *
2 1 2 1 1 5

* *
3 2 2 3 2 2 5

* * * * * *
4 1 1 2 2 3 4 1 1 2 2 5

5 4 5

Y t d I Y t S Y t

Y t p d I Y t V Y t

Y t pY t k d I Y t V Y t

Y t I Y t I Y t I Y t d Y t S V V Y t

Y t Y t d Y t

β β

θ β θ β

θ β θ β

β θ β θ β ε β θ β θ β

ε γ

 ′ = − + −

 ′ = − + + −


′ = − + + −


′ = + + − + + + +


′ = − +

       (7) 

此时选取函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 1 2 3 4 5L t Y t Y t Y t Y t Y t= + + + + ，将 ( )1L t 沿着系统(7)求导数可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 1 2 3 4 52L t d Y t Y t Y t Y t Y t′ = − + + + + 。当 0 1R > 时， 1 0L′ < ，即 *E 局部渐近稳定。 

定理 3 当 0 1R < 时，模型(2)的无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 
证明 选取函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2 0 0 1 10 10

0 10

2
2 20 20

20

ln ln

ln

S t V t
L t S t S S V t V V

S V

V t dV t V V E t I t
V

ε
ε

   
= − − + − −   
   
  +

+ − − + + 
 

， 
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将 ( )2L t 沿着模型(2)求导数： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0 10 1 20 2
2 1 2

1 2

1 2 2

0 10
0 0 10 1 10

1

20 1
10 20 2 20 20

2

1

1

S S t V V t V V t dL t S t V t V t E t I t
S t V t V t

d d
A dS t A dV t kV t dV t I t

S VA S I t dS A pV V I t
S t V t

V V t
dV p kV V I t dV

V t

ε
ε

ε γ
ρ ρ

ε

ρ β ρ θ β

θ β

′ ′ ′ +′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − + − + +

+ +
= − − + − − − −

− − + + − + +

+ − + + +

 

由于 ( ) 01A dSρ− = ， ( ) 10A d p Vρ = + ， ( )10 20pV k d V= + ，我们进一步整理得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

20 20 10
2 0 0 10 1 10

2 1

2 20 0

10 10
0 10

0 10 1

2 20 110
10 0

1 20 10 2

2 2

1

2 2

3 1

V V tS VL t dS dS t dS pV dV t p d p V
S t V t V t

d d
k d V t k d V R I t

S t V tS VdS dV
S S t V V t

V t V V t d dVpV R I t
V t V V V t

ε γ
ε

ε γ
ε

′ = − − + − − − +

+ +
− + − + + −

   
= − − + − −      

   
  + +

+ − − − + −  
 

 

当 0 1R < 时，我们得到： ( )2 0L t′ ≤ ，从而得出 0E 全局渐近稳定。 
定理 4 当 0 1R > 时，模型(2)的地方病平衡点 *E 是全局渐近稳定的。 
证明 选取函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1* * * *
3 1 1 1* *

1

2* * * *
2 2 2 * *

2

* *
*

ln ln

ln ln

ln

S t V t
L t S t S S V t V V

S V

V t E t
V t V V E t E E

V E

I td I t I I
I

ε
ε

   
= − − + − −   
   
   

+ − − + − −   
   

 +
+ − − 

 

 

求 ( )3L t 沿着模型(2)的导数： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

* * *
1 2 2

3 1 2
1 2

* *

1 2

**
* * 1

1

*
2 1* * * * *

1 1 1 1 2 2 2
2

1

1

S S t V V t V V t
L t S t V t V t

S t V t V t

E E t I I tdE t I t
E t I t

A dS t A dV t kV t E t d I t

d d VSI t A S I t dS A
S t V t

V V t
pV V I t dV p kV V I t dV

V t

ε
ε

ρ ρ ε γ

ε γ
ρ β ρ

ε

θ β θ β

′ ′ ′
′ ′ ′ ′= − + − + −

 ′ ′+′ ′+ − + −  
 

= − − + − − − − +

+ +
− − − + + −

+ + + − + + + *
2
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( )

*

1 1 2 2

*
* *

E S t I t V t I t V t I t
E t

I E t d d
d E d I

I t

β θ β θ β

ε γ
ε ε

ε

− + +

+ +
− + − + +

 

由于 ( ) * * *1A S I dSρ β− = + ， ( ) * * * *
2 2 2 1k d V V I pVθ β+ + = ， * * * *

1 1 1 1A pV dV V Iρ θ β= + + ， 

( ) ( )( )* * * * * * * *
1 1 2 2

d d
S I V I V I d E I

ε γ
β θ β θ β ε

ε
+ +

+ + = + = ，我们整理得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

* * * * * * *
3 1 1 1 1 1

*
* * *

2

* *
* * * * * * *1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

* *
* * *2

1 2 2 2 2
2

* *
* * * *

1 1 1* *

2 3 3 2 3L t dS S I dS t pV dV V I dV t

d d Sk d V t I t S I dS
S t

V VS I p d V V I pV V I t
V t V t

V EpV t V I t S t I t V I
V t E t

I E t I E t
S I V I

I t E I t E

β θ β

ε γ
β

ε

β θ β θ β

θ β β θ β

β θ β θ θ

′ = + − + + + −

+ +
− + − − +

+ − + − + +

− + − +

− − −
( )

( )

*
* *

2 2 *

I E t
V I

I t E
β

 

进一步整理上式可得： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

** *
2 1* * 1

3 1* *
1 2 1

* ** *
1* * *1

1 * * * *
1 1

* * * ** *
2 2 2 1* *1 1

2 1 1* * * * *
2 2 1 1

2 3

2 3
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S t V V tS VL t dS pV
S t S V t V t V
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V V V t E I t I V E t

β

θ β
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   
′ = − − + − −      

   
   

+ − − + − − −      
   


− + + − − −



( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )
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( ) ( )
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( )
( )
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* * * *

2 2 2 2 2 2 *
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2 2 1* * 1

1* * *
1 2 2 1
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1* * *1

1 * * * *
1 1

*
* * 1

1 1
1

2 3

2 3

3

I E tEV I V t I t V I
E t I t E

S t V t V V tS VdS pV
S t S V t V V t V
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E t IVV I
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θ β θ β θ β

β

θ β


  



+ − −

   
= − − + − − −      

   
   

+ − − + − − −      
   

+ − −
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

* *
1

* * *
1

* *
2 2* *

2 2 * * * *
2 2

1

I t V t E
E I t I V E t

V t E V t I t I E t
V I

V E t V I I t E
θ β

 
−  

 
 

+ + − −  
   

得出：当 0 1R > 时， ( )3 0L t′ ≤ ，即 *E 全局渐近稳定。 

2.3. 数值模拟 

本小节通过数值模拟验证本文主要结论。(1) 当 0 0.0021 1R = < 时，根据传染病的传播机理，假设选取

的主要参数为： 1A = ， 0.00003β =  [15]， 0.08ρ = ， 1 0.05θ = ， 2 0.01θ = ， 0.02d =  [15]， 0.05p = ，
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0.03ε = ， 0.07γ =  [15]， 0.05k = 。图 1 表示潜伏者 ( )E t 的轨线，图 2 表示感染者 ( )I t 的轨线，说明了

0 1R < 时，疾病将灭亡。 
(2) 当 0 19.4717 1R = > 时，选取的主要参数为： 1A = ， 0.003β = ， 0.08ρ = ， 1 0.05θ = ， 2 0.01θ = ，

0.02d =  [15]， 0.05p = ， 0.03ε = ， 0.07γ =  [15]， 0.05k = 。图 3 表示潜伏者 ( )E t 与感染者 ( )I t 的轨

线，说明了 0 1R > 时，疾病将持久。 
(3) 当 0 1R > 时，选取的主要参数为： 1A = ， 0.003β = ， 1 0.05θ = ， 2 0.01θ = ， 0.02d = ， 
0.03ε = ， 0.07γ =  [15]， 0.05k = 。图 4 表示 0 1R > 时增强第一针和第二针疫苗接种对潜伏者 ( )E t 的影

响轨线，图 5 表示 0 1R > 时增强第一针和第二针疫苗接种对感染者 ( )I t 的影响轨线。 
 

 

Figure 1. The trajectory of the latent individuals ( )E t  when 0 1R <  

图 1. 0 1R < 时潜伏者 ( )E t 的轨线 

 

 

Figure 2. The trajectory of the infected individuals ( )I t  when 0 1R <  

图 2. 0 1R < 时感染者 ( )I t 的轨线 
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Figure 3. The trajectory between the latent individuals ( )E t  and the 

infected individuals ( )I t  when 0 1R >  

图 3. 0 1R > 时潜伏者 ( )E t 与感染者 ( )I t 的轨线 

 

 
Figure 4. Enhance the impact trajectory of the first and second doses of vac-
cination on latent individuals ( )E t  when 0 1R >  

图 4. 0 1R > 时增强第一针和第二针疫苗接种对潜伏者 ( )E t 的影响轨线 

 

 
Figure 5. Enhance the impact trajectory of the first and second doses of vac-
cination on infected individuals ( )I t  when 0 1R >  

图 5. 0 1R > 时增强第一针和第二针疫苗接种对感染者 ( )I t 的影响轨线 
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图 4 和图 5 显示：在疾病流行期间，假设对易感人群的第一针疫苗接种率从 0.08ρ = 提高到 0.4ρ =

或 0.8ρ = ，第二针疫苗接种率从 0.05p = 提高到 0.25p = 或 0.5p = ，也就是说对易感人群的第一针和

第二针疫苗接种率提高了 5 倍或者 10 倍，潜伏者和感染者明显得到控制，且传染病达到的波峰也会推

迟。进一步说明了增强第一针和第二针疫苗接种预防策略，可以减少传染病的传播。 

3. 结语 

建立了一类具有两针疫苗接种和潜伏期的传染病模型，得到了模型的基本再生数和平衡点存在的条

件，基于基本再生数 0R ，分析了无病平衡点和地方病平衡点的渐近稳定性，并通过数值模拟说明了增

强第一针和第二针疫苗接种能够减少传染病的传播。 
研究局限性：本研究仅仅探讨了传染病易感者实施第一针疫苗接种后再次被感染的可能，需对易感

者有必要实施第二针疫苗接种的传染病模型。在研究具有疫苗接种的传染病模型时易感者和患病者的异

质性、疫苗接种的有效性等因素影响传染病的传播，也进一步影响传染病模型的建立，本文建立的模型

也具有一定的局限性。 
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