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摘  要 

本文研究了一类时间分数阶阻尼波动方程问题的数值解法。针对该模型，引入了L1公式离散Caputo分数

阶导数，并将原二阶时间方程改写为一阶系统。在此基础上，对普通时间导数采用半层平均隐式离散，

对空间二阶导数分别采用二阶中心差分和四阶紧致差分，建立标准二阶格式和四阶紧致格式。进一步给

出两类格式的矩阵形式，证明每一时间层线性系统均唯一可解。利用L1权重的正定性和离散能量法，证

明所得格式在离散范数意义下无条件稳定。最后，通过数值算例验证不同分数阶阶数下的时间收敛阶和

空间收敛阶，计算结果与理论分析一致。 
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Abstract 
This paper investigates an effective numerical method for a class of time-fractional damped wave 
equations. For the considered model, the L1 formula is first introduced to discretize the Caputo frac-
tional derivative, and the original second-order-in-time equation is reformulated as a first-order sys-
tem. On this basis, a half-time-level averaged implicit discretization is applied to the standard time 
derivative, while the second-order spatial derivative is approximated by the second-order central 
difference scheme and the fourth-order compact difference scheme, respectively. Consequently, a 
standard second-order scheme and a fourth-order compact scheme are constructed. The matrix forms 
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of the two schemes are further derived, and it is proved that the linear system at each time level ad-
mits a unique solution. By using the positive definiteness of the L1 weights and the discrete energy 
method, the unconditional stability of the proposed schemes is established in the sense of discrete 
norms. Finally, numerical examples are presented to verify the temporal and spatial convergence 
orders for different fractional orders. The computational results are consistent with the theoretical 
analysis. 
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1. 引言 

波动方程是描述声波以及弹性波等波传播过程的重要数学模型，在地球物理勘探、多孔介质声学、

材料科学等领域具有广泛应用[1] [2]。对于理想无损介质，经典二阶波动方程通常能够较好地描述波的传

播行为。然而，在黏弹性介质、多孔介质、软物质和生物组织中，波在传播过程中往往伴随明显的耗散、

弥散和历史记忆效应[3]。分数阶微分方程由于具有非局部性和记忆性，已成为描述反常扩散、黏弹性响

应、声学衰减和复杂介质传播过程的重要工具[4] [5]。 
近年来，针对分数阶扩散方程、扩散波方程和分数阶波动方程，已有大量数值方法被提出，包括有

限差分方法[6]、有限元方法[7]、谱方法[8]以及卷积求积方法[9]等。其中，Cao 和 Roul [9]针对带奇异源

项和非光滑数据的时间分数阶 Cattaneo 方程，构造并分析了基于卷积求积的高阶时间推进格式；

Kaltenbacher 和 Schlintl [10]在光声和热声成像背景下研究了分数阶阻尼波方程，并构造了适用于正问题

求解和伴随梯度计算的时间推进格式。 
在本文中，我们针对一类时间分数阶阻尼波动方程，构造了两种离散格式：第一种格式将时间 L1 离

散和空间中心差分联系在一起；第二种格式通过对方程作用紧算子，将空间精度提高到四阶。然后，分

别证明了两种格式的稳定性和收敛性。最后，通过数值实验验证两种格式的收敛阶。 
本文结构如下：第 2 节介绍问题模型，第 3 节给出一些预备知识，第 4、5 节分别构造了标准差分格

式和紧致格式，并进行了相应的理论分析，第 6 节分析了算法的计算复杂度，第 7 节给出了数值实验结

果。最后，第 8 节总结了全文主要内容。 

2. 问题模型 

考虑如下分数阶阻尼波动方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]2, , , , , , 0, 0, ,C
tt xx t xxu x t c u x t b D u x t f x t x t L Tα− − = ∈ ×                (1) 

其中 0, 0,0 1c b α> > < < ， C
tDα 表示 Caputo 分数阶导数，定义如下[11]： 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 .
1

d
tC

tD t t s s sααφ φ
α

− ′= −
Γ − ∫  

初始条件和边界条件分别为： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158362
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


黄欣怡 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158362 394 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( )0 0,0 , ,0 , 0 ,tu x u x u x v x x L= = ≤ ≤                       (2) 

( ) ( ) ( ) ( )1 20, , , , 0 .u t t u L t t t Tψ ψ= = ≤ ≤  

若边界条件非齐次，可作边界提升 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,        , , , .L x xx t t t w x t u x t x t
L L

ψ ψ−
= + = −   

由于 0xx = ，函数 w 满足齐次边界条件，且右端项变为 

( ) ( ) ( ), , , .ttF x t f x t x t= −   

因此下文只需讨论齐次边界情形。为简化记号，仍记未知函数为 u ，右端项为 f 。于是下文考虑方程(1)、
初始条件(2)及边界条件 ( ) ( )0, , 0u t u L t= = 。 

3. 预备知识 

3.1. 网格与差分算子 

取空间网格和时间网格为 , 0,1, ,ix ih i M= =  和 , 0,1, ,nt n n Nτ= =  ，其中
Lh
M

= 和
T
N

τ = 分别表示 

均匀空间步长和时间步长。记 { }| 0h ix i MΩ = ≤ ≤ ， { }| 0nt n NτΩ = ≤ ≤ ，定义网格函数空间 

{ }| 0 , 0n
h iU w i M n Nτ = ≤ ≤ ≤ ≤ 以及满足齐次边界条件的空间网格函数空间 

( ){ }T
0 1 0, , , | 0h M MU w w w w w w= = = = 。对任意 hw U τ∈ ，定义下述差分算子： 

1 11 1
2 2

21 1 1
1 2
2

,       ,
2

2,       ,

n n n nn ni i i i
t i i

n n n n n
n ni i i i i

x x ii

w w w ww w

w w w w ww w
h h

δ
τ

δ δ

− −− −

− − +

−

− +
= =

− − +
= =

 

和紧致平均算子 

( ) ( )1 1
1 10 ,       1 1,

12
,                                         0, .

i i i
i

i

w w w i M
w

w i M

− +
 + + ≤ ≤ −= 
 =

  

显然，对1 1i M≤ ≤ − ，有
2

2

12i x i
hw I wδ

 
= + 
 

 。 

引理 3.1. [12]-[14] 对充分光滑的标量函数 g 和空间函数 q ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 ,
2

n n n ng t g t g t g t
O τ

τ
− −′ ′− +

− =                         (3) 

( ) ( ) ( )2 2 ,xx i x iq x q x O hδ− =                                (4) 

( ) ( ) ( )2 4 .xx i x iq x q x O hδ− =                                (5) 

3.2. 离散内积及其基本性质 

对任意 , hu v U∈ ，定义 

( ) ( )
1 1 2

1
, , , ,

M

i ih hh
i

u v h u v u u u
−

=

= =∑  
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( ) ( )1 2
1 11, 1,1,

1 2 2

, , , .
M

x xh hhi ii
u v h u v u u uδ δ

− −=

  
= =    

  
∑  

引理 3.2. [12] [15] [16] 对任意 , hu v U∈ ，有 

( ) ( )2
1, 1, 1,

2, , , , .
2x h h h hh

Lu v u v u u u u
h

δ
∞

= − ≤ ≤  

引理 3.3. [15] [17] 算子在 hU 上自伴，即 ( ) ( ), ,h hu v u v=  ，并且 ( )2 22 ,
3 hh hu u u u≤ ≤ 。 

3.3. L1 离散公式 

对 0 1α< < ，定义 L1 权重 ( )1 11 , 0,1,2,ka k k kα α− −= + − = ，则 0ka > 且 1k ka a +> 。Caputo 导数在 nt 处

的 L1 离散为[18] 

( ) ( )1

1
.

2

n
n k k
i n k i i

k
D w a w w

α
α
τ

τ
α

−
−

−
=

= −
Γ − ∑                           (6) 

定义半层算子 

( )
1, 1 02 1 , 0.

2
n n n

i i i iD w D w D w D w
α α α α
τ τ τ τ

− −= + =  

若 w 关于时间充分光滑，则有[6] 

( ) ( )2 .C n
t nD w t D w Oα α α

τ τ −− =                              (7) 

引理 3.4. [19] 对任意实向量序列{ }
0

mn

n
z

=
，有 

1 1,
2 2

1
, 0,

m n n

t
n h

D z z
α

τ δ
− −

=

 
≥  

 
∑  

进一步，对任意 n
hu U∈ ，有 

1 1,2 2 2

1
, 0.

m n n

x t
n h

D u u
α

τδ δ
− −

=

 
− ≥  
 

∑  

4. 标准差分格式 

4.1. 格式的建立 

令 tv u= ，则(1)式等价于 
2, .C

t t xx t xxu v v c u b D u fα= − − =                             (8) 

在时间半层 1
2

n
t
−

处，对时间导数采用梯形公式，对空间二阶导数采用中心差分，对分数阶项采用半层 

L1 公式，得到带截断误差的离散关系： 
1 1 1
2 2 2

1, ,
n n n

t i i iU V Rδ
− − −
= +                                   (9) 

1 1 1 1 1,2 22 2 2
2,

2 2 2 ,
n n n n n

t i i x i i ixV c U b D U f R
α

τδ δδ
− − − − −
− − = +                        (10) 

其中 ( ),n
i i nU u x t= ， ( ),n

i i nV v x t= 。结合(3) (4) (7)式，可得截断误差估计 
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( )
1 1

2 22 2
1 2 ,
n n

h h

R R C hατ
− − −+ ≤ +                               (11) 

略去截断误差，并用小写字母表示数值解，得到标准差分格式：求 ,n n
i iu v ，使得 

1 1
2 2 , 1 1, 1 ,

n n

t i iu v i M n Nδ
− −
= ≤ ≤ − ≤ ≤                            (12) 

1 1 1 1,22 22 2 2 2 , 1 1, 1 ,
n n n n

t i i x i ixv c u b D u f i M n N
α

τδ δδ
− − − −
− − = ≤ ≤ − ≤ ≤                  (13) 

( ) ( )0 0
0 0, , 1 1,i i i iu u x v v x i M= = ≤ ≤ −                            (14) 

0 0, 0 .n n
Mu u n N= = ≤ ≤                                  (15) 

4.2. 唯一可解性 

定理 4.1. 差分格式(12)~(15)在每一时间层唯一可解。 

证明：由(12)式消去 nv ，并将
1,
2

n
D u

α

τ

−
中包含 nu 的项提出，可得关于 nu 的线性系统 

( )
2

2
2 , ,

2 2
n n

h
c bI A u F

α
α

α
λ τλ

ατ

− +
+ = =  Γ − 

 

其中 hA 为 2
xδ− 对应的对称正定矩阵， nF 仅含已知量。对任意非零向量 w ， 

2

2
2 , 0.

2 h

h

c bI A w wαλ
τ

  +
+ >     

 

故系数矩阵对称正定，从而 nu 唯一确定。再由(12)式唯一确定 nv 。 

4.3. 稳定性 

定理 4.2. 设{ }
0

,
Nn n

n
u v

=
为格式(12)~(15)的解，并定义 

22 2

1,

1 .
2 2

n n n
h h

cE v u= +  

则对任意1 m N≤ ≤ ，有 
21

0 2

1
,

m nm
T

n h

E C E fτ
−

=

 
 ≤ +
 
 

∑                                (16) 

其中 TC 与 h 、τ 无关。因此格式无条件稳定。 

证明：将(13)式与
1 1
2 2

n n

tv uδ
− −
= 作离散内积。利用 

2 211 1
2 2, ,

2

n n
n n h h

t
h

v v
v vδ

τ

−
− − − 

=  
 

 

以及引理 3.2，有 
2 211 1
1,2 22 1,, .

2

n n
n n h

h
x

h
t

u u
u uδ

τ
δ

−
− − − 

− =  
 
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又由引理 3.4， 
1 1,2 2 2

1
, 0.

m n n

x t
n h

D u u
α

τδ δ
− −

=

 
− ≥  
 

∑  

因此对 1, ,n m=  求和并乘以τ ，得到 
1 1

0 2 2

1
, .

m n nm

n h

E E f vτ
− −

=

 
− ≤   

 
∑  

再利用 Cauchy-Schwarz 不等式、Young 不等式和离散 Grünwall 不等式，即得不等式(16)。 

4.4. 收敛性 

定理 4.3. 设真解 u 足够光滑，且数值初值精确给定。记 

, .n n n n n n
u ve U u e V v= − = −  

则对任意1 m N≤ ≤ ，有 

( )2 2 .m m
v u Th h

e e C hατ −+ ≤ +                               (17) 

证明：将(9)式和(10)式分别与(12)式和(13)式相减，得到 
1 1 1
2 2 2

1 ,
n n n

t u ve e Rδ
− − −
= +  

2
1 1 1 1,2 22 2 2 2

2 .
n n n n

t v u x uxe c e b D e R
α

τδ δδ
− − − −
− − =  

由定理 4.2 和(11)式，可得 

( )
2 21 1 22 2 2 22 2

1 21, 1
,

m n nm m
v u T Th h n h h

e e C R R C hατ τ
− − −

=

 
 
 


+


≤ + ≤ +∑  

再使用离散 Poincaré 不等式即可得(17)。 

5. 紧致差分格式 

5.1. 格式的建立 

对系统(8)的第二个式子作用算子，并采用与标准格式相同的时间离散，得到带截断误差的关系： 
1 1 1
2 2 2

1, ,
n n n

t i i iU V Rδ
− − −
= +                                  (18) 

1 1 1 1 1,2 22 2 2 2
2,

2 2 ,
n n n n n

t i i x i i ixV c U b D U f R
α

τδ δδ
− − − − −
− − = +                        (19) 

其中，由(7)和(5)，可得 

( )
1 1

2 42 2
1 2 .
n n

h h

R R C hατ
− − −+ ≤ +                               (20) 

略去截断误差，得到紧致差分格式： 
1 1
2 2 1 1 1 ,, ,

n n

t i iu v i M n Nδ
− −
= ≤ ≤ − ≤ ≤                           (21) 

1 1 1 1,22 2 2 222 , 1 1, 1 ,
n n n n

t i i x i ixv c u b D u f i M n N
α

τδ δδ
− − − −
− − = ≤ ≤ − ≤ ≤               (22) 
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( ) ( )0 0
0 0, , 1 1,i i i iu u x v v x i M= = ≤ ≤ −                           (23) 

0 0, 0 .n n
Mu u n N= = ≤ ≤                                 (24) 

5.2. 唯一可解性 

定理 5.1. 紧致格式(21)~(24)在每一时间层唯一可解。 
证明：类似定理 4.1 的证明，消去 nv 后，关于 nu 的系数矩阵为 

2

2
2 ,

2 h
c b Aαλ

τ
+

+  

由引理 3.3，对称正定；同时 hA 对称正定。因此上述矩阵对称正定，从而可逆，结论成立。 

5.3. 稳定性 

定理 5.2. 设{ }
0

,
Nn n

n
u v

=
为格式(21)~(24)的解，定义 

( )
2 2

1,

1 , .
2 2

n n n n
c hh

cE v v u= +  

则对任意1 m N≤ ≤ ，有 
21

0 2

1
,

m nm
c T c

n h

E C E fτ
−

=

 
 ≤ +
 
 

∑                                (25) 

其中 TC 与 h 、τ 无关，因此紧致格式无条件稳定。 

证明：将(22)式与
1 1
2 2

n n

tv uδ
− −
= 作离散内积。由算子的自伴性， 

( ) ( )1 11 1
2 2

, ,
, .

2

n n n n
n n h h

t
h

v v v v
v vδ

τ

− −
− − − 

=  
 

 
  

其余两项的处理与定理 4.2 相同。由引理 3.2、Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式，可得(25)式。 

5.4. 收敛性 

定理 5.3. 设真解 u 足够光滑，且数值初值精确给定，则紧致格式满足 

( )2 4 , 1 .m m
v u Th h

e e C h m Nατ −+ ≤ + ≤ ≤                         (26) 

证明：将紧致差分格式(21)~(22)与(18)~(19)相减，得到相应的误差方程。按定理 5.2 的能量估计过程，

并结合(20)式的截断误差估计，得 

( )22 2 2 4
1,

,m m
v u Th h

e e C hατ −+ ≤ +  

再利用离散 Poincaré 不等式即可得(26)。 

6. 算法计算复杂度 

记空间内部节点数为 1J M= − 。两种格式在每个时间层均需计算 L1 历史卷积，并求解一个系数矩

阵不随时间变化的三对角线性系统。 

6.1. L1 历史项的计算量与存储量 

在第 n 个时间层，L1 离散(6)包含前 n 个时间增量。对全部 J 个空间节点直接计算历史项需要 ( )O Jn  

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158362


黄欣怡 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158362 399 应用数学进展 
 

次运算。因此，推进至第 N 个时间层的总历史卷积计算量为 ( ) ( )2

1

N

n
O Jn O JN

=

=∑ 。若仅关注时间方向，则 

通常简写为 ( )2O N 。由于进行数值实验时还需保存全部历史差分 1,1k kU U k N−− ≤ ≤ ，故历史数组的存储 

量为 ( )O JN 。采用双精度浮点数时，该数组约占 2

8 MB
1024

JN
，因此，在时间层数较大时，直接 L1 实现同 

时面临计算量和内存增长问题。 

6.2. 两类格式的单步成本 

标准格式在第 n 层的非历史运算主要包括若干三对角矩阵与向量乘法以及一次三对角线性系统求解，

成本均为 ( )O J 。由于系数矩阵与时间层无关，可在计算开始时仅分解一次，随后每层进行前后代入。而

紧致格式还需作用紧致平均矩阵 
2

,
12h h
hC I A= −  

因此单步中比标准格式多若干次三对角矩阵与向量乘法，但这些额外运算仍为 ( )O J 。于是两类格式的渐

近复杂度相同，均为 ( )2O JN 计算量、 ( )O JN 存储量。两者的主要差别体现在常数因子和达到给定空间

精度所需的节点数。紧致格式具有四阶空间精度，通常可在较粗的空间网格上达到与标准格式相同的误

差，因此在同精度比较中可能显著降低总计算时间和历史存储。 

7. 数值实验 

本节通过数值算例验证前文所构造隐式差分格式的有效性。为衡量数值误差，定义离散 2L 范数为 

( )2

1 21 2

1
, ,

h

M
n n

i i nL i
e h U u x t

−

=

 = − 
 
∑  

其中 n
iU 为数值解， ( ),i nu x t 为精确解。本文取所有时间层上的最大误差作为误差指标，即 

2 20max .
h

n
n NL L

E e≤ ≤=  

时间收敛阶和空间收敛阶定义分别为： 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
2 2Order log ,      Order log .

2 2
L L

h
L L

E E h
E E hτ

τ
τ

= =  

7.1. 标准格式收敛阶验证 

考虑如下分数阶阻尼波动方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ], , , , , , 0,1 0,1 ,C
tt xx t xxu x t u x t D u x t f x t x tα− − = ∈ ×  

边界条件为齐次 Dirichlet 边界条件 

( ) ( )0, 1, 0,  0 1,u t u t t= = ≤ ≤  

选取精确解为 

( ) ( ) ( ) 21, sin sin 2 ,
2

u x t x x t = π + π 
 

 

源项 ( ),f x t 由上述精确解代入方程得到。 
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为了检验时间收敛阶，固定足够细的空间网格，使空间误差相对于时间误差可以忽略。取 

12000,         20,40,80,160, .M N
N

τ= = =  

分别测试 0.1,0.5,0.9α = 三种情形，对应的理论时间收敛阶分别为 2 1.9,1.5,1.1α− = ，对应的数值结果见

表 1。 
 

Table 1. Time errors and convergence order of the standard scheme under different α  
表 1. 标准格式在不同α 下的时间误差及收敛阶 

N 
0.1α =  0.5α =  0.9α =  

2L
E  Orderτ  2L

E  Orderτ  2L
E  Orderτ  

20 1.8537e−4 -- 2.4366e−3 -- 1.5939e−2 -- 

40 5.4498e−5 1.7662 8.7870e−4 1.4714 7.5029e−3 1.0870 

80 1.5881e−5 1.7789 3.1540e−4 1.4782 3.5166e−3 1.0933 

160 4.6265e−6 1.7793 1.1279e−4 1.4836 1.6446e−3 1.0965 

 
下面验证标准格式的空间收敛阶，理论空间收敛阶为二阶。为减小时间误差对空间收敛阶的影响，

随着空间网格加密同步减小时间步长。取 
110,20,40,80, ,M h
M

= =  

对应地，取 

2 1 ,,N M
N

τ= =  

数值结果见表 2。 
 

Table 2. Space errors and convergence order of the standard scheme under different α  
表 2. 标准格式在不同α 下的空间误差及收敛阶 

M 
0.1α =  0.5α =  0.9α =  

2L
E  Orderh  2L

E  Orderh  2L
E  Orderh  

10 1.2476e−2 -- 1.2768e−2 -- 1.4821e−2 -- 

20 3.0807e−3 2.0179 3.1327e−3 2.0271 3.5867e−3 2.0469 

40 7.6780e−4 2.0044 7.7820e−4 2.0092 8.7783e−4 2.0306 

80 1.9180e−4 2.0011 1.9408e−4 2.0035 2.1580e−4 2.0243 

 
由表 1 和表 2 可以看出，数值实验观测到的时间收敛阶和空间收敛阶均接近理论收敛阶，验证了标

准格式满足 ( )2
2 2

L
E O hατ −= + 。 

7.2. 紧致格式收敛阶验证 

本算例考虑的方程、边界条件和精确解均与标准格式算例相同。首先验证紧致格式的时间收敛阶，

取与标准格式相同的网格，分别测试 0.1,0.5,0.9α = 三种情形，对应的理论时间收敛阶分别为 
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2 1.9,1.5,1.1α− = ，紧致格式的时间误差和观测收敛阶见表 3。 
 

Table 3. Time errors and convergence order of the compact scheme under different α  
表 3. 紧致格式在不同α 下的时间误差及收敛阶 

N 
0.1α =  0.5α =  0.9α =  

2L
E  Orderτ  2L

E  Orderτ  2L
E  Orderτ  

20 1.8527e−4 -- 2.4365e−3 -- 1.5939e−2 -- 

40 5.4407e−5 1.7678 8.7858e−4 1.4716 7.5027e−3 1.0871 

80 1.5790e−5 1.7847 3.1528e−4 1.4785 3.5163e−3 1.0933 

160 4.5366e−6 1.7994 1.1267e−4 1.4846 1.6443e−3 1.0966 

 
下面验证空间收敛阶。由于四阶紧格式的理论误差为 ( )2

2 4
L

E O hατ −= + ，为了减小时间误差对空间

收敛阶的影响，空间测试中令时间步长随空间步长变化，使 2 4hατ −  ，具体取 

14,8,16,32, ,M h
M

= =  

并令 
4

2 1, .N M
N

α τ−
 

= = 
 

 

空间方向的数值误差和观测收敛阶见表 4。 
 

Table 4. Space errors and convergence order of the compact scheme under different α  
表 4. 紧致格式在不同α 下的空间误差及收敛阶 

M 
0.1α =  0.5α =  0.9α =  

2L
E  Orderh  2L

E  Orderh  2L
E  Orderh  

4 9.6679e−3 -- 1.0140e−2 -- 1.0685e−2 -- 

8 5.6248e−4 4.1033 5.9099e−4 4.1008 6.2393e−4 4.0981 

16 3.4608e−5 4.0226 3.6320e−5 4.0243 3.8371e−5 4.0233 

32 2.1576e−6 4.0036 2.2611e−6 4.0057 2.3900e−6 4.0049 

 
表 3 和表 4 的结果共同验证了四阶紧格式满足 ( )2

2 4
L

E O hατ −= + ，与前文理论分析一致。 

7.3. 初始弱奇异解下的鲁棒性验证 

为考察格式对非光滑时间行为的适应性，取 

( ) ( ) ( ) ( )2 2.21, sin sin 2 ,
2

u x t x x t t = π + π + 
 

 

同样地，固定 2000M = ，取 20,40,80,160N = ，结果见表 5。 
两种格式在弱奇异解下仍表现出稳定的误差下降趋势，且在相同空间网格下误差几乎相同，说明此

时主要误差仍来自时间离散。对于 0.1α = ，观测阶由光滑情形的约 1.8 降至约 1.19，表明初始弱奇异性
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会明显削弱经典 L1 格式的高阶时间精度。对于 0.5α = 和 0.9α = ，观测阶分别约为 1.45 和 1.10，仍接近

2 α− 。因此，该格式对弱奇异解保持收敛和稳定，但在较小α 下可能出现较显著的阶退化，这与非光滑

数据下经典 L1 方法的已知特征一致[20]。 
 

Table 5. Time errors and observation convergence orders of the two schemes under weak singular solutions 
表 5. 弱奇异解下两种格式的时间误差及观测收敛阶 

α  N 
标准格式 紧致格式 

2L
E  Orderτ  2L

E  Orderτ  

0.1α =  

20 3.5269e−3 -- 3.5269e−3 -- 

40 1.5840e−3 1.1548 1.5840e−3 1.1548 

80 7.0118e−4 1.1757 7.0119e−4 1.1757 

160 3.0843e−4 1.1848 3.0844e−4 1.1848 

0.5α =  

20 5.6373e−3 -- 5.6369e−3 -- 

40 2.0627e−3 1.4505 2.0623e−3 1.4506 

80 7.5468e−4 1.4506 7.5433e−4 1.4510 

160 2.7643e−4 1.4489 2.7608e−4 1.4471 

0.9α =  

20 3.3588e−2 -- 3.3587e−2 -- 

40 1.5825e−3 1.0857 1.5825e−3 1.0857 

80 7.4248e−3 1.0918 7.4243e−3 1.0919 

160 3.4758e−3 1.0950 3.4753e−3 1.0951 

7.4. 阻尼系数敏感性分析 

该实验不再随 b 重新制造源项，而是固定 

( ) ( ) ( ) ( ), 0, ,0 sin , ,0 0,tf x t u x x u x= = π =  

取 
0.5, 1, 1, 2,c L Tα = = = =  

并采用紧致格式，令 200, 1000M N= = ，测试 0,0.1,0.5,1,2b = 。定义离散机械能 
22 2

1,

1
2 2

,n n n
h h

cV U= +  

图 1 和图 2 分别给出中点位移和归一化机械能，表 6 给出若干特征量。 
当 0b = 时，系统保持无耗散周期振荡，机械能基本守恒。加入分数阶阻尼后，振幅和机械能总体受

到抑制。 0.1b = 时仍存在明显的欠阻尼振荡， 0.5b = 时负向超调已很小，当 1b = 和 2b = 时，中点位移在

计算区间内不再过零，呈现更接近过阻尼的缓慢松弛行为。该实验说明 b 不仅控制能量耗散强度，还会改

变波的动力学状态。 
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Figure 1. Midpoint displacement under different damping coefficients 
图 1. 不同阻尼系数下的中点位移 

 

 
Figure 2. Discrete mechanical energy with different damping coefficients 
图 2. 不同阻尼系数下的离散机械能 

 
Table 6. Characteristic quantities under different damping coefficients 
表 6. 不同阻尼系数下的特征量 

b  ( )0 2min 1 2,t u t≤ ≤  ( )21 2,u  ( ) ( )2 0   首次过零时刻 

0.0 −1.0000 1.0000 1.0000 0.500 

0.1 −0.7013 0.6248 0.4453 0.520 

0.5 −0.0236 0.1816 0.0502 0.722 

1.0 0.3222 0.3222 0.1039 -- 

2.0 0.5214 0.5214 0.2724 -- 
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8. 结论 

本文针对一类时间分数阶阻尼波动方程，构造了标准差分格式和四阶紧致差分格式。理论分析表明，

两种格式均唯一可解且无条件稳定，其误差分别为 ( )2 2O hατ − + 和 ( )2 4O hατ − + 。数值实验所得时间与空

间收敛阶均与理论结果一致，验证了所提方法的有效性，并进行了鲁棒性和阻尼系数敏感性分析。进一

步研究可考虑非均匀时间网格以及二维、三维问题的高阶数值离散。 
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