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摘  要 

本文研究二维非线性修正Burgers方程的高效数值求解问题，构造了一种基于Crank-Nicolson时间离散

的空间两重网格混合有限元方法。进一步地，数值实验验证了所提出方法的有效性。计算结果显示， u
的 L2 误差具有约二阶收敛精度。同时，与单网格方法相比，两重网格方法在保持相近精度的基础上显著

减少了计算时间。 
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Abstract 
This paper investigates the efficient numerical solution of the two-dimensional nonlinear modified 
Burgers equation. A spatial two-grid mixed finite element method combined with the Crank-Nicol-
son time discretization is developed. Numerical experiments are further conducted to verify the 
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effectiveness of the proposed method. The computational results demonstrate that the L2 -norm 
error of u  achieves an approximately second-order convergence rate. Moreover, compared with 
the standard single-grid method, the proposed two-grid method significantly reduces the computa-
tional time while maintaining comparable numerical accuracy. 
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1. 引言及主要结果 

在本研究中，我们使用了空间两重网格混合有限元方法研究 Burgers 方程，其方程[1]形式如下 

( ) ( ]
( ]

( ) ( )0

, 0, ,

0, 0, ,

, ,0 , , ,

m
t x yu u u u u f T

u T

u x y u x y

ν + + − ∆ = Ω×
 = ∂Ω×
 = Ω

在

在

在

                    (1.1) 

其中 Ω是平面上的有界凸区域， Ω∂ 是 Ω的 Lipschitz 连续边界。常数 1m ≥ 是一个正整数。 ( )0 ,u x y 是初

始条件， 0T > 表示指定的终止时间。外力由 ( ), ,f f x y t= 给出， 0ν > 表示动力粘性系数。 
Burgers 方程是 Navier-Stokes 方程的一类典型简化模型，在非线性输运、流体力学和工程建模中具

有广泛应用。当 1m = 时，模型退化为经典 Burgers 方程，其数值求解已得到较为充分的研究。Caldwell
等人[2]较早采用有限元方法求解该方程，Kadalbajoo 等人[3]基于 Crank-Nicolson 格式构造了有限差分方

法。为同时获得原变量及通量变量的数值近似，Hu 等人[4]提出了一种混合有限元方法，并证明了相应

的收敛结果。近年来，弱 Galerkin 有限元方法、广义有限差分方法、格子 Boltzmann 方法以及机器学习

辅助算法也被用于 Burgers 方程的数值求解。例如，Wang 等人[5]构造了广义有限差分两层显式格式，

Chen 等人[6] [7]分别研究了一维和二维 Burgers 方程的弱 Galerkin 有限元方法，Mohanamuraly 等人[8]和
Zhang 等人[9]则从不同角度分析了相关格式的稳定性和误差性质。 

当 1m > 时，针对广义 Burgers 方程和修正 Burgers 方程，Shi 等人[10] [11]分别提出了时间两网格方

法和时空两网格方法，并获得了相应的收敛结果；此外，格子 Boltzmann 模型、高阶差分格式和指数型

方法等也被用于此类问题。然而，在高维或强非线性情形下，若直接在细网格上求解完全非线性系统，

传统单网格方法通常需要较高的计算成本，对于一般非线性演化方程，常用的高效求解策略包括 Picard
迭代[12]、Newton 线性化方法等。 

混合有限元方法通过引入辅助变量，可以同时逼近原变量和通量变量，并便于建立二者的联合误差

估计。然而，将其应用于非线性 Burgers 型方程时，细网格上的非线性迭代往往成为主要计算负担。两

重网格方法为降低这一成本提供了有效途径。该方法由 Xu 等人[13] [14]提出。近年来，两重网格方法已

被推广到时间分数阶扩散方程、非线性椭圆方程及其他复杂演化模型，并表现出良好的计算效率和适用

性。 
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2. 预备知识和基本性质 

我们定义 ( )2L Ω 内积如下： 

( ) ( ) ( ) ( )2, d , , .u v u x v x x u v L
Ω

= ∈ Ω∫ 其中  

对于 Sobolev 空间，我们分别定义其半范数与范数：  

( )
1 2 1 2

2 2
, , ,

0
d d , ,

k
k

k k i
k i

v D v x y v v v Hα

α
Ω Ω ΩΩ

= =

    = = ∀ ∈ Ω   
   

∑ ∑∫  

式中 ( )1 2, , , kα α α α=  ， iα 为非负整数，且
1

k
iiα α

=
=∑ 。 

接下来，我们定义若干记号：令 

( ) 1, , , , , 1 ,n n
n n n t

u uT N t n u u t u n Nτ τ
τ

−−
= = = ⋅ = ≤ ≤其中  

其中 N 为正整数，T 为终止时间。 

2.1. 问题的弱形式 

我们定义空间为 

( ) ( )22 1
0, .V L W H= Ω = Ω  

假设 ( )2f L∈ Ω ，引入通量 p u= −∇ ，则方程(1.1)的弱形式定义为：求 ,p V u W∈ ∈ ，使得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , 0, ,

, , , , , , ,m m
t

p q q u q V

u v u u p v p v f v v Wν

+ ∇ = ∀ ∈

 − − ∇ = ∀ ∈ 
                    (2.1) 

其中 ,m mu u  定义为向量 ( ),m mu u 。 
对任意 [ ]0,t T∈ ，定义如下双线性形式： 

( ) ( ), , , , ,a p q p q p q V= ∀ ∈  

( ) ( ), , , , .b p v p v p V v W= − ∇ ∀ ∈ ∀ ∈                           (2.2) 

由式(2.1)可知，对任意 [ ]0,t T∈ ，方程(1.1)的等价变分形式为：求 ,p V u W∈ ∈ ，使得 

( ) ( ), , 0, ,a p q b q u q V− = ∀ ∈                               (2.3) 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , .m m
tu v u u p v b p v f v v Wν − + = ∀ ∈                         (2.4) 

2.2. 有限元解的存在性、唯一性与 L∞ 有界性 

针对变分方程组(2.3)~(2.4)，我们给出如下两个引理。 
引理 2.1 (参考[4]) 由式(2.2)定义的双线性形式 ( ),b ⋅ ⋅ 满足下确界–上确界条件(inf-sup 条件)，即存在

常数 1 0γ > ，使得 

( )
1

,
inf sup .
v W q V V W

b q v
q v

γ
∈ ∈

≥  

本文中，符号C 始终表示一个正常数，其取值在不同情境下可能不同，需要注意的是，该常数与空

间网格尺寸和时间步长均无关。 
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引理 2.2 (参考[4]) 设 ( )g t 为区间 [ ]0,T 上的可积且几乎处处为正的函数，若连续函数 ( ) [ ]( )0,t C Tψ ∈

满足不等式 

( ) ( ) ( ) [ ]
0

0 d , 0, ,
t

t C g s s s t Tψ ψ≤ ≤ + ∀ ∈∫  

则 ( )tψ 同样满足 

( ) ( )( ) [ ]
0

0 exp d , 0, ,
t

t C g s s t Tψ≤ ≤ ∀ ∈∫  

进一步，若 0C = ，则 ( ) 0tψ ≡ 。 
引理 2.3 (参考[4]) 对任意的 1n ≥ ，如果 ( )( )2 2, 0, ;tt tttu u L T L∈ Ω ，那么我们有 

1

1

2
231

1 0
2 0

2
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2
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−
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−

−
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−
− ≤

∫

∫

 

定理 2.4 (参考[7]) 假设初值 ( ) ( )2
0 ,u x y L∈ Ω ，则变分形式(2.3)~(2.4)存在唯一解 ,p V u W∈ ∈ ，且存

在常数 0 0M > ，使得 

00, .u M
∞
≤  

基于变分形式(2.3)~(2.4)，设 h 为区域Ω上的一致正则三角剖分。选取 2
1r rP P− − 有限元对( hV , hW )，

其中 rP 表示 r 阶线性多项式，其定义如下： 

( ) ( ){ }1 2 1, : , , 1, 2 ,h h i r hV q q q V q P i−= = ∈ ∈ ∀ ∈ =


                      (2.5) 

( ) ( ){ }0 : , .h r hW v C W v P= ∈ Ω ∩ ∈ ∀ ∈                          (2.6) 

引理 2.5 (参考[4]) 由(2.2)定义的双线性形式 ( ),b ⋅ ⋅ 与(2.5)~(2.6)定义的 2
1r rP P− − 有限元对满足离散下确

界–上确界条件，即存在常数 2 0γ > ，使得 

( )
2

,
inf sup 0.
h h h h

h h

v W q V h hV W

b q v
q v

γ
∈ ∈

≥ >  

引理 2.6 (参考[6]) 存在投影算子 : hV VΠ → ，满足如下性质： 

( ), 0, ,hp p q q V−Π = ∀ ∈                                (2.7) 

0 0 , ,p C p p VΠ ≤ ∀ ∈  

( )0 , .r r
rp p Ch p p H V−Π ≤ ∀ ∈ Ω ∩                         (2.8) 

引理 2.7 (参考[6]) 存在投影算子 : hW WΛ → ，满足 

0 1 , ,u C u u WΛ ≤ ∀ ∈  

( )1 1
0 1 1 , ,r r

ru u h u u Ch u u H W+ +
+

− Λ + −Λ ≤ ∀ ∈ Ω ∩                  (2.9) 

且若 ( )1
0u H∈ Ω ，则有 

( )( ), 0, .hu u q q V∇ −Λ = ∀ ∈                              (2.10) 

定理 2.8 (参考[7]) 若初值 ( ) ( )2
0 ,u x y L∈ Ω ，则存在唯一有限元解 ,h hp V u W∈ ∈ ，满足 
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( ) ( ), , 0, ,h h ha p q b q u q V− = ∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , .m m
t h h h h h hu v u u p v b p v f v v Wν − + = ∀ ∈   

此外，存在与网格尺寸 h 无关的常数 1 0M > ，使得 

10, .hu M
∞
≤  

3. 混合有限元算法 

设时间步长 T Nτ = ， ,n hu 为 hW 空间中 ( )u t 在时刻 nt t nτ= = ( )1,2, ,n N=  处的近似解。对时间导 

数 u t∂ ∂ 在点 1
2

1
2n

t n τ
−

 = − 
 

处采用 Crank-Nicolson 格式离散，可得如下全离散格式： 

, 1, , 1, , 1, 1, , , , ,
2 2 2

n h n h n h n h n h n h n nu u p p f fv v v v
χ χ

ν
τ

− − − −− + +      + − ∇ − =       
      

            (3.1) 

, 1, , 1,, , 0,
2 2

n h n h n h n hp p u u
q q− −+ +   

+ ∇ =   
   

                         (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0 0, 0, , , , , 0,h hu v u v p q u q= Λ + ∇Λ =                         (3.3) 

其中 ( ) ( ), , , ,,
m m

n h n h n h n hu u pχ  
 

=


， hv W∈ ， hq V∈ 。 
定理 3.1 设 ( ),h h h hp u V W∈ × 为方程组(3.1)的解，则存在正常数C ，使得 

( )
( )

, , 0 01 11 0 0 0

1
2 22
00

d d

d .

n n

n

t tr
n n h n n h t tr r r r

t
ttt

u u p p Ch u p u t p t

C u tτ

+ +
− + − ≤ + + +

+

∫ ∫

∫
             (3.4) 

证明 令 

, , 0, 0, 0,

, , 0, 0, 0,

,
.

n n h n n n n h n n n

n n h n n n n h n n n

u u u u u u
p p p p p p

φ θ ε

ρ ξ η

− = −Λ +Λ − = + =

− = −Π +Π − = + =
 

由式(2.8)与式(2.9)可得 

( )0, 01 1 11 0
d ,ntr

n n n tr ru u Ch u u tφ
+ +

= −Λ ≤ + ∫                       (3.5) 

( )1
0, 00 1 10 0

d ,ntr
n n n tr ru u Ch u u tφ +

+ +
= −Λ ≤ + ∫                      (3.6) 

( )0, 000 0
d .ntr

n n n tr rp p Ch p p tρ = −Π ≤ + ∫                       (3.7) 

结合式(2.1)、式(3.1)，对任意 hq V∈ 与 hv W∈ ，可得误差方程如下： 

0, 0, 1 0, 0, 1 , 1,

, , 11
1 1, ,
2 2

, , , ,
2 2 2

, , ,
2

n n n n n h n h

t n t nn n

t n t n

v v v v

u uu u u v u v

ε ε η η ϕ ϕ
ν

τ

τ

− − −

−−

− −

− +       
− ∇ − −       

       
   +−

= − − −      
   

 

0, 0, 1 0, 0, 1, , 0,
2 2

n n n nq q
η η ε ε− −+ +   

+ ∇ =   
   
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,, ,
m mm m

n h n n n n h n h n hu u p u u pϕ   
    

= − 。根据式(2.7)与式(2.10)，进一步得到 

0, 0, 1 0, 0, 1 , 1,

, , 11
1 1, ,
2 2

, , , ,
2 2 2

, , ,
2

n n n n n h n h

t n t nn n

t n t n

v v v v

u uu u u v u v

θ θ ξ ξ ϕ ϕ
ν

τ

τ

− − −

−−

− −

− +       
− ∇ − −       

       
   +−

= − − −      
   

                 (3.8) 

0, 0, 1 0, 0, 1, , 0.
2 2

n n n nq q
ξ ξ θ θ− −+ +   

+ ∇ =   
   

                        (3.9) 

对式(3.9)中取
0, 0, 1

2
n nq

θ θ −−
= ∇ ，应用 Cauchy-Schwartz 不等式与 Young 不等式可得 

2 2
0, 0, 1 0, 0, 1 0, 0, 10 0 0 0

2 2
0, 0, 1 0, 0, 10 0 .

2 2

n n n n n n

n n n n

θ θ ξ ξ θ θ

ξ ξ δ θ θ

δ

− − −

− −

∇ − ∇ ≤ + ∇ −∇

+ ∇ −∇
≤ +

 

经整理计算后有 

( )

2
2 2 0, 0, 1 0

0, 0, 10 0

1 .
1 2 1

n n
n n

ξ ξδθ θ
δ δ δ

−
−

++
∇ ≤ ∇ +

− −
 

再应用 Poincaré 不等式，选取 0δ ≥ 满足1 0δ− > ，可得到如下估计 

( )2 2 2 2
0, 0, 1 0, 0, 11 1 0 0

.n n n nCθ θ ξ ξ− −≤ + +  

结合初始条件 0, 0ΛHu u= ，对1 n N≤ ≤ 的所有方程求和，并利用 Gronwall’s 不等式，可得 

0, 1 0,1 0
.n nCθ ξ≤                                 (3.10) 

我们将式(3.9)替换为如下形式 

0, 0, 1 0, 0, 1, , 0, , 1, 2, , .n n n n
hq q q V n N

ξ ξ θ θ
τ τ

− −− −   
+ ∇ = ∀ ∈ =   

   
                (3.11) 

对式(3.8)中取
0, 0, 1n nv

θ θ
τ

−−
= ，对式(3.11)取 0, 0, 1

2
n nq

ξ ξ −+
= ，两式相加后应用 Cauchy-Schwartz 不等 

式、Young 不等式和引理 2.3，可推得 

( ) ( ) ( )

1

2 2
0, 0, 1 1, 0, 0, 1 , 0, 0, 10 0

224
0, 0, 10 0

, ,

 d ,n

n

n n n h n n n h n n

t
ttt n nt

C u t C

ν ξ ξ ϕ θ θ ϕ θ θ

τ θ θ
−

− − − −

−

− ≤ − + −

+ + −∫
                  (3.12) 

结合定理 2.4 与定理 2.8 的结论，再次应用 Cauchy-Schwartz 不等式与 Young 不等式，可得 

( ) 2 21 0 2 1
1, 0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 10 0

2
0, 0, 1 0

1 2

,
2 2
1 .

2 2

m

n h n n n n n n

n n

M C M

C

β βϕ θ θ ρ ξ φ θ

θ θ
β β

− − − − − −

−

− ≤ + + +

 
+ + − 
 

               (3.13) 

利用式(3.6)、式(3.7)、式(3.10)、Young 不等式与 Poincaré 不等式，可得 
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( )
( )1

2 2 2
0, 1 0, 1 0, 1 0, 10 0 0

2 22
0 0, 1 00

2

dn

n n n n

tr
t nr rCh p p t C

ρ ξ ρ ξ

ξ−

− − − −

−

+ ≤ +

≤ + +∫
                    (3.14) 

( ) ( )
( )1

2 2 2 2 2
0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 10 0 0 1 1

2 22
0 0, 11 1 00

2 2 ,

d .n

n n n n n n

tr
t nr rCh u u t C

φ θ φ θ φ θ

ξ−

− − − − − −

−+ +

+ ≤ + ≤ +

≤ + +∫
                  (3.15) 

再结合式(3.10)与 Young 不等式，有 

( )

( )

2 2 2
0, 0, 1 0, 3 0, 10 0 0

3

2 22 2
1 0, 3 1 0, 10 0

3

11 1

11 1 .

n n n n

n nC C

θ θ θ β θ
β

ξ β ξ
β

− −

−

 
− ≤ + + + 

 
 

≤ + + + 
 

                    (3.16) 

联立式(3.13)、式(3.14)、式(3.15)与式(3.16)，可推得 

( ) ( ) ( )1 1
2 2

2
1, 0, 0, 1 0 0 1 10 0

2 2
1 0, 2 0, 10 0

, d d

.

n nt tr
n h n n t tr r r r

n n

Ch p p t u u t

C C

ϕ θ θ

ξ ξ

− −

− − + +

−

 − ≤ + + +  

+ +

∫ ∫
             (3.17) 

同理可得 

( ) ( ) ( )2 2
2

, 0, 0, 1 0 0 1 10 0

2 2
1 0, 1 2 0,0 0

, d d

.

n nt tr
n h n n t tr r r r

n n

Ch p p t u u t

C C

ϕ θ θ

ξ ξ

− + +

−

 − ≤ + + +  

+ +

∫ ∫
              (3.18) 

经整理计算后可得 

( ) ( ) ( )
( )

1

2 22 2
1 0, 3 0 0 1 10 0 0

224
4 2 0, 10 0

d d

d .

n n

n

n

t tr
n t tr r r r

t
ttt nt

C C h p p t u u t

C u t C

ν ξ

τ ν ξ
−

+ +

−

 − ≤ + + +  

+ + +

∫ ∫

∫
               (3.19) 

选取合适的参数 1C ν< ，使得式(3.19)左端 2
0 0nξ  的系数大于 0，对1 n N≤ ≤ 的所有方程求和，并利

用 Gronwall’s 不等式，可得 

( ) ( )
1

2 22
0, 0 01 1 00 0 0 0

d d d .n n nt t tr
n t t tttr r r rCh u p u t p t C u tξ τ

+ +
≤ + + + +∫ ∫ ∫            (3.20) 

最后结合式(3.5)、式(3.7)、式(3.10)、式(3.20)与三角不等式，可得定理 3.1。 

4. 两重网格混合有限元算法 

设 H 和 h 为两个正实参数，满足 h H ，且二者均趋于 0。按照第 2 节的方法构造区域 Ω的粗网格

剖分 ( )H Ω ，对该粗网格进行加密，得到细网格剖分 ( )h Ω 。对时间导数 u t∂ ∂ ，在时间节点 

1
2

1
2n

t n τ
−

 = − 
 

处采用 Crank-Nicolson 格式。稳定的两重网格有限元逼近算法步骤如下： 

步骤 1：在粗网格 H 上，给定初值 ( ) ( )( )0
0, 0 0, ,H Hp u u u= Π −∇ Λ ，求解如下非线性方程组，得到有

限元解 , ,,n H H n H Hp V u W∈ ∈ ： 
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, 1, , 1, , 1, 1

, 1, , 1,

, , , , ,
2 2 2

, , 0,
2 2

n H n H n H n H n H n H n n

n H n H n H n H

u u p p f fv v v v

p p u u
q q

χ χ
ν

τ
− − − −

− −

− + +      + − ∇ − =       
      

+ +   
+ ∇ =   

   

           (4.1) 

其中 ( ) ( ), , , ,,
m m

n H n H n H n Hu u pχ  
 

=


， ,H Hv W q V∈ ∈ 。 
步骤 2：在细网格 h 上，给定初值 ( ) ( )( )0

0, 0 0, ,h hp u u u= Π −∇ Λ ，求解如下线性方程组，得到有限元

解 , ,,n h h n h hp V u W∈ ∈ ： 

, 1, , 1, , 1, 1

, 1, , 1,

, , , , ,
2 2 2

, , 0,
2 2

n h n h n h n h n H n H n n

n h n h n h n h

u u p p f fv v v v

p p u u
q q

χ χ
ν

τ
− − − −

− −

− + +      + − ∇ − =       
      

+ +   
+ ∇ =   

   

           (4.2) 

其中 ,h hv W q V∈ ∈ 。 
首先，我们给出步骤 1 的误差估计。 
定理 4.1 设 ,H H H Hp V u W∈ ∈ 为方程组(4.1)的解，则存在正常数C ，使得 

( )
( )

, , 0 01 11 0 0 0

1
2 22
00

d d

d .

n n

n

t tr
n n H n n H t tr r r r

t
ttt

u u p p CH u p u t p t

C u tτ

+ +
− + − ≤ + + +

+

∫ ∫

∫
           (4.3) 

证明 令 

, , 1, 1, 1,

, , 1, 1, 1,

,
.

n n H n n n n H n n n

n n H n n n n H n n n

u u u u u u
p p p p p p

φ θ ε

ρ ξ η

− = −Λ +Λ − = + =

− = −Π +Π − = + =
 

由式(2.8)和式(2.9)可得 

( )1, 01 1 11 0
d ,ntr

n n n tr ru u CH u u tφ
+ +

= −Λ ≤ + ∫                       (4.4) 

( )1
1, 00 1 10 0

d ,ntr
n n n tr ru u CH u u tφ +

+ +
= −Λ ≤ + ∫                      (4.5) 

( )1, 000 0
d .ntr

n n n tr rp p CH p p tρ = −Π ≤ + ∫                       (4.6) 

联立式(2.1)与式(4.1)，对任意 Hq V∈ 和 Hv W∈ ，可得如下误差方程： 

1, 1, 1 1, 1, 1 , 1,

, , 11
1 1, ,
2 2

, , , ,
2 2 2

, , ,
2

n n n n n H n H

t n t nn n

t n t n

v v v v

u uu u u v u v

ε ε η η ϕ ϕ
ν

τ

τ

− − −

−−

− −

− +       
− ∇ − −       

       
   +−

= − − −      
   

 

1, 1, 1 1, 1, 1, , 0,
2 2

n n n nq q
η η ε ε− −+ +   

+ ∇ =   
   

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,, ,
m mm m

n H n n n n H n H n Hu u p u u pϕ   
    

= − 。由式(2.7)和式(2.10)，进一步得到 

1, 1, 1 1, 1, 1 , 1,

, , 11
1 1, ,
2 2

, , , ,
2 2 2

, , ,
2

n n n n n H n H

t n t nn n

t n t n

v v v v

u uu u u v u v

θ θ ξ ξ ϕ ϕ
ν

τ

τ

− − −

−−

− −

− +       
− ∇ − −       

       
   +−

= − − −      
   

                 (4.7) 
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1, 1, 1 1, 1, 1, , 0.
2 2

n n n nq q
ξ ξ θ θ− −+ +   

+ ∇ =   
   

                         (4.8) 

对式(4.8)中取
1, 1, 1

2
n nq

θ θ −−
= ∇ ，应用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式可得 

2 2
1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 10 0 0 0

2 2
1, 1, 1 1, 1, 10 0 .

2 2

n n n n n n

n n n n

θ θ ξ ξ θ θ

ξ ξ δ θ θ

δ

− − −

− −

∇ − ∇ ≤ + ∇ −∇

+ ∇ −∇
≤ +

 

经整理计算可得 

( )

2
2 2 1, 1, 1 0

1, 1, 10 0

1 .
1 2 1

n n
n n

ξ ξδθ θ
δ δ δ

−
−

++
∇ ≤ ∇ +

− −
 

应用 Poincaré 不等式，选取 0δ ≥ 满足1 0δ− > ，可得如下估计 

( )22 2 2
1, 1, 1 1 1, 11 1 00

.n
n n nCθ θ ξ ξ− −≤ + +  

结合初值条件 0, 0Hu u= Λ ，对1 n N≤ ≤ 的所有方程求和，并利用 Gronwall’s 不等式，可得 

1, 1 1,1 0
.n nCθ ξ≤                                  (4.9) 

我们采用下述式子 

1, 1, 1 1, 1, 1, , 0, , 1, 2, ,n n n n
Hq q q V n N

ξ ξ θ θ
τ τ

− −− −   
+ ∇ = ∀ ∈ =   

   


                (4.10) 

替代式(4.8)。在式(4.7)中取
1, 1, 1n nv
θ θ

τ
−−

= 与式(4.10)中取
1, 1, 1

2
n nq

ξ ξ −+
= 再相加，应用 Cauchy-Schwarz 不 

等式、Young 不等式，可得 

( ) ( ) ( )

1

2 2
1, 1, 1 1, 1, 1, 1 , 1, 1, 10 0

224
1, 1, 10 0

, ,

d .n

n

n n n H n n n H n n

t
ttt n nt

C u t C

ν ξ ξ ϕ θ θ ϕ θ θ

τ θ θ
−

− − − −

−

− ≤ − + −

+ + −∫
                 (4.11) 

结合定理 2.4 和定理 2.8 的结论，再应用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式，可得 

( ) 2 21 0 2 1
1, 1, 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 10 0

2
1, 1, 1 0

1 2

,
2 2
1 .

2 2

m

n H n n n n n n

n n

M C M

C

β βϕ θ θ ρ ξ φ θ

θ θ
β β

− − − − − −

−

− ≤ + + +

 
+ + − 
 

              (4.12) 

利用式(4.5)、式(4.6)、式(4.9)，结合 Young 不等式和 Poincaré 不等式，可得 

( )
( )1

2 2 2
1, 1 1, 1 1, 1 1, 10 0 0

2 22
0 1, 1 00

2

d ,n

n n n n

tr
t nr rCH p p t C

ρ ξ ρ ξ

ξ−

− − − −

−

+ ≤ +

≤ + +∫
                 (4.13) 

( ) ( )
( )1

2 2 2 2 2
1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 10 0 0 1 1

2 22
0 1, 11 1 00

2 2

d .n

n n n n n n

tr
t nr rCH u u t C

φ θ φ θ φ θ

ξ−

− − − − − −

−+ +

+ ≤ + ≤ +

≤ + +∫
               (4.14) 
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再结合式(4.9)和 Young 不等式，有 

( )2 2 22 2
1, 1, 1 1 1, 3 1 1, 10 0 0

3

11 1 .n n n nC Cθ θ ξ β ξ
β− −

 
− ≤ + + + 

 
                  (4.15) 

联立式(4.12)、式(4.13)、式(4.14)与式(4.15)可得 

( ) ( ) ( )1 1
2 2

2
1, 1, 1, 1 0 0 1 10 0

2 2
1 1, 2 1, 10 0

, d d

,

n nt tr
n H n n t tr r r r

n n

CH p p t u u t

C C

ϕ θ θ

ξ ξ

− −

− − + +

−

 − ≤ + + +  

+ +

∫ ∫
          (4.16) 

同理可得 

( ) ( ) ( )2 2
2

, 1, 1, 1 0 0 1 10 0

2 2
1 1, 1 2 1,0 0

, d d

,

n nt tr
n H n n t tr r r r

n n

CH p p t u u t

C C

ϕ θ θ

ξ ξ

− + +

−

 − ≤ + + +  

+ +

∫ ∫
            (4.17) 

经整理计算可得 

( ) ( ) ( )
( )

1

2 22 2
1 1, 3 0 0 1 10 0 0

224
4 2 1, 10 0

d d

d .

n n

n

n

t tr
n t tr r r r

t
ttt nt

C C H p p t u u t

C u t C

ν ξ

τ ν ξ
−

+ +

−

 − ≤ + + +  

+ + +

∫ ∫

∫
            (4.18) 

选取合适的参数 1C ν< ，使得式(4.18)左端
2

1, 0nξ 的系数大于 0，对1 n N≤ ≤ 的所有方程求和，并利用

Gronwall’s 不等式，可得 

( ) ( )
1

2 22
1, 0 01 1 00 0 0 0

d d d .n n nt t tr
n t t tttr r r rCH u p u t p t C u tξ τ

+ +
≤ + + + +∫ ∫ ∫           (4.19) 

因此，联立式(4.4)、式(4.6)、式(4.9)、式(4.19)并结合三角不等式，即可完成定理 4.1 的证明。 
接下来，我们给出步骤 2 的误差估计。 
定理 4.2 设 ,h h h hp V u W∈ ∈ 为方程组(4.2)的解，则存在正常数 C ，使得 

( ) ( )
( )

1
2 21 2

, , 0 1 1 01 0 0 0

0 01 10 0

d d

d d .

n n

n n

t tr
n n h n n h t tttr r

t tr
t tr r r r

u u p p CH u u t C u t

Ch u p u t p t

τ+
+ +

+ +

− + − ≤ + +

+ + + +

∫ ∫

∫ ∫
          (4.20) 

证明 令 

, , 2, 2, 2,

, , 2, 2, 2,

,
.

n n h n n n n h n n n

n n h n n n n h n n n

u u u u u u
p p p p p p

φ θ ε

ρ ξ η

− = −Λ +Λ − = + =

− = −Π +Π − = + =
 

由式(2.8)和式(2.9)可得 

( )
( )

2, 01 1 11 0

2, 000 0

d ,

d .

n

n

tr
n n n tr r

tr
n n n tr r

u u Ch u u t

p p Ch p p t

φ

ρ

+ +
= −Λ ≤ +

= −Π ≤ +

∫

∫
                    (4.21) 

联立式(2.1)与式(4.2)，对任意 hq V∈ 和 hv W∈ ，可得如下误差方程： 
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2, 2, 1 2, 2, 1 , 1,

, , 11
1 1, ,
2 2

, , , ,
2 2 2

, , ,
2

n n n n n H n H

t n t nn n

t n t n

v v v v

u uu u u v u v

ε ε η η ϕ ϕ
ν

τ

τ

− − −

−−

− −

− +       
− ∇ − −       

       
   +−

= − − −      
   

 

2, 2, 1 2, 2, 1, , 0.
2 2

n n n nq q
η η ε ε− −+ +   

+ ∇ =   
   

 

由式(2.7)和式(2.10)，进一步得到 

2, 2, 1 2, 2, 1 , 1,

, , 11
1 1, ,
2 2

, , , ,
2 2 2

, , ,
2

n n n n n H n H

t n t nn n

t n t n

v v v v

u uu u u v u v

θ θ ξ ξ ϕ ϕ
ν

τ

τ

− − −

−−

− −

− +       
− ∇ − −       

       
   +−

= − − −      
   

               (4.22) 

2, 2, 1 2, 2, 1, , 0.
2 2

n n n nq q
ξ ξ θ θ− −+ +   

+ ∇ =   
   

                        (4.23) 

对式(4.23)取 2, 2, 1

2
n nq

θ θ −−
= ∇ ，应用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式可得 

2 2
2, 2, 1 2, 2, 1 2, 2, 10 0 0 0

2 2
2, 2, 1 2, 2, 10 0 .

2 2

n n n n n n

n n n n

θ θ ξ ξ θ θ

ξ ξ δ θ θ

δ

− − −

− −

∇ − ∇ ≤ + ∇ −∇

+ ∇ −∇
≤ +

 

结合初值条件 0, 0Hu u= Λ ，对1 n N≤ ≤ 的所有方程求和，并利用 Gronwall’s 不等式，可得 

2, 1 2,1 0
.n nCθ ξ≤                                  (4.24) 

我们采用下式 

2, 2, 1 2, 2, 1, , 0, , 1, 2, ,n n n n
hq q q V n N

ξ ξ θ θ
τ τ

− −− −   
+ ∇ = ∀ ∈ =   

   


                (4.25) 

替代式(4.23)。在式(4.22)中取
2, 2, 1n nv

θ θ
τ

−−
= 与式(4.25)中取 2, 2, 1

2
n nq

ξ ξ −+
= 再相加，应用 Cauchy-Schwarz 

不等式和 Young 不等式，可得 

( ) ( ) ( )
1

2 2 24
2, 2, 1 1, 2, 2, 1 , 2, 2, 1 00 0

, , d .n

n

t
n n n H n n n H n n tttt

C u tν ξ ξ ϕ θ θ ϕ θ θ τ
−

− − − −− ≤ − + − + ∫          (4.26) 

结合定理 2.4 和定理 2.8 的结论，利用式(4.24)和 Green 公式，再次应用 Cauchy-Schwarz 不等式和

Young 不等式，可得 

( ) 2 2 2
1, 2, 2, 1 1 1, 1 1 2, 2, 10 0 0

, .n H n n n n H n nC u u C Cϕ θ θ δ ξ ξ− − − − −− ≤ − + +                 (4.27) 

同理可得 

( ) 2 2 2
, 2, 2, 1 , 2 1 2, 1 2,0 00

, .n
n H n n n H n nC u u C Cϕ θ θ δ ξ ξ− −− ≤ − + +                   (4.28) 

此处选取合适的参数 ( )1,2i iδ = ，使得式(4.26)右端
2

2, 0nξ 的系数小于ν 。联立式(4.26)和式(4.28)，利用

式(4.5)，对1 n N≤ ≤ 的所有方程求和，并利用 Gronwall’s 不等式，可得 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158366


贺海涛 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158366 456 应用数学进展 
 

( ) ( )
1

2 21 2
2, 0 1 1 00 0 0

d d .n nt tr
n t tttr rCH u u t C u tξ τ+

+ +
≤ + +∫ ∫                  (4.29) 

因此，联立式(4.21)、式(4.24)、式(4.29)并结合三角不等式，即可完成定理 4.2 的证明。 

5. 数值实验 

本节通过两个具有解析解的数值算例验证所提出两重网格有限元方法的有效性、收敛性和计算效

率。计算区域 [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × ，采用一致三角剖分，记粗网格与细网格尺寸分别为 H 和 h ，本文取

4H h= 。时间采用 Crank-Nicolson 格式，其中终止时间 0.05T = ，时间步长 0.0025τ = ，取固定步长，

取 1r = ，即 2
0 1P P− 近似。 

为了考察不同非线性强度和黏性系数下算法的表现，本文分别选取 2,5m = ， 1,0.1ν = 。数值结果

中，分别计算 u 的 2L 误差、 1H 误差以及通量变量 p u= −∇ 的 2L 误差，相应误差记为 

2 1 2, ,h h hL H Lu u u u p p− − − 。 
本文所有数值实验均在配备 Apple M1 八核处理器和 8 GB 内存的 MacBook Air 上完成，操作系统为

macOS 14.4，数值程序采用 MATLAB R2021b 编写。 
给出如下两个算例。 
算例 1.  

( )( )1 1 e tu xy x y −= − −  

算例 2.  

( ) ( )sin sin etu x y= π π  

表 1~4 给出了算例 1 和算例 2 在不同 m 和ν 下的数值结果，具体而言， u 的 2L 误差达到二阶收敛，

而 u 的 1H 误差和通量变量 p 的 2L 误差均表现为一阶收敛。这与有限元近似理论是一致的：由于

p u= −∇ ，通量误差 2h Lp p− 本质上对应于 u 的梯度误差，因此其收敛阶与 1h Hu u− 相同。 
 

Table 1. Error and convergence analysis of the one-grid method for Example 1 ( 2m = , 1ν = )  
表 1. 例 1 单网格方法的误差和收敛性分析( 2m = , 1ν = ) 

H  h  2h L
u u−  1h H

u u−  2h L
p p−  2L

u  rate 1H
u  rate 2L

p  rate CPU (s) 

1/8 1/32 52.307 10−×  35.325 10−×  35.324 10−×  - - - 1.1908 s 

1/16 1/64 65.784 10−×  32.663 10−×  32.663 10−×  2.00 1.00 1.00 4.2081 s 

1/32 1/128 61.458 10−×  31.331 10−×  31.331 10−×  1.99 1.00 1.00 17.2942 s 

1/64 1/256 73.763 10−×  46.657 10−×  46.657 10−×  1.95 1.00 1.00 73.0718 s 

 
Table 2. Error and convergence analysis of the two-grid method for Example 1 ( 2m = , 1ν = )  
表 2. 例 1 两重网格方法的误差和收敛性分析( 2m = , 1ν = ) 

H  h  2h L
u u−  1h H

u u−  2h L
p p−  2L

u  rate 1H
u  rate 2L

p  rate CPU (s) 

1/8 1/32 52.307 10−×  35.325 10−×  35.324 10−×  - - - 0.6869 s 

1/16 1/64 65.785 10−×  32.663 10−×  32.663 10−×  2.00 1.00 1.00 2.6599 s 

1/32 1/128 61.458 10−×  31.331 10−×  31.331 10−×  1.99 1.00 1.00 10.8705 s 

1/64 1/256 73.763 10−×  46.657 10−×  46.657 10−×  1.95 1.00 1.00 45.4290 s 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158366


贺海涛 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158366 457 应用数学进展 
 

Table 3. Error and convergence analysis of the one-grid method for Example 2 ( 5m = , 0.1ν = )  
表 3. 例 2 单网格方法的误差和收敛性分析( 5m = , 0.1ν = ) 

H  h  2h L
u u−  1h H

u u−  2h L
p p−  2L

u  rate 1H
u  rate 2L

p  rate CPU(s) 

1/8 1/32 41.280 10−×  28.545 10−×  28.544 10−×  - - - 1.5216 s 

1/16 1/64 53.256 10−×  24.272 10−×  24.272 10−×  1.97 1.00 1.00 6.1062 s 

1/32 1/128 68.251 10−×  22.136 10−×  22.136 10−×  1.98 1.00 1.00 24.9884 s 

1/64 1/256 62.167 10−×  21.068 10−×  21.068 10−×  1.93 1.00 1.00 107.7472 s 

 
Table 4. Error and convergence analysis of the two-grid method for Example 2 ( 5m = , 0.1ν = )  
表 4. 例 2 两重网格方法的误差和收敛性分析( 5m = , 0.1ν = ) 

H  h  2h L
u u−  1h H

u u−  2h L
p p−  2L

u  rate 1H
u  rate 2L

p  rate CPU(s) 

1/8 1/32 31.552 10−×  28.704 10−×  28.702 10−×  - - - 0.7448 s 

1/16 1/64 44.103 10−×  24.294 10−×  24.294 10−×  1.92 1.02 1.02 2.8663 s 

1/32 1/128 41.038 10−×  22.139 10−×  22.139 10−×  1.98 1.01 1.01 11.7186 s 

1/64 1/256 52.576 10−×  21.068 10−×  21.068 10−×  2.01 1.00 1.00 47.1918 s 

6. 结论 

在理论分析方面，本文给出了相应离散格式的误差估计，证明了数值解在空间和时间方向上的收敛

性。数值实验进一步验证了理论结果。计算结果显示， u 的 2L 误差约为二阶收敛，而 u 的 1H 误差和通

量变量 p 的 2L 误差均约为一阶收敛，与此同时，两重网格方法在保持相同收敛阶的情况下有效减少了

CPU 时间，说明该方法在求解非线性 Burgers 型方程时具有较好的计算效率。未来可以从以下几个方面

继续开展研究：一是将该方法推广到更高阶有限元空间和更复杂区域；二是研究小黏性参数下具有陡梯

度或边界层结构问题的稳定性；三是进一步考虑自适应网格、并行计算以及三维非线性问题中的推广应

用。 
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