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摘  要 

本文在经典传染病模型的基础上，考虑了饱和发生率，同时结合政府对吸烟的不连续干预策略，建立了

具有饱和发生率的Filippov戒烟模型。利用Filippov理论方法，分析了该模型的滑模动力学行为，探究了

系统的全局动力学特性，得到了系统无病平衡点、地方病平衡点或伪平衡点的全局渐近稳定性条件。结

果表明，一定的干预措施能够降低吸烟人数并将吸烟人数控制在阈值范围之内。 
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Abstract 
Based on a classical epidemic model, this study develops a Filippov smoking cessation model incor-
porating a saturated incidence rate and government’s discontinuous intervention strategies. By em-
ploying the approach of Filippov theory, we analyze the sliding mode dynamics and investigate the 
global dynamical behaviors of the system. Sufficient conditions are derived for the global asymptot-
ical stability of a disease-free equilibrium, an endemic equilibrium, or a pseudo equilibrium. The results 
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indicate that appropriate intervention measures can reduce the number of smokers and keep them 
within a predetermined threshold level. 
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1. 引言 

吸烟是世界迄今为止面临的最大威胁之一。据世界卫生组织预估，吸烟人数到 2030 年将上升至

1000 万，即每 3 秒钟将有一人死于吸烟[1]。而吸烟者的吸烟行为影响着身边的同学、朋友、家人或同

事，这种影响在青少年和同伴之间更加明显，在一项针对 12 岁至 14 岁青少年的研究表明，那些最好的

朋友吸烟的青少年也吸烟的可能性是同龄人的四倍[2]。因此，许多学者借鉴流行病学理论，将吸烟行为

视为一种可通过社交接触传播的现象，并利用传染病动力学模型对其传播机制进行建模分析[3]-[9]。 
早在 1997 年，Castillo-Garsow 等人[10]将人群分为三类：潜在吸烟者、经常吸烟者和戒烟者，研究

了青少年吸烟行为的传播过程，并采用了双线性发生率 PSβ 。Sharomi 等人[11]对文献[10]的模型进行

拓展，将戒烟者分为临时戒烟者和永久戒烟者，通过对模型进行动力学分析，研究了吸烟行为的传播

情况。2013 年，Zeb 等人[12]基于平方根 SI 模型，提出了关于潜在吸烟者与吸烟者的平方根发生率 

PS 。2015 年，Pang 等人[13]用饱和发生率
1 mS
β
+

描述吸烟区内吸烟者的拥挤效应，其中 β 是关于香 

烟价格的函数，表示潜在吸烟者和吸烟者之间的有效接触影响率，研究了提高香烟价格与设置专门的吸

烟区对吸烟行为传播的影响。2019 年，王霞等人[14]研究了一类具有非线性接触率的戒烟模型，其中

( ),P Sϕ 表示潜在吸烟者与重度吸烟者的传染接触率为非线性函数。 
除此之外，鉴于烟草使用对健康、社会和经济造成的巨大且可预防的损害，推行强有力的控烟措施已

成为一项至关重要的公共卫生干预手段，采取包括立法、征税、宣传教育与提供戒烟服务在内的控烟策略，

对于有效降低吸烟率、预防青少年初始吸烟行为以及保护非吸烟者权益至关重要。2015 年，Sharma 等人

[15]建立了一个用于评估媒体宣传活动对社会吸烟率影响的数学模型。同年，Yadav等人[16]研究了个人戒

烟决心水平与教育对吸烟行为传播的影响，其中用 h 来衡量戒烟的决心程度。如果吸烟者的戒烟决心水平

很低，那么戒烟者中一部分 ( )1 h Sα− 会变成潜在吸烟者，剩下的一部分就成功变成戒烟者。2025 年，

Maurya 等人[17]进一步深化了媒体宣传对戒烟影响的研究，通过构建数学模型研究了恐惧诱导型宣传项目

对戒烟的影响。同年，Syata 等人[18]研究了家庭指导与抗尼古丁治疗这两种干预措施对吸烟行为传播的影

响。在许多具有干预措施的吸烟模型中，干预策略的实施与变化是连续发生的，但这并不符合实际情况。

因为过早或缺乏针对性地实施干预策略，可能因覆盖范围与真实需求不匹配而导致资源冗余；同时，过度

干预也可能引发目标群体的心理抵触，反而会削弱干预效果。因此，通过设置合理的阈值策略，可以实现

干预措施的有效作用，从而提高戒烟行为的扩散效率，实现干预效益的最大化。马慧丽等人[19]结合阈值

策略，研究了具有媒体和政府干预的 Filippov 戒烟模型，其用双线性发生率刻画了媒体与政府对戒烟的影

响，而本文使用非线性发生率刻画了吸烟传播的影响率。右端不连续的 Filippov 系统不仅能够准确地刻画

这些不连续现象，而且由于所建 Filippov 模型的不连续性，使得系统具有更加丰富的动力学行为，从而揭 
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示出丰富具有重要生物意义的新结果。因此，本文基于文献[16]，并且在饱和发生函数
1

PS
kS

β
+

的基础上考 

虑干预措施是不连续发生的，从而引入了阈值策略，构建了具有非线性发生率的 Filippov 戒烟模型。 
综上所述，本文大致框架如下：第 2 节介绍了 Filippov 相关理论以及戒烟模型的基本框架，同时分

析了子系统平衡点的存在性、实虚情况以及局部稳定性。在第 3 节中，我们基于 Filippov 凸方法，研究

了系统在滑模域的动力学，伪平衡点的存在条件、类型以及稳定性。在第 4 节中，进一步证明了平衡点

的全局渐近稳定性，并用数值模拟验证了相关结论。第 5 节则阐述了系统理论结果的生物意义。 

2. 模型介绍 

当青少年吸烟人数超过一定水平时，政府、媒体和学校等机构会采取系统性的干预措施，通过提升青

少年对吸烟危害的认知，降低青少年烟草使用意愿并增强戒烟决心，从而有效地降低吸烟率，本文使用饱

和函数来表示政府和媒体等采取干预措施后人群的接触影响率，并考虑青少年的戒烟决心程度。我们将人

群分为三种类型：潜在吸烟者、吸烟者和戒烟者。设 ( )P t 、 ( )S t 、 ( )Q t 分别表示 t 时刻潜在吸烟者、吸

烟者和戒烟者的数量。本节结合阈值策略，考虑了如下具有饱和函数发生率的 Filippov 戒烟模型： 

( )1

2

3

1 ,
1

,
1

.

PSP d P h S
kS

PSS d S S
kS

Q hS d Q

βµ α
ε

β α
ε

α

 = − − + − +
 = − − +


= −







                           (2.1) 

其中所有参数均为正数， ( )Sε 为控制函数， 0cS > 为控制阈值，表示当经常吸烟者的数量大于控制阈

值 cS 时，政府采取干预措施，如提高烟草税收和价格、媒体宣传吸烟的危害和禁烟广告等，来降低青

少年吸烟者的数量；如果经常吸烟者的数量低于控制阈值 cS 时，则不采取任何措施。其中 

( )
0, ,
1, .

c

c

S S
S

S S
ε

<
=  >

 

由于系统(2.1)前两个方程不含有Q ，因此只需要考虑(2.1)前两个方程构成的系统 

( )1

2

1 ,
1

,
1

PSP d P h S
kS

PSS d S S
kS

βµ α
ε

β α
ε

 = − − + − +

 = − −
 +





                            (2.2) 

的动力学性质，记 ( ){ }2 2, : 0, 0P S P S+ = ∈ > >  ，将 ( ) 2,P S +∈ 分为三个区域： 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2

2
1

2
2

, | , , ,

, | , : ,

, | , : ,

c

c

c

P S P S S S

G P S P S S S

G P S P S S S

+

+

+

Σ = ∈ =

= ∈ <

= ∈ >







 

则称 Σ为系统(2.2)的切换线。 
记 ( ) cH Z S S= − ， ( ),Z P S= 且 

( )( )

( )

1 1 2

2 1 2

1 , ,

1 , .
1 1

F PS d P h S PS d S

PS PSF d P h S d S
kS kS

µ β α β α

β βµ α α

= − − + − − −

 = − − + − − − + + 

 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158364


张红艳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158364 417 应用数学进展 
 

于是，系统(2.2)可以写成下面的 Filippov 系统： 

( ) ( )
( ) ( )

TT
1 1

T
2 2

, , , ,d d,
d d , , , .

F P S P S GP S
t t F P S P S G

 ∈  =  
  ∈

                        (2.3) 

由于向量场的不连续性，本文将讨论系统(2.2) Filippov 意义下的解[20]，其定义如下： 
定义 2.1 若向量函数 ( ) ( )( ),P t S t 在 ( )0,T 的任意有界闭子区间 [ ]1 2,t t 上绝对连续 ( )0 T< < +∞ ，满足

( ) 00P P= 和 ( ) 00S S= ，且存在可测函数 ( ) [ ) [ ]: 0, 0,1t Tγ γ= → 使得对几乎所有的 [ )0,t T∈ 有 

( )1

2

1 ,
1

,
1

PSP d P h S
kS

PSS d S S
kS

βµ α
γ

β α
γ

 = − − + − +

 = − −
 +





                          (2.4) 

那么称向量函数 ( ) ( )( ),P t S t 是系统(2.2)过初始值 ( )0 0,P S 的解。 
记 ( ) ( ) ( ),

iF iL H Z H Z F Z= ∇ 表示函数 ( )H Z 在向量场 ( )iF Z 上的李导数，这里 ,⋅ ⋅ 表示内积。根

据文献[16]-[19]，可定义切换线上的区域如下： 
(1) 若切换线 Σ 上的点 Z 满足 ( ) ( )1 2 0F H Z F H Z⋅ > ，那么称 Z 为穿越点。所有穿越点构成的集合称

为穿越区域，记为 cΣ ； 
(2) 若切换线 Σ上的点 Z 满足 ( ) ( )1 20, 0F H Z F H Z> < ，那么称 Z 为滑模点。所有滑模点构成的集合

称为滑模区域，记为 sΣ ； 
(3) 若切换线 Σ 上的点 Z 满足 ( ) ( )1 20, 0F H Z F H Z< > ，那么称 Z 为逃逸点。所有逃逸点构成的集

合称为逃逸区域，记为 eΣ 。 
根据 Filippov 凸方法，可以得到 Filippov 系统在切换线 Σ上的滑模方程：  

( ) ( ) ( ) ( )1 2
d 1 ,
d s
Z f Z F Z F Z Z
P

λ λ= = + − ∈Σ  

其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 1

,
.

,
H Z F Z

H Z F Z F Z
λ

∇
=

∇ −
 

接下来给出本文中涉及到的平面 Filippov 系统的平衡点类型。 
定义 2.2 Filippov 系统(2.2)平衡点 
(1) 若 ( ) ( )* *

1 0, 0F Z H Z= < 或 ( ) ( )* *
2 0, 0F Z H Z= > 成立，则称 *Z 为实平衡点； 

(2) 若 ( ) ( )* *
1 0, 0F Z H Z= > 或 ( ) ( )* *

2 0, 0F Z H Z= < 成立，则称 *Z 为虚平衡点； 
(3) 若 ( ) ( ) ( )* *

1 21 0F Z F Zλ λ+ − = ，且 *
s eZ ∈Σ ∪Σ ，则称 *Z 为伪平衡点； 

(4) 若 ( )*
1 0F Z = 或 ( )*

2 0F Z = ， ( )* 0H Z = ，则称 *Z 为边界平衡点。 
定义 2.3 若 Z ∈Σ满足 ( )

1
0FL H Z = 且 ( )2 0F Z ≠ 或 ( )

2
0FL H Z = 且 ( )1 0F Z ≠ ，则称点 Z 为 Filippov 系

统(2.4)的切点。 
为了考虑模型(2.1)的生物意义，需分析系统(2.2)解的有界性和正性，其证明由下面这个命题给出： 
命题 2.4 令 ( ) ( )( ),P t S t 是系统(2.1)满足初始条件 ( ) 00 0P P= ≥ ， ( ) 00 0S S= ≥ 的解。存在区间为

[ )0,T ，其中 ( ]0,T ∈ +∞ ，则对所有的 [ )0,t T∈ ，有 ( ) 0P t ≥ ， ( ) 0S t ≥ 。 
证明 若 0 0S = ，则对所有的 [ )0,t T∈ ，都有 ( ) 0S t = ；若 0 0S > ，假设存在 1t ，使得 ( )1 0P t < ，则

存在 ( )* 10,t t∈ ，使得 ( )* 0S t = ，且对任意的 [ )*0,t t∈ ，有 ( ) 0S t > 。由系统(2.1)第二个式子可得 
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2

2

d
d 1

.
1

S PS d S S
t kS

PS d
kS

β α
γ

β α
γ

= − −
+

 
= − − + 

 

则当 [ ]*0,t t∈ ，有 

( ) 0 20
exp d 0.

1
t PS t S d t

kS
β α
γ

  
= − − >  +  

∫  

这与 ( )* 0S t = 矛盾。根据系统(2.1)的第一个方程，得 

( )
0

d 1 .
d P

P h S
t

µ α
=

= + −  

上面已证明了对任意的 [ )0,t T∈ ，有 ( ) 0S t ≥ ，则 

0

d 0.
d P

P
t =

>  

又由于 ( ) 00 0P P= ≥ ，则对所有的 [ )0,t T∈ ，有 ( ) 0P t ≥ 。证毕。 
命题 2.5 系统(2.4)满足初始条件 ( ) 00 0P P= ≥ ， ( ) 00 0S S= ≥ 的解 ( ) ( )( ),P t S t 的最大存在区间为

[ )0,+∞ ，且在 [ )0,+∞ 上有界。 
证明  令 ( ) ( )( ),P t S t 为系统 (2.4)满足初始条件 ( ) 00 0P P= ≥ ， ( ) 00 0S S= ≥ 的解，存在区间为

[ )0,T ，其中 [ )0,T ∈ +∞ 。由命题(2.4)可知，对任意的 [ )0,t T∈ 都有 ( ) 0P t ≥ ， ( ) 0S t ≥ 。由(2.4)得 

( )
1 2

d
,

d
P S

d P d S hS
t

µ α
+

= − − −  

令 { }1 2max ,d d d= ，则 

( ) ( )d
.

d
P S

d P S
t

µ
+

≤ − +  

因此 

( ) ( )0 0 e .dtP S P S
d d
µ µ − + ≤ + + − 

 
 

对上式取极限得 ( ) ( )( )lim
t

P t S t
d
µ

→+∞
+ ≤ ，所以 ( ) ( )( ),P t S t 在 [ )0,+∞ 上有界。证毕。 

在区域 1G 上的子系统为 

( )1

2

1 ,

.

P PS d P h S

S PS d S S

µ β α

β α

 = − − + −


= − −





                            (2.5) 

在区域 2G 上的子系统为 

( )1

2

1 ,
1

.
1

PSP d P h S
kS

PSS d S S
kS

βµ α

β α

 = − − + − +

 = − −
 +





                           (2.6) 

对于子系统(2.5)，基本再生数为
( )1

1 2

R
d d

βµ
α

=
+

，存在无烟平衡点 1
0

1

,0E
d
µ 

=  
 

，且当 1 1R > 时存在
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地方病平衡点 ( ) ( )
( )

2 12
1 1 1

2

, ,
d ddE P S

h d
βµ αα

β β α
 − ++

= =   + 
，而 1

0E 为稳定的结点， 1E 为稳定的焦点或结点。 

对于子系统(2.6)，基本再生数为
( )2

1 2

R
d d

βµ
α

=
+

，存在无烟平衡点 2
0

1

,0E
d
µ 

=  
 

，且当 1 1R > 时存在

地方病平衡点 ( ) ( )( ) ( )
( )

2 2 1
2 2 2

2 2 1

1
, ,

d kS d d
E P S

d h d d k
α βµ α

β β αβ α
 + + − +

= =   + + + 
，而 2

0E 为稳定的结点， 2E 为稳 

定的焦点或结点。 
对于系统(2.2)， 1

0E 是实平衡点， 2
0E 是虚平衡点；当 10 cS S< < 时， 1E 是实平衡点，当 1 cS S> 时，

1E 是虚平衡点，当 1 cS S= 时， 1E 是边界平衡点；当 2 cS S> 时， 2E 是实平衡点，当 20 cS S< < 时， 2E
是虚平衡点，当 2 cS S= 时， 2E 是边界平衡点。 

以下给出基本再生数 1R 的计算过程：子系统(2.5)的 Jacobian 矩阵为 

( )1
1

2

1S d P h
J

S P d
β β α
β β α

− − − + − 
=  − − 

 

那么 

( )1 1

1
2

1

1

0

d d h
J

d
d

βµ α
βµ α

− − + − 
 =  − − 
 

 

于是 2
1

0d
d
βµ α− − < ，即

( )1 2

1
d d

βµ
α

<
+

。 

从而基本再生数
( )1

1 2

R
d d

βµ
α

=
+

，同理可得基本再生数 2R 。 

引理 2.6 关于子系统(2.5)和(2.6)，下面的结论成立： 
(1) 对于子系统(2.5)，当 1 1R < 时， 1

0E 全局渐近稳定，而当 1 1R > 时， 1E 全局渐近稳定； 
(2) 对于子系统(2.6)，当 2 1R < 时， 2

0E 全局渐近稳定，而当 2 1R > 时， 2E 全局渐近稳定。 

证明 设 Dulac 函数 ( ) 1,B P S
PS

= ，则发散量 

( ) ( ) ( ) ( )11 12
11 12 2 2

1
div , 0.

BF BF h
BF BF

P S P S P
αµ∂ ∂ −

= + = − − <
∂ ∂

 

由解的正性可得， ( )11 12div ,BF BF 在 1G 中定号。再根据 Bendixson-Dulac 法则知，子系统(2.5)不存在全

部位于 1G 内的极限环，也不会存在全部位于 1G 内含有有限个点的奇异闭轨线。又因为 1
0E 为稳定的结点，

1E 为稳定的焦点或结点，从而结论(1)成立。同理可得，子系统(2.6)不存在全部位于 2G 内的极限环。再根

据 2E 为稳定的焦点或结点， 2
0E 为稳定的结点可得， 2

0E 和 2E 均为全局渐近稳定。结论(2)成立。证毕。 
引理 2.7 如果系统(2.4)的正半轨T + 是有界的，那么它的极限集 ( )TΩ 要么包含一个平衡点，要么包

含一个闭轨。 

3. 滑模的存在性及其动力学 

本节将讨论滑模的存在性，及其动力学行为。 

( ) ( )2
1 1, ,z

dH F Z S P S P Pα
β β

β
+ 

∇ = − = − 
 
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( ) ( )( ) ( )2
2 2

1
, ,

1 1z

d kSS SH F Z P P P
kS kS

αβ β
β

+ + 
∇ = − = − 

+ + 
 

则系统(2.4)存在两个切点 ( ) 2
1 1 , ,l

c c
dT P S Sα

β
 +

= =  
 

， ( ) ( )( )2
2 2

1
, ,cr

c c
d kS

T P S S
α

β
 + +

= =  
 

，从而系统 

(2.4)的切换线 Σ可分为穿越域 1 2c c cΣ = Σ ∪Σ 和滑模域 sΣ 两个部分，其中 

( ){ } ( ){ }1 2

2 2
1 2, : 0 , , : ,l r

c cP S P P P S P P+ +Σ = ∈ < < Σ = ∈ >   

和 

( ){ }2
1 2, : .l r

s P S P P P+Σ = ∈ < <  

根据 Filippov 凸方法可得系统(2.4)在滑模区域 sΣ 上的滑模动力学方程为 

( )1 2
d ,
d
d 0.
d

c c
P d P d S hS f P
t
S
t

µ α = − − −

 =




 

若存在 ( )*
1 2,l rP P P∈ 使得 ( )* 0f P = ，则称 ( )*, cP S 为系统(2.2)的伪平衡点。而 ( )f P 存在正根 

( )2*

1

,cd h S
P

d
µ α− +

=                                 (3.1) 

因此系统(2.2)可能的伪平衡点仅为 ( )*, cP S 。 
命题 3.1 设 *P 由(3.1)所定义，则系统(2.2) 
(1) 当 2 1cS S S< < 时，存在唯一的伪平衡点 ( )*,P cE P S= ，且从 sΣ 出发的解沿 sΣ 收敛到 PE ； 
(2) 当 1cS S> 时，不存在伪平衡点，且从 sΣ 出发的解沿 sΣ 在有限时间内到达 1T ； 
(3) 当 2 cS S> 时，不存在伪平衡点，且从 sΣ 出发的解沿 sΣ 在有限时间内到达 2T 。 
证明 经计算可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2
1 2 1 2 2,l r

c c
d d k h d

f P h d S S f P S S
α α β

α
β

+ + +
= + − = −             (3.2) 

则当 2 1S S S< < 时，有 ( ) ( )1 2 0l rf P f P < ，从而方程 ( ) 0f P = 有唯一的正根 *P ，从而当 
*

1 2
l rP P P< < ，即系统(2.2)存在唯一的伪平衡 ( )*,P cE P S= 。又由(3.2)式可以推出，当 ( )*

1,P P P∈ 时，有

( )1 0lf P > ，而当 ( )*
2, rP P P∈ 时， ( ) 0f P < ，因此结论(1)成立。 

当 1cS S> 时，由 1 2S S> 可得 2cS S> ，因此 ( )1 0lf P < ， ( )2 0rf P < 。所以，当 ( )1 2,l rP P P∈ 时，有 

( ) 0f P < ，因此结论(2)成立。 
当 2 cS S> 时，由 1 2S S> 可得 1 cS S> ，因此 ( )1 0lf P > ， ( )2 0rf P > 。所以，当 ( )1 2,l rP P P∈ 时，有 

( ) 0f P > ，因此结论(3)成立。证毕。 

4. 全局动力学 

引理 4.1 系统(2.2)不存在环绕滑模域 sΣ 的穿越极限环。 
证明 假设存在一条环绕滑模域 sΣ 的闭轨 Γ。记 1 2Γ = Γ ∪Γ ，其中 1 1GΓ = Γ∩ ， 2 2GΓ = Γ∩ 。用 D

表示由 Γ围成的有界区域，且 1 1D D G= ∩ ， 2 2D D G= ∩ 。令 Γ与 cS S σ= − 相交于 1 1,A B ，Γ与 

cS S σ= + 相交于 2 2,A B ，记点 1 1 2 2, , , , ,A B A B A B 的横坐标分别为 , , , , ,a b a b a bσ σ σ σ− − + + ，并且满足 
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( )
0

lim a a
σ

σ
→

± = ， ( )
0

lim b b
σ

σ
→

± = 。令 1D∂ 表示 1Γ 和 1 1A B 所围成的区域 1D 的边界， 2D∂ 表示 2Γ 和 2 2A B 所 

围成的区域 2D 的边界，如图 1 所示，且满足 ( )0, 1,2i iD D iσ→ → = 。 

令 ( )1 11 12,F F F= ， ( )2 21 22,F F F= 。取 Dulac 函数为
1B

PS
= ，则 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 21 2

1
d d d d 0.

i

i i
D D

i

BF BFBF BF
P S P S

P S P S=

 ∂ ∂∂ ∂ 
+ = + <  ∂ ∂ ∂ ∂   

∑∫∫ ∫∫              (4.1) 

 

 
Figure 1. There exists a schematic diagram of a limit cycle containing sΣ  
图 1. 存在一个包含 sΣ 的极限环示意图 

 
在 1D 中应用格林公式有 

( ) ( )

( )

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

11 12
11 12

11 12 11 12

11 12 12 11 12

12

d d d d

d d d d

d d

d .

D D D

B A B A

B A

B A

BF BF
P S BF S BF P

P S

BF S BF P BF S BF P

BF F BF F t BF P

BF P

∂ ∂

Γ

Γ

∂ ∂ 
+ = − ∂ ∂ 

= − + −

= − −

= −

∫∫

∫ ∫ ∫
∫ ∫

∫

∫

∫

 





 

 

其中 11
d
d
P F
t
= ， 12

d
d
S F
t
= ，

1 1
11d 0

B A
BF S =∫ 。 

类似地，在 2D 中应用格林公式有 

( ) ( )
2 2 2

21 22
22d d d .

D A B

BF BF
P S BF P

P S
∂ ∂ 

+ = − ∂ ∂ 
∫∫ ∫  

由于 ( )
0

lim a a
σ

σ
→

± = ， ( )
0

lim b b
σ

σ
→

± = ， ( )
0

lim 1,2i iD D i
σ→

= = ，因此 
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( ) ( ) ( )
1 1 2 2

1 2
12 2201

2 2
0

2

2

2

 d d lim d d

lim d d
1

d d
1

1

i

i i
D B A A B

i

b b

a a

b b

a a

b

a

BF BF
P S BF P BF P

P S

d dP P
kS P

d dP P
kS P

kS

σ

σ σ

σ σσ

α αββ
β

α αββ
β

ββ

→=

− +

− +→

 ∂ ∂
+ = − − 

∂ ∂ 
  + + = − − −    +   

 + + = − − −   +  

 = − + 

=

∑ ∫∫∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

( ) 0.
1

kS b a
kS

β
− >

+

 

这与(4.1)式矛盾，即系统(2.4)不存在围绕滑模域 sΣ 的穿越极限环。证毕。 
引理 4.2 系统(2.4)不存在包含部分滑模域 sΣ 的滑模极限环。 
证明 我们使用反证法证明。假设存在一条包含部分滑模域 sΣ 的滑模极限环，如图 2 所示，则当

2cS S< 时， 1E 为实平衡点， 2E 为虚平衡点。根据命题 3.1 可知，伪平衡点不存在且从 sΣ 出发的解沿 sΣ

在有限时间内到达 1T ，那么从 1T 出发的解在有限时间内到达滑模段，从而形成滑模极限环。这与 1E 的

全局渐近稳定性矛盾，即不存在包含部分滑模域 sΣ 的滑模极限环。当 1cS S> 时，同理可得系统(2.4)不
存在滑模极限环。 

当 2 1cS S S< < 时， 1E 、 2E 均为虚平衡点。根据命题 3.1 可知，伪平衡点 PE 存在且局部渐近稳定的。

而根据假设存在包含部分滑模段 sΣ 的极限环，即轨线一旦到达滑模段就会收敛到极限环，这与伪平衡

点的局部渐近稳定性矛盾，从而系统(2.4)不存在滑模极限环。证毕。 
 

 
Figure 2. There exists a schematic diagram of a limit cycle that partially coincides with sΣ  
图 2. 存在一个与部分 sΣ 重合的极限环示意图 

 
下面分 1 1R < 和 1 1R > 两种情形分析系统(2.4)的全局动力学行为。 
引理 4.3 如果 1 1R < ，那么无烟平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 
证明 当 1 1R < 时， 2 1 0S S< < 。因此，从命题(3.1)可以推出，伪平衡点不存在且从滑模域 sΣ 出发的

轨线都沿滑模区域在有限时间内到达切点 1T ，这意味着 0E 是系统(2.4)唯一的平衡点。又根据引理 4.1 和

引理 4.2 可知系统(2.4)不存在滑模闭轨和穿越极限环，则根据引理 2.7 可得，无烟平衡点 0E 是全局渐近
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稳定的，如图 3 所示。证毕。 
 

 
Figure 3. System (2.2) has a global asymptotically stable equilibrium 0E . 2µ = , 

0.4β = , 0.4k = , 0.15h = , 0.35α = , 1 0.8d = , 2 0.65d = , 2cS =  
图 3. 系统(2.2)存在全局渐近稳定的平衡点 0E 。 2µ = ， 0.4β = ， 0.4k = ，

0.15h = ， 0.35α = ， 1 0.8d = ， 2 0.65d = ， 2cS =  

 
定理 4.4 如果 1 1R > ，那么下面的结论成立： 
(1) 如果 1 cS S< ，则吸烟平衡点 1E 在 2

+ 内是全局渐近稳定的； 
(2) 如果 2cS S< ，则吸烟平衡点 2E 在 2

+ 内是全局渐近稳定的； 
(3) 如果 2 1cS S S< < ，则伪平衡点 PE 在 2

+ 内是全局渐近稳定的。 
证明 当 2 1 cS S S< < 时， 2E 为虚平衡点， 1E 为实平衡点。从命题 3.1 可以推出，伪平衡点 PE 不存在

且从滑模域 sΣ 出发的轨线都沿滑模区域在有限时间内到达切点 1T 。根据引理 2.6 可得， 1E 为子系统(2.5)
的全局渐近稳定平衡点，再由引理 4.1 和引理 4.2 可知，系统(2.4)不存在滑模极限环，也不存在穿越极限

环。因此，由引理 2.7 可得， 1E 是全局渐近稳定的，如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. System (2.2) has a global asymptotically stable equilibrium 1E . 2µ = , 

0.35β = , 0.4k = , 0.35h = , 0.65α = , 1 0.5d = , 2 0.25d = , 2cS =  
图 4. 系统(2.2)存在全局渐近稳定的平衡点 1E 。 2µ = ， 0.35β = ， 0.4k = ，

0.35h = ， 0.65α = ， 1 0.5d = ， 2 0.25d = ， 2cS =  
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当 2 1cS S S< < 时， 1E 为虚平衡点， 2E 为实平衡点。从命题 3.1 可以推出，伪平衡点 PE 不存在且从

滑模域 sΣ 出发的轨线都沿滑模区域在有限时间内到达切点 2T 。根据引理 2.6 可得， 2E 为子系统(2.6)的
全局渐近稳定平衡点。再根据引理 4.1 和引理 4.2 可知，系统(2.4)不存在滑模极限环，也不存在穿越极限

环。因此，由引理 2.7 可得， 2E 是全局渐近稳定的，如图 5 所示。 
当 2 1cS S S< < 时， 1E 和 2E 均为虚平衡点。从命题 3.1 可以推出，伪平衡点 PE 存在且为稳定的。根

据引理 4.1 和引理 4.2 可知，系统(2.4)不存在滑模极限环，也不存在穿越极限环。因此，由引理 4.1 可

得， PE 是全局渐近稳定的，如图 6 所示。证毕。 
 

 
Figure 5. System (2.2) has a global asymptotically stable equilibrium 2E . 2µ = , 

0.85β = , 0.55k = , 0.15h = , 0.35α = , 1 0.4d = , 2 0.3d = , 2cS =  
图 5. 系统(2.2)存在全局渐近稳定的平衡点 2E 。 2µ = ， 0.85β = ， 0.55k = ，

0.15h = ， 0.35α = ， 1 0.4d = ， 2 0.3d = ， 2cS =  

 

 
Figure 6. System (2.2) has a global asymptotically stable equilibrium PE . 2µ = , 

0.55β = , 0.55k = , 0.15h = , 0.35α = , 1 0.7d = , 2 0.25d = , 2cS =  
图 6. 系统(2.2)存在全局渐近稳定的平衡点 PE 。 2µ = ， 0.55β = ， 0.55k = ，

0.15h = ， 0.35α = ， 1 0.7d = ， 2 0.25d = ， 2cS =  
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5. 生物意义 

本文旨在研究吸烟传播过程中，政府所采取的干预措施以及吸烟者戒烟不彻底的现象对吸烟传播模

型的影响机制，利用 Filippov 的定性分析，研究了具有饱和发生率的戒烟模型及全局动力学，然后使用

数值模拟验证了理论分析的结果，并指出干预措施对抑制吸烟的传播具有一定的作用。 
当基本再生数 1 1R < 时，定理 4.3 表明 0E 全局渐近稳定，这表明吸烟这种现象最终会消亡，从而实

现控制目标。当基本再生数 1 1R > 且 1cS S> 时，定理 4.4 表明 1E 是全局渐近稳定，即政府在采取干预措

施的情形下，吸烟人数最终可以控制在不超过阈值 cS 下，从而实现控制目标；当 2cS S< 时，定理 4.4 表

明 2E 全局渐近稳定，尽管政府采取了一定的干预措施，吸烟人数最终仍超过控制阈值并稳定在一定的

数量下，同时有效遏制了吸烟人数的急剧上升；但当 2 1cS S S< < 时， pE 全局渐近稳定，这表明在单一

的阈值控制策略下，政府采取一定干预措施，吸烟人数最终稳定在控制阈值 cS ，不会达到吸烟人数为

零或下降的趋势，但可以避免吸烟这种现象爆发。综上，政府可以在合适的控制阈值采取相应的干预措

施，从而使吸烟人数可以稳定在控制阈值或低于控制阈值，从而实现控制目标。 
采取如上的阈值控制策略，政府的成本可控，并且机制简单，不需要长期不间断高强度控烟，仅在

监测到经常吸烟者数量超过 cS 时，集中出台政策；当经常吸烟者的数量回落就降低管控力度，适合地

方政府分阶段实施。这种控制所带来的局限有，不能持续降低吸烟人群，控烟政策落地、生效需要时

间，时滞可能引发吸烟者数量吸烟人数反复暴涨回落；控制阈值 cS 是人为选取的，若阈值设太低：政

策频繁启动、持续高压管控，社会阻力、经济成本大幅上升；若阈值设太高：控烟形同虚设，大量吸烟

者长期存在。该模型只考虑了双线性发生率以及戒烟决心对模型的影响，并没有考虑具体的具有非线性

的治疗措施、隔离措施等多方面措施对吸烟传播的影响，因此该模型还有待进一步完善。 
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