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摘  要 

二元函数的累次极限与二重极限的关系是多元函数微积分学中的一个重点和难点。本文通过五个具体实

例，系统归纳出二者之间存在的七种相互关系，进而分析其对后续相关概念的引申影响，为深入理解二

元函数的全微分与偏导数、二重积分与累次积分之间的逻辑关系奠定基础。 
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Abstract 
The relationship between the repeated limit and the double limit of a binary function is a key and 
challenging topic in the calculus of multivariable functions. In this paper, through five concrete ex-
amples, we systematically summarize seven possible interrelations between the two types of limits, 
and further analyze their extended implications for subsequent concepts, thereby laying a founda-
tion for a deeper understanding of the logical relationship between the total differential and partial 
derivatives of a binary function, as well as the interrelationship between double integrals and 
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1. 引言 

极限是研究函数性态的基本工具，高等数学课程中绝大多数概念均以其为基础。在多元微积分部分，

二元函数的二重极限与累次极限之间的关系较为复杂，二者既相互区别又紧密联系。文献[1]给出了重极

限存在的若干充要条件；文献[2]引入弱累次极限的概念，并证明了弱累次极限存在可推出重极限存在；

文献[3]借助 Matlab 软件对重极限进行了数值探讨；文献[4]则系统讨论了方向极限、重极限与累次极限三

者之间的相互关系。上述研究从不同层面推进了我们对两类极限概念的深入理解，也为本文的进一步探

讨二重极限与累次极限之间的关系及其对后续概念的影响奠定了理论基础。 

2. 基本概念 

2.1. 二重极限的定义[5] 

设 2D ⊆  ， ( ),z f x y= 是定义在 D 上的二元函数， ( ) 2
0 0 0,P x y ∈ 为 D 的一个聚点，A 是一个实数，

如果对 0ε∀ > ， 0δ∃ > ， ( ),P x y D∀ ∈ ，当 ( ) ( )2 2
0 00 x x y y δ< − + − < 时，都有 

( ) ( ), ,f P A f x y A ε− = − <  

则称 A 为函数 ( ),f x y 当 ( ) ( )0 0, ,x y x y→ 的极限，记作 

( )
( ) ( )

( )
0 0 0
0

, ,
lim , , lim ,
x x x y x y
y y

f x y A f x y A
→ →
→

= = 或 ( ) ( ) ( )( )0 0, , , ,f x y A x y x y→ →  

也记作 

( )
0

lim
P P

f P A
→

= 或 ( ) ( )0 .f P A P P→ →  

类似地，可以在 D 上定义多元函数的重极限。 
注：(1) 其中 ( ) ( )0 0, ,x y x y→ 的方式是任意的； 

(2) 定义中采用的是开圆盘邻域 

( ) ( )2 2
0 00 ,x x y y δ< − + − <  

也可以采用开菱形邻域 0 00 x x y y δ< − + − < 和开矩形邻域 

00 x x δ< − < 且 00 y y δ< − < . 

判断二重极限不存在的常用方法：沿某个方向的极限不存在、沿不同路径的极限存在但不相等、极

坐标变换后的极限值与极角有关。当二重极限存在时，根据实际问题灵活运用定义法、夹逼定理、四则

运算法则、常用极限、初等变形、变量替换、极坐标变换、初等函数的连续性等方法进行求解。 
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2.2. 累次极限的定义[5] 

设 2D ⊆  ， ( ),z f x y= 是定义在 D 上的二元函数， D 在 x 轴和 y 轴上的投影区域分别为 ,X Y ，即

( ){ },X x x y D= ∈ ， ( ){ },Y y x y D= ∈ ， 0 0,x y 分别是 ,X Y 的聚点，如果对每一个 y Y∈ ( )0y y≠ ，极限

( )
0

lim ,
x x

f x y
→

存在，并且极限 ( )
0 0

lim lim ,
y y x x

L f x y
→ →

= 存在，则称此极限为二元函数 ( ),f x y 先对 ( )0x x→ 后对

( )0y y→ 的累次积分，记作 

( )
0 0

 lim lim , .
y y x x

f x y L
→ →

=  

类似地，可以定义先对 y 后对 x 的累次积分 

( )
0 0

lim lim , .
x x y y

f x y K
→ →

=  

注：(1) 累次极限包含两个一元函数的极限过程，两个过程均存在极限累次极限才存在； 
(2) 两个累次极限不一定相等； 
(3) 其中 ( ) ( )0 0, ,x y x y→ 的方式不是任意的。 

整合文献[4]-[7]的多维视角，并辅以具体实例加以说明，本文梳理出二重极限与累次极限相互关系的

七种情形(含两个推论)，以期在教学与应用中形成清晰、可操作的判别依据。 

3. 二重极限和累次极限的关系 

3.1. 单个或两个累次极限存在不能推出二重极限存在 

例 1 ( ) 2 2, xyf x y
x y

=
+

 

证明 显然 

( ) ( )
0 0 0 0

lim lim , 0 lim lim , ,
y x x y

f x y f x y
→ → → →

= =  

但 ( )
2

2 2 2 20 0
0

lim , lim
1x x

y y kx

kx kf x y
x k x k→ →

→ =

= =
+ +

，因此二重极限不存在。 

例 1 的结论说明两个累次极限存在且相等时，二重极限也可能不存在。 

3.2. 二重极限存在不能推出任一累次极限存在 

例 2 ( ) ( ) 1 1, sin sinf x y x y
x y

= +  

证明 对任意的 0x ≠ ，极限 

( )
0

1 1lim sin sin
y

x y
x y→

+  

不存在，因此累次极限 

( )
0 0

1 1lim lim sin sin
x y

x y
x y→ →

+  

不存在。 

同理可证 ( )
0 0

1 1lim lim sin sin
y x

x y
x y→ →

+ 不存在。 
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由于 ( ) 1 10 sin sinx y x y
x y

≤ + ≤ + ，由夹逼定理可知 ( )
0 0
0 0

1 1lim sin sin lim 0
x x
y y

x y x y
x y→ →

→ →

+ = + = ，即二重极限

为 0。 

3.3. 一个累次极限存在不能推出另一个累次极限存在，但二重极限可能存在 

例 3 ( ) 2 1, cosf x y y
x

=  

证明 对任意的 0x ≠ ，极限 2

0

1lim cos 0
y

y
x→
= ，因此极限 2

0 0

1lim lim cos 0
x y

y
x→ →
= 。 

对任意的 0y ≠ ，极限 2

0

1lim cos
x

y
x→
不存在，因此极限 2

0 0

1lim lim cos
y x

y
x→ →
不存在。 

由于 2 210 cosy y
x

≤ ≤ ，根据夹逼定理可知 2 2

0 0
0 0

1lim cos lim 0
x x
y y

y y
x→ →

→ →

= = 。 

3.4. 若二重极限 ( )
x x
y y

f x y
0
0

lim ,
→
→

存在且等于 A，且当 y在 y0 的某个去心邻域 ( )U y
0

0 0;δ 时有 

( ) ( )
x x

f x y y
0

lim , φ
→

= ，则 ( )
y y x x

f x y A
0 0

lim lim ,
→ →

=  

证明 由于 ( )
0
0

lim ,
x x
y y

f x y A
→
→

= ，所以对任意的 0ε > ，存在 1 0δ > ，当 

0 1x x δ− < ， 0 1y y δ− < ， ( ) ( )0 0, ,x y x y≠ 时，有 

( ), .f x y A ε− <                                     (1) 

因为对任意的 { }0 0 1: min ,y y y δ δ δ− < = ，有 ( ) ( )
0

lim ,
x x

f x y yφ
→

= ，所以在 (1)式中令 0x x→ 得

( )y Aφ ε− < ，即 

( ) ( )
0 0 0

lim lim , lim .
y y x x y y

f x y y Aφ
→ → →

= =  

推论(1) [6] 若二元函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 的两个累次极限和二重极限均存在，则三者必然相等，

即 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0

0

lim lim , lim lim , lim , .
y y x x x x y y x x

y y

f x y f x y f x y
→ → → → →

→

= =  

推论(2) [6] 若二元函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 的两个累次极限 ( )
0 0

lim lim ,
y y x x

f x y
→ →

与 ( )
0 0

lim lim ,
x x y y

f x y
→ →

存在

但不相等，则二重极限不存在。 
例 4 ( ), xf x y y=  
证明 显然对任意的 0x ≠ ，极限

ln

0 0
lim lim e 0x x y

y y
y

→ →
= = ，因此极限 

0 0
lim lim 0.x

x y
y

→ →
=  

对任意的 0y ≠ ，极限
0

0
lim 1x

x
y y

→
= = ，因此极限

0 0
lim lim 1x

y x
y

→ →
= ，两个累次极限均存在但不相等，由

推论(2)可知二重极限不存在。 
由例 1 可知即使二元函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 的两个累次极限均存在且相等，二重极限也可能不存

在。 
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3.5. 二重极限和两个累次极限可能都不存在 

例 5 ( ) e e,
sin

x y

f x y
xy
−

=  

证明 对任意的 0x ≠ ，极限 

0 0

e e e 1lim lim e ,
sin sin

x y x y
y

y y

x y xy
xy x y xy xy

−

→ →

− − −
= = ∞

−
 

因此累次极限
0 0

e elim lim
sin

x y

x y xy→ →

−
不存在。 

同理可得，对任意的 0y ≠ ，累次极限
0 0

e elim lim
sin

x y

y x xy→ →

−
不存在。 

因为
0

lim 0
x
y x

x y
xy→

=

−
= ，

0
2

lim
x
y x

x y
xy→

=

−
= ∞，所以二重极限 

0 0
0 0

e e e 1lim lim e
sin sin

x y x y
y

x x
y y

x y xy
xy x y xy xy

−

→ →
→ →

− − −
=

−
 

不存在。 

4. 二重极限与累次极限的关系对后续概念的影响 

前文通过实例揭示了二重极限与累次极限的本质区别：前者要求动点沿任意路径趋于定点，后者则

限定为两条“折线”(先沿一轴再沿另一轴)，这与多元微积分中多个核心概念的逻辑结构紧密相关。 

4.1. 偏导数存在与函数可微 

偏导数 ( )0 0,xf x y 和 ( )0 0,yf x y 本质上分别是固定 y 后对 x 的差商极限，以及先固定 x 后对 y 的差商极

限，是沿坐标轴方向的特殊极限，也是累次极限思维的体现。而函数在一点可微则要求全增量

x yz f x f y∆ − ∆ − ∆ 除以距离 2 2x y∆ + ∆ 的极限为 0，正是沿任意方向趋近的二重极限。因此，偏导数存在

完全不能保证可微，这与例中两个累次极限存在但二重极限不存在的情形完全类似。事实上，例 1 中的

函数 ( ),f x y  (补充定义 ( )0,0 0f = )在原点处两个偏导数均为 0，但沿不同方向 y kx= 的差商极限不同，

二重极限不存在，故不可微，这正是“累次极限”与“二重极限”关系在微分概念中的再现。 

4.2. 累次积分与二重积分 

二重积分 ( ), d
D

f x y σ∫∫ 是分割区域后取所有子域直径趋于 0 时的极限，本质上是一个积分和(黎曼

和)极限；而规则矩形区域上的累次积分 ( )d , d
b d

a c
x f x y y∫ ∫ 则是先固定 x 对 y 积分，再对 x 积分，对应于两

次一维定积分逐次计算的过程。Fubini 定理说明如果二重积分存在( f 绝对可积)，则两个累次积分存在且

相等，并等于二重积分，但逆命题不一定成立：即使两个累次积分均存在且相等，二重积分也可能不存

在。例如，考虑区域 [ ] [ ]0,1 0,1D = × 上的函数 ( ) ( )22 2 2 2,g x y x y x y= − + ，其两个累次积分分别为 

( ) ( )1 1 1 1

0 0 0 0
d , d , d , d ,

4 4
x g x y y y g x y x= −

π π
=∫ ∫ ∫ ∫  

二者存在但不相等，该函数的二重积分(作为瑕积分)不存在。这充分说明在没有二重极限存在或一致收敛

的条件下，积分顺序不可随意交换，而本文归纳的二重极限与累次极限的七种关系，为理解这种“交换

条件”提供了判别直觉。 
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5. 小结 

本文给出了两类极限之间七种可能的复杂关系。我们常常会对情形 3.2 感到困惑，从本质上讲，二重 
极限 ( )

0
0

lim ,
x x
y y

f x y
→
→

是沿“任意路径”向定点 ( )0 0,x y 趋近时该函数变化的终极状态，其中变元的两个分量 

是独立变化；而累次极限则有先后顺序，若 x 先变，即先沿横轴趋于固定点的横坐标，再让 y 沿纵轴去变

化。总之，相当于平面区域上动点沿一条特殊的折线变化，逐步趋于某固定点，是沿“特定路径”的极

限，因而二重极限若存在“似乎”可以推出两个累次极限存在。基于上面分析可知若无附加条件，累次

极限的存在性与二重极限的存在性无关，因为两个分量独立变化，与一个分量先变(此时另一个相对不动)，
若有极限，另一个再变(此时有无极限不得而知)，这两件事逻辑上没有包含关系。通过例 3 和情形 3.4 的

相关解释可以帮助我们理解并纠正这种错觉，细心领会其中的逻辑论证。 
本文通过五个实例的对比分析，揭示了二重极限与累次极限之间抽象区别的具体表现形式，并据此

归纳出二重极限存在的判别准则与计算方法。该关系的澄清，构成了多元函数连续性、可微性与方向导

数理论推演的基石，同时也为理解全微分与偏导数的内在联系、二重积分与累次积分的转换关系提供了

逻辑支撑。本文所采用的分类对比与归纳分析方法，对于深化多元微积分中相关概念的理论认知具有积

极意义。 
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