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摘  要 

概率约束优化问题(PCOP)在新能源调度、金融风险管理和网络优化等领域有广泛应用，但其非凸非光滑

的特性给数值求解带来困难。本文基于光滑近似思想，提出了特征函数的一类光滑近似函数，讨论了该

类函数中的两个具体函数的性质，包括极限逼近、单调性、凸凹性、无穷阶可微性等。基于这两个函数，

编制了序列凸近似(SCA)算法的程序，用于求解概率约束优化问题。实验结果表明：两个实例在计算效率

上表现优异(迭代次数极少)，但收敛稳定性依赖于光滑参数的选取。这一发现为光滑函数的构造提供了

新的见解：在数值算法中，纯粹的高阶“光滑性”可能并非越高越好。 
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Abstract 
Probabilistically constrained optimization problems (PCOP) have wide applications in areas such 
as renewable energy dispatch, financial risk management, and network optimization; however, 
their nonconvex and nonsmooth nature brings difficulties to numerical solution. Based on the idea 
of smooth approximation, this paper proposes a class of smooth approximation functions for the 
characteristic function, and discusses the properties of two specific functions in this class, including 
limit approximation behavior, monotonicity, convexity/concavity, and infinite differentiability. 
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Using these two functions, a program implementing the sequential convex approximation (SCA) al-
gorithm is developed to solve probabilistically constrained optimization problems. Experimental 
results show that two test instances perform excellently in computational efficiency (with very few 
iterations), yet the convergence stability depends on the selection of the smoothing parameter. This 
finding provides new insight into the construction of smoothing functions: in numerical algorithms, 
purely higher-order “smoothness” may not necessarily be better. 
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1. 引言 

许多有重要价值的实际问题，如新能源电力系统调度问题[1]、移动网络中的路线定位处理问题[2]、
车辆调度问题[3] [4]、水库系统设计问题[5]、现金匹配问题[6]等，均可建模为概率约束优化问题(Proba-
bilistically Constrained Optimization Problem, PCOP)。在这类问题中，要求一组随机约束同时被满足的概

率至少达到给定的置信水平1 α−  (通常 0.01,0.005α = 或 0.1)。 
求解 PCOP 的困难主要体现在以下方面：概率约束函数的非凸性、缺乏显式表达式、以及不可微性。 
针对上述困难，学者们提出了多种近似求解方法。凸保守近似方法 [7]-[10]通过构造凸函数

( ) ( )p x p x≥ 来近似概率约束，代表性方法包括二次近似[7]、条件风险值(CVaR)近似[8]和 Bernstein 近似

[9]。然而，这类方法通常只能得到原问题的次优可行解，且往往需要借助 Boole 不等式将联合概率约束

分解为多个单约束，导致近似过于保守。 
为克服凸近似的不足，Hong 等人[11]提出了 D.C. (Difference of Convex functions)近似方法，利用 D.C.

函数 ( ) ( ) ( ), , ,z t z t z tπ ψ φ= − 来近似特征函数 ( ) ( )0,1 z+∞ 。该方法将概率约束函数近似为两个凸函数之差，

进而通过序列凸近似(Sequential Convex Approximation, SCA)算法求解。然而，该 D.C.近似函数是非光滑

的，给理论分析和数值计算带来不便。 
在此基础上，Shan 等人[12]提出了一类光滑函数来近似特征函数，并构建了相应的光滑近似问题。

此后，基于 Sigmoid 函数[13]、CHKS 光滑和函数[14]的光滑 D.C.近似方法相继被提出。以及 Pinar-Zenios
光滑和函数[15]的光滑 D.C.近似方法相继被提出。 

本文在上述研究基础上，提出了一类新型光滑近似函数的一般形式，并给出了两个满足该形式的典

型特例，并将两个特例嵌入 SCA 算法框架进行数值实验。与以往研究侧重于构造新函数不同，本文重点

将这两类函数嵌入 SCA 算法框架进行系统的数值分析，揭示了“理论光滑性”与“数值稳定性”之间可

能存在的权衡关系，为光滑函数的设计提供了新的见解。 
本文的结构安排如下：第 2 节给出概率约束优化问题的相关阐述；第 3 节定义一类新型光滑函数，

并给出两个具体特例，证明其性质；第 4 节报告数值实验结果；第 5 节给出结论。 

2. 概率约束优化问题 

考虑如下形式的概率约束优化问题[11]： 
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( )

( ) ( ){ }1

min

s.t. Pr , 0, , , 0 1
x X

m

f x

c x c xξ ξ α
∈

≤ ≤ ≥ −

                          (1) 

其中， dx∈ 是决策向量， dX ⊂  是紧凸集； ξ 是支撑集为 dΞ ⊂  的随机向量； : df →  和

( ): 1, ,d k
ic i m+ → =   是关于 x 的连续可微凸函数； 0 1α< < 为给定的风险水平。 

记 ( ) ( ) ( ){ }1, max , , , ,mc x c x c xξ ξ ξ=  ，则 ( ),c x ξ 关于 x 是凸函数[11]。定义特征函数 

( ) ( )0,

1, 0
1

0, 0
z

z
z+∞

>
=  ≤

， 

则概率约束函数可表示为 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( )( )0,1 Pr , 0 Pr , 0 1 ,p x c x c x c xξ ξ ξ+∞
 = − ≤ = > =    

于是问题(1)可改写为 

  
( )
( )

min

s.t.
x X

f x

p x α
∈

≤
                                      (2) 

Hong 等人[11]提出了求解问题(2)的 D.C.近似方法。令 

( ) [ ] ( ) [ ]1 1, , , ,z t t z z t z
t t

ψ φ+ += + =  

其中 0t > ， { }max ,0a a+ = 。则 ( ) ( ) ( ), , ,z t z t z tπ ψ φ= − 是特征函数 ( ) ( )0,1 z+∞ 的一个 D.C.保守近似[11]。基

于此，概率约束函数 ( )p x 可近似为 

( ) ( )1, ,p x t t c x
t

ξ
+ = + −    

    

令 ( ) ( )1 , ,g x t t c x ξ
+

= +   ， ( ) ( )2 ,g x t c x ξ
+

= +   ，则 ( ) ( ) ( )1 2
1, ,p x t g x t g x
t

= −   。对于充分小的

0ε > ，问题(2)的 ε -近似问题为[11]： 

  
( )
( ) ( )1 2

min

s.t. ,
x X

f x

g x g xε εα
∈

− ≤
                                 (3) 

由于 ( )1 ,g x ε 和 ( )2g x 均为凸函数[11]，问题(3)是一个 D.C.形式。SCA 算法通过逐次求解凸子问题来

逼近其 KKT 点[11] [16]。对于固定的 y X∈ ，定义凸子问题 

  
( )

( ) ( ) ( )1 2

min

s.t. ,
x X

f x

g x g y x yε εα
∈

Τ−∇ − ≤
                             (4) 

SCA 算法从初始可行解 0x 出发，在第 k 步求解子问题(8) (取 ky x= )得到 1kx + ，直至满足 KKT 条件

[11] [17]。 

3. 一类新型光滑近似函数 

3.1. 光滑近似函数的定义 

定义 1 令 ( ): 0,φ +× +∞ →  为非负实值函数。若 ( ),zφ µ 满足： 
(1) 对任意 0µ > ， ( ),zφ µ 关于 z∈连续可微； 
(2) ( ) ( ) ( )( )0,0lim , 1 0z z zµ φ µ +∞= ≠



； 
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(3) ( ) 10,
2

φ µ = ； 

(4) ( ) [ ], 0,1zφ µ ∈ ； 
(5) ( ),zφ µ 关于 z 单调递增； 
(6) 当 0z < 时 ( ),zφ µ 关于 z 是凸的，当 0z > 时关于 z 是凹的； 
(7) 当 0z < 时 ( ),zφ µ 关于 µ 单调递增，当 0z > 时关于 µ 单调递减。 
则称 ( ),zφ µ 为特征函数 ( ) ( )0,1 z+∞ 的一类光滑近似函数。 
该定义涵盖了已有文献中光滑近似函数所满足的基本性质[9] [1]-[16]。下面给出满足该定义的两个具

体函数实例。 

3.2. 特例 

例 1 考虑如下形式的函数： 

  ( )1
1 1, arcsin tanh , 0
2

zzφ µ µ
µ

  
= + >  π   

                           (5) 

例 1 在不同参数下的函数图像如图 1 所示。从图 1 可以看出，函数关于点 ( )0,1 2 中心对称，且 µ 越

小，函数越接近特征函数 ( ) ( )0,1 z+∞ ：当 0.001µ = 时，该函数几乎完全重合于特征函数；当 µ 增大时，过

渡区逐渐变宽，曲线趋于平缓。这一性质与定义 1 中的极限条件和单调性要求一致。 
 

 

Figure 1. Approximation effect of ( )1 ,zφ µ  under different values of µ  

图 1. ( )1 ,zφ µ 在不同 µ 下的逼近效果 

 
函数 ( )1 ,zφ µ 具有如下性质： 
(1) 极限性质。当 0z < 时， ( )tanh 1z µ → − ， ( )arcsin 1 2− = −π ，故 ( )1 , 0zφ µ → ；当 0z > 时，

( )tanh 1z µ → ， ( )arcsin 1 2= π ，故 ( )1 , 1zφ µ → 。因此 ( ) ( ) ( )1 0,0lim , 1z zµ φ µ +∞=


。 
(2) 值域与零点。由于 ( ) ( )tanh 1,1z µ ∈ − ， ( ) ( )arcsin 2, 2⋅ =∈ −π π ，故 ( ) ( )1 , 0,1zφ µ ∈ 特别地，

( ) ( )1 0, 1 2 arcsin 0 1 2φ µ = + π = 。 
(3) 光滑性。由于 ( )tanh ⋅ 和 ( )arcsin ⋅ 均为上的C∞ 函数，复合后 ( )1 ,zφ µ 关于 z 是无穷阶可微的( C∞ )。 
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(4) 单调性。对 z 求偏导： 

1 1 sech 0z
z
φ

µ µ
∂  

= > ∂ π  
 

故 ( )1 ,zφ µ 关于 z 严格单调递增。 
(5) 凸凹性。二阶偏导为 

2
1

2 2

1 sech tanhz z
z
φ

µ µµ
∂    

= −    ∂ π    
 

当 0z < 时 ( )tanh 0z µ < ，二阶导为正，函数关于 z 是凸的；当 0z > 时二阶导为负，函数关于 z 是凹的。 
(6) 关于 µ 的单调性。 

1 1 sech 0z
z
φ

µ µ
∂  

= > ∂ π  
 

当 0z < 时 1 0φ µ∂ ∂ > ，当 0z > 时 1 0φ µ∂ ∂ < ，满足定义 1 的条件(7)。 
例 2 考虑如下形式的函数： 

( )2
1, 1 erf , 0
2 2

zzφ µ µ
µ

  
= + >     

                             (6) 

即标准正态分布的累积分布函数(CDF)，其中 ( ) 2

0

2erf e d
x tx t−=

π ∫
标准误差函数。 

例 2 在不同参数下的函数图像如图 2 所示。与图 1 类似，函数关于点 ( )0,1 2 中心对称，且 µ 越小，

函数越接近特征函数；当 µ 增大时，曲线趋于平缓。 
 

 

Figure 2. Approximation effect of ( )2 ,zφ µ  under different values of µ  

图 2. ( )2 ,zφ µ 在不同 µ 下的逼近效果 
 

函数 ( )2 ,zφ µ 具有如下性质： 

(1) 极限性质。当 0z < 时 ( )( ) 2erf 2 1, 0z µ φ→ − → ；当 0z > 时 ( )( ) 2erf 2 1, 1z µ φ→ → 。 
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(2) 值域与零点。 ( ) ( )2 , 0,1zφ µ ∈ ， ( )2 0, 1 2φ µ = 。 
(3) 光滑性。误差函数为C∞ 函数，故 ( )2 ,zφ µ 关于 z 是无穷阶可微的。 
(4) 单调性。 

2
2

2

1 exp 0
22
z

z
φ

µµ
 ∂

= − > ∂ π  
 

(5) 凸凹性。 
2 2

2
2 23

exp
22

z z
z
φ

µµ
 ∂

= − − ∂ π  
 

当 0z < 时， 0z− > ，二阶导为正(凸)；当 0z > 时， 0z− < ，二阶导为负(凹)。 
(6) 关于 µ 的单调性。 

2
2

22
exp

22
z z

z
φ

µµ
 ∂

= − − ∂ π  
 

当 0z < 时 2 0φ µ∂ ∂ > ，当 0z > 时 2 0φ µ∂ ∂ < ，满足定义 1 的条件(7)。 
从图 1 和图 2 可以看出，两个函数均关于点 ( )0,1 2 中心对称，且 µ 越小，函数越接近特征函数

( ) ( )0,1 z+∞ ：当 0.001µ = 时，两者几乎完全重合于特征函数；当 µ 增大时，过渡区逐渐变宽，曲线趋于平

缓。这一性质与定义 1 中的极限条件和单调性要求一致。 

4. 数值实验 

Hong 等人[11]提出的 SCA 算法给出了求解概率约束优化问题的一类有效途径。本节将上一节提出的

两个光滑近似函数分别嵌入 SCA 算法框架，用于求解概率约束优化问题。为检验两个函数的实际计算表

现，以经典的 1l 范数概率约束优化问题为算例，从收敛速度、稳定性及参数敏感性等方面对算法性能进行

系统评估。 
基于本文的两个光滑函数，我们编制了相应的 SCA 算法 MATLAB 程序[17]。在算法的每一次迭代

中，使用 MATLAB 优化工具箱中的 fmincon 函数求解凸子问题(8)，并采用样本平均近似(SAA)方法处理

期望值。本节所有的算法程序均在 Intel(R) Core(TM) i7-6600U CPU @ 2.60GHz (2.81 GHz)和 16.0 GB 内

存的计算机上，使用 MATLAB R2023b 完成。 
考虑如下 1l 范数概率约束优化问题[11]： 

  

1

2 2

1

min

s.t. Pr 100, 1, , 1

0, 1, ,

d

j
j

ij j
j

d

j

x

x i m

x j d

ξ α

=

=

−

 
≤ = ≥ − 

 
≥ =

∑

∑ 



                          (7) 

其中 ( )1, , ; 1, ,ij i m j dξ = =  为独立同分布的标准正态随机变量。由对称性可知，最优解满足

1 dx x= = 。当 10, 10, 0.1d m α= = = 时，理论最优解为 ( )Τ2.082, , 2.082 ，理论最优值为−20.82 [11]。 

4.1. 数值结果分析 

4.1.1. 收敛行为分析 
图 3 展示了两个光滑函数在 0.001µ = 时，一次运行下的收敛曲线。 
从迭代次数看， 1φ 与 2φ 约 3 到 5 次即终止，收敛速度较快。但这种极速收敛并非好事——它恰恰说
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明 SCA 子问题的可行域在 µ 较小时变得过于狭窄，使得子问题最优解 1kx + 在第一步或第二步就撞上约束

边界，随后因线性化梯度在边界附近变化剧烈而无法继续改善目标。 
 

 

Figure 3. Convergence curves of the two smoothing functions under 0.001µ =  
图 3. 两个光滑函数在 0.001µ = 下的收敛曲线对比 

4.1.2. 稳定性分析 
图 4 展示了两个光滑函数在 0.001µ = 下 10 次独立运行的最优值箱线图。分析可知： 

 

 

Figure 4. Boxplots of optimal values for the two smoothing functions under 0.001µ =  
图 4. 两个光滑函数在 0.001µ = 下的最优值分布箱线图 
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(1) ( )1 ,zφ µ 的箱体较宽，标准差为 4.166。 
(2) ( )2 ,zφ µ 的箱体较窄，标准差为 2.614。 

4.1.3. 子问题形状诊断 
为可视化 SCA 子问题在迭代后期的数值形态，本文对一次运行中的最后一次迭代子问题进行了形状

诊断。固定基点 ky x= ，沿方向 1k kd x x+= − 定义一维截面： 

( ) ( )kf t f x td= + ， ( ) ( ) ( ) ( )Τ
1 2 2lin k k kc t g x td g x g x td εα = + − +∇ −  ， 

其中 0t = 对应旧点 y ， 1t = 对应子问题最优解 1kx + 。 
 

 
Figure 5. Shape diagnosis of the SCA subproblem objective function and constraint 
图 5. SCA 子问题目标函数和约束 

 
图 5(左)显示，在该一维截面中线性化约束 ( )linc t 在整个考察区间内均满足 ( ) 0linc t < 即该方向完全位

于可行域内部，但目标函数 ( )f t 沿此方向呈递增趋势，因此子问题在该方向上无法获得下降。二维投影

图(图 5(右))显示新旧两个迭代点几乎完全重合，表明 1k kx x+ − 在数值上趋于零算法在迭代后期可能已无

法产生有效步长。综合来看，算法停滞的原因在于：当前点附近的可行方向集合被压缩至极小范围，而

沿这些方向目标函数无法进一步下降，SCA 子问题的最优解只能在极小范围内移动。 

4.1.4. KKT 残差追踪诊断 
为精细刻画算法的停滞行为，本文在每次迭代后记录了由优化器(fmincon)返回的 KKT 残差信息，综

合度量当前点是否满足子问题的最优性条件。 
图 6 展示了 KKT 残差(对数坐标)与目标函数值随迭代次数的变化。结果显示，目标函数在第 2 次

迭代后趋于稳定，变化幅度小于 10−3，但 KKT 残差始终在较高水平波动，未随迭代同步收敛至零。这

表明算法虽然因目标值变化微小而终止，但当前点可能并未真正满足子问题的 KKT 条件——算法停止

于一个数值上的“平坦区域”，而非真正的最优点，子问题的数值病态性是导致收敛不稳定的直接原

因。 
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Figure 6. KKT residual and objective function values 
图 6. KKT 残差与目标函数值 

4.1.5. 参数敏感性分析 
图 7 展示了两个光滑函数在不同 µ 值下，各 10 次的平均最优值变化曲线。从图中可以清晰地看出，

曲线呈现明显起伏。具体均值数据如表 1 所示。 
从逼近理论最优值−20.82 的角度来看， ( )2 ,zφ µ 在 0.025µ = 时表现最佳(均值−20.725，与理论值的偏

差仅为 0.095)，在 0.001µ = 时也表现良好(均值−20.723，偏差 0.097)； ( )1 ,zφ µ 在 0.001µ = 时表现最佳(均
值−20.330，偏差 0.490)。 

 

 
Figure 7. Parameter sensitivity curves of the two smoothing functions 
图 7. 两个光滑函数的参数敏感性曲线 
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4.2. 数值结果 

表 1 列出了各函数在不同 µ 下的平均最优值和标准差。 
 
Table 1. Mean optimal values (standard deviations) of two smoothing functions for different µ  
表 1. 两个光滑函数在不同 µ 下的平均最优值(标准差) 

µ  ( )1 ,zφ µ  ( )2 ,zφ µ  

0.001 −20.330 (4.166) −20.723 (2.614) 

0.0025 −21.847 (1.163) −22.253 (2.493) 

0.025 −22.388 (1.241) −20.725 (4.408) 

0.05 −21.560 (4.167) −21.901 (0.807) 

0.1 −22.391 (1.694) −20.637 (5.498) 

4.2.1. 光滑性与稳定性的权衡 
上述数值实验揭示了一个值得关注的现象：本文提出的这类光滑函数虽然具有极高的理论光滑性

( C∞ )，但在 SCA 算法框架下却表现出强烈的参数敏感性和收敛不稳定性。 
我们认为，本文给出的两个函数在整个实数轴上均具有非零梯度，处处“敏感”。这种设计虽然在

理论上提供了无限阶可微性，但在数值算法中却导致 SCA 子问题的可行域边界过于“锋利”。当光滑参

数 µ 选取不当时，算法容易“一步跳过头”或“卡在边界”，从而产生波动甚至发散。 
这一观察表明：在构造用于数值算法的光滑近似函数时，“光滑性”可能并非越高越好。纯粹的高

阶光滑性可能带来数值上的脆弱性。适当引入平坦区或饱和区(即在远离原点处使梯度趋近于零)，反而有

助于为算法提供“数值缓冲”，提升其稳健性。 

4.2.2. SAA 噪声与光滑函数梯度的相互影响 
本文采用样本平均近似(SAA)处理概率约束中的期望值，但有限样本带来的估计误差与光滑函数的

梯度特性之间存在相互影响。以 1φ 为例，其梯度峰值 ( )1 µπ 随 µ 减小而急剧增大，有效过渡区宽度仅为

( )O µ 。当 µ 过小时，SAA 的抽样波动足以将 ( ),c x ξ 的样本估计值反复推过这一极窄的过渡区，导致概

率约束近似值在不同样本集之间剧烈变化。这一影响通过 SCA 迭代传递，最终表现为解的波动。表 1 中

0.001µ = 时两类函数的标准差(4.166 和 2.614)显著大于 µ 较大时的情形，与上述分析一致。这表明光滑

参数的选取需与样本容量相匹配，过小的 µ 虽提升理论光滑性，却可能放大 SAA 噪声的负面影响。 

5. 结论 

本文提出了一类新型光滑近似函数的一般形式，并给出了两个典型特例，结果表明，它们满足光滑

近似函数的全部理论性质。数值实验以经典的 1l 范数概率约束优化问题为算例，将两个特例在 SCA 算法

框架下进行测试。主要结论如下： 
(1) 两个函数在计算效率上表现优异，迭代次数极少。从逼近理论最优值的角度来看， ( )2 ,zφ µ 在

0.025µ = 时表现最佳(与−20.82 的偏差仅为 0.095)， ( )1 ,zφ µ 在 0.001µ = 时表现最佳(偏差 0.490)。 
(2) 两个函数对光滑参数 µ 高度敏感，需要精细调参才能达到理想性能，且各自存在不同的最佳参数

区间。 
(3) 实验结果表明，该类函数在远离原点处仍然保持非零梯度的设计，虽然提高了理论光滑性，但是

可能削弱了算法的数值稳定性——即使均值接近理论值，标准差仍然较大，说明单次运行结果波动明显。

这一发现揭示了光滑函数设计中“理论性质”与“数值性能”之间的重要权衡：在数值算法中，纯粹的
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高阶“光滑性”可能并非越高越好。 
基于上述发现，后续可以继续研究的一个方向是：在原点附近保持足够光滑性以利用梯度信息，同

时在远离原点处引入梯度饱和区以构建“数值缓冲”。设计具有此类分段或混合结构的光滑函数，有望

在计算效率和数值稳定性之间取得更好的平衡。 
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