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摘  要 

本文在实Hilbert空间中提出一种新的惯性次梯度外梯度算法，用于求解变分不等式与拟非扩张映射不动

点问题的公共解。该算法融合三类技术策略：其一，采用惯性加速步对历史迭代信息进行外推，以提升

收敛速率；其二，借助凸函数的次梯度信息构造包含可行集的半空间，将投影算子从复杂可行集转移至

结构简单的半空间，有效降低每轮迭代的计算成本；其三，引入类Mann迭代格式生成新的迭代点，增强

算法对拟非扩张映射的适应性。步长通过线性搜索过程自适应获取，无需预知映射的Lipschitz常数。在

映射单调且Lipschitz连续、拟非扩张映射在零点处半闭等标准假设下，建立了算法的弱收敛性。与现有

算法相比，本文方法在保持理论保证的同时，通过次梯度投影策略显著减少了计算负担。数值实验验证

了该算法相较于文献中相关算法的有效性与竞争力。 
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Abstract 
This paper proposes a novel inertial subgradient extragradient algorithm in real Hilbert spaces for 
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finding a common solution to variational inequalities and fixed point problems of quasi-nonexpan-
sive mappings. The algorithm integrates three key strategies: (i) an inertial extrapolation step that 
leverages historical iteration information to accelerate convergence; (ii) a half-space constructed 
via subgradient information of the convex function, which replaces the projection onto the original 
feasible set and substantially reduces computational cost per iteration; and (iii) a Mann-type update 
scheme that enhances adaptability to quasi-nonexpansive mappings. The step size is adaptively de-
termined by a line search procedure, eliminating the need for prior knowledge of the Lipschitz con-
stant. Under standard assumptions—including monotonicity and Lipschitz continuity of the map-
ping, and demiclosedness at zero of the quasi-nonexpansive mapping—weak convergence of the 
proposed algorithm is established. Compared with existing methods, the proposed approach signif-
icantly alleviates computational burden through the subgradient projection strategy while retain-
ing theoretical guarantees. Numerical experiments demonstrate its effectiveness and competitive-
ness against recent algorithms in the literature. 
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1. 引言 

设 H 是实 Hilbert 空间， ,⋅ ⋅ 和 ⋅ 分别表示 H 中的内积与范数。关于变分不等式问题：求 *x C∈ 满

足 

( )* *, 0,F x y x y C− ≥ ∀ ∈ ，                          (1) 

其中 :F H H→ 为映射，可行集C 是 H 中的非空闭凸子集。记问题(1)的解集为 ( ),SOL F C 。 
变分不等式是非线性分析非常重要分支，与最优化理论及互补问题等有紧密联系。近年来，大量工

作关注于发展高效和可实现的数值方法，包括投影方法及其变体，详见参考文献[1]-[12]。当可行集结构

复杂或投影难以计算时，外梯度算法的效果显著减弱。为简化投影操作文献[13] [14]提出了一种投影和

收缩法，其算法形式如下： 

( )( )n C n n ny P x F xτ= − ， 

然后通过以下方法生成下一个迭代的 1nx + ： 

( )1 ,n n n n nx x d x yλη+ = − ， 

其中 ( )0,2λ∈  

( )
( ) 2

, ,

,
n n n n

n

n n

x y d x y

d x y
η

−
= ， 

( ),n nd x y 如下 

( ) ( ) ( )( ),n n n n n n nd x y x y F x F yτ= − − − ， 
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10,n L
τ  ∈ 

 
或者通过下面方式获取： 

( ) ( ) ( )0,1,n n n n nF x F y x yτ µ µ− ≤ − ∈ 。                       (2) 

外梯度算法的改进为 Censor [15]等人提出次梯度外梯度算法(SEA)，在该算法中，将可行集C 上的

第二个投影替换为一个包含C 的简单可构造集上的投影，新的选代点 1nx + ： 

( )( )
( ){ }

( )( )1

,

: : ,

,
n

n C n

n n n n n

n T

n

n n

y P x F x

T H x F x y y

x P x F y

λ

ω λ ω

λ+

 = −
 = ∈ − − −


= −

                         (3) 

其中
10,
L

λ  ∈ 
 

。 

另一方面，关于不动点问题，即求 x H∈ ，使得 Sx x= ，则称点 x 为 S 的不动点。记 ( )Fix S 为 S 不

动点解集。 
为了在 Hilbert 中寻找 ( )Fix S 和(1)的解集 ( ),SOL F C 的一个公共解，人们提出了许多选代方法，见

[16]-[20]和其他的参考文献。例如 Thong，[20]等提出如下算法： 

( )( )
( )( )

( )1

,

,

1 ,
n

n C n n n

n T n n n

n n n n n

y P F

z P F y

x Sz

ω λ ω

ω λ

β ω β+

 = −
 = −
 = − +

                                  (4) 

其中 ( )1n n n n nx x xω α −= + − ， ( ){ }: : , 0n n n n nT x H x F y x yλ ω= ∈ − − − ≤ 。步长     , 0, 0,nm
n nl l mτ γ γ= > > 为

满足下式： 

( ) ( )n n n n nF F y yτ ω µ ω− ≤ −  

其中 0µ > 。算法(4)在映射是单调且 L -Lipschitz 时，生成的序列{ }nx 弱收敛于 ( ) ( ),Fix S SOL F C∩ 。该

算法应用了惯性加速技巧，并利用线搜索过程选取步长，无需计算 Lipschitz 常数。 
当问题(1)的可行集具有以下结构时： 

( ){ } : : 0C x H c x= ∈ ≤ ，                                (5) 

其中 :c H R→ 是一个凸函数，He，Wu [21]在 Hilbert 空间提出了一种新的算法用于求解问题(1)： 

( )( )
( ) ( ){ }

( )( )
( ){ }

 

1

  ,

: : , 0 ,

,

: : , 0 ,

n

n

n C n n n

n n n n

n T n n n

n n n n n n

y P x F x

C H c x c x x

x P x F y

T H x F x y y

λ

ω ω

λ

ω λ ω

+

 = −

 ′= ∈ + − ≤


= −


= ∈ − − − ≤

                    (6) 

在适当的假设下，作者验证了该算法弱收敛性。 
近年来，诸多学者开始采用次梯度法、惯性加速法及Mann迭代法等快速迭代策略。在文献[20] [21]

的基础上，本文发展了一类融合线性搜索机制的惯性外梯度次梯度投影方法，其可行集合如式(5)所示。

该算法避免了对可行集进行直接投影操作，转而借助次梯度信息构造半空间以替代原投影步骤，从而显

著简化了计算过程。同时，文中给出了算法在Hilbert空间下的弱收敛性证明。数值实验结果说明，与文

献[20] [21]中所提方法相比，本算法在性能上具有更优表现。 
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2. 预备知识 

本节回顾一些基本定理和定义。记为 nx x→ 为序列{ }nx 强收敛于 x ，记 nx x 为序列{ }nx 弱收敛

到 x 。 
定义 2.1 [22] 假设 :F H H→ ，C 是 H 非空闭凸子集： 
(1) 如果 F 在C 上是单调映射，则有 

( ) ( ) , 0, ,F x F x x y x y C− − ≥ ∀ ∈ 。 

(2) :F H H→ 并且 ( )Fix S ≠ ∅在C 上是拟非扩张映射，若 

( ) ( ), ,F x u L x u x C u Fix F− ≤ − ∀ ∈ ∈    。 

引理 2.1 [23] 假设C 是 H 非空闭凸子集，对 x H∀ ∈ ，有以下结论： 
(1) ( ) ( ), 0,C CP x x y P x y C− − ≥ ∀ ∈ ， 
(2) ( ) ( )2 22 ,C Cy P x y x P x x y C− ≤ − − − ∀ ∈ ， 
(3) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 , ,x y x y x y R y Hα α α α α α α+ − = + − − − − ∀ ∈ ∈ 。 
引理 2.2 [24] 若 x H∈ ，对任意{ }nx H⊂ 弱收敛到 x ，则有 

liminf liminf ,n nx x
x x x y x y

→∞ →∞
− < − ∀ ≠ 。 

引理 2.3 [25] 假设问题(1)的解集 ( ),SOL F C 非空且C 是由(5)式定义，则 ( ),u SOL F C∈ 当且仅当一

下条件中的一个成立： 
(1) ( ) 0F u = ； 
(2) u C∈∂ 且存在一个正常数η满足 ( ) ( )F u c uη ′= − 。 
定义 2.2 [26] 设 :S H H→ 是一个非线性算子且 ( )Fix S ≠ ∅，若对任意的序列{ }nx H∈ 有以下关系

成立： 

nx x 且 ( ) ( )0nI S x x Fix S− → ⇒ ∈ ， 

则称 I S− 在 0 点处是半闭的。 
引理 2.4 [27] 假设{ } { } { }, ,n n nϕ δ α 是 [ )0,+∞ 数列满足 

( )1 1 1, 1,n n n n n nnnϕ α ϕ ϕ δ δ∞
+ − =
≤ − + ∀ ≥ < +∞∑ ， 

且对 1n∀ ≥ 存在实数α 使得 0 1nα α≤ ≤ < ，则下列结论成立： 

(1) [ ]11 n nn ϕ ϕ∞
−= +

− < +∞∑ ，其中 [ ] { }: max ,0t t
+
= ； 

(2) 存在 [ )* 0,ϕ ∈ +∞ 使得 *lim nn
ϕ ϕ

→∞
= 。 

引理 2.5 [27] (Opail)假设C 是 H 的一个非空闭子集，序列{ }nx H∈ 满足以下两个条件： 
(1) 对于 x C∀ ∈ ， lim nx

x x
→∞

− 存在； 

(2) 序列{ }nx 的每一个弱收敛点在C 中， 
则{ }nx 弱收敛于C 中的一个点。 

3. 具有线搜索的惯性梯度外梯度算法 

本节提出了一种算法，使用增加了一个惯性加速技术，使算法更快找到问题的解。在映射为单调的

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510392
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假设下，所提出算法生成的序列弱收敛于 ( ) ( ) Fix S SOL F C∩ ， 。 
本文假设以下条件成立： 
(C1) 映射 :F H H→ 是单调 L -Lipschitz 连续的。 
(C2) 映射 :S H H→ 是拟非扩张映射。 
(C3) 解集非空，即 ( ) ( ),Fix S SOL F C∩ ≠∅。 
(C4) 可行集C 是由(5)式定义。 
(C5) 存在 2 0L > 使得 ( ) ( )2 ,F x L c x x C′≤ ∀ ∈∂ ，其中 C∂ 表示C 的边界。 

(C6) 假设序列 ,n nα β 是两个非减的序列且分别满足
1 10 ,0
3 2n nα α β β≤ ≤ < < ≤ ≤ 。 

本文算法结构如下。 

3.1. 惯性类 Mann 次梯度外梯度算法 

初始化：设任意 0 1,x x H∈ 与参数 ( ) ( ) 1 10, 0,1 , 0,1 , 0, , 0,
3 2n nlγ µ α β   > ∈ ∈ ∈ ∈     

，设 1n = 。 

step1：设 ( )1n n n n nx x xω α −= + − ，计算 

( )( ) ,nn C n n ny P F xω λ= −  

其中 ( ) ( ){ }: , 0 , ,nm
n n n n n nC x H c c x l mω ω ω λ γ′= ∈ + − ≤ = 满足下式最小整数 

( ) ( ) 2 2 22 2n n n n n n n nF x F y M y yλ λ ω µ ω− + − ≤ − ，              (7) 

其中 1 2M L L= 。 
step2：计算 

( )( ) ,nn T n n nz P F yω λ= −  

其中 ( ){ }: , 0n n n n n nT x H F x y x yω λ= ∈ − − − ≤ ， 
step3：计算 

( )1 1 ,n n n n nx Szβ ω β+ = − +  

注 1：(1) , 1nC C n⊆ ∀ ≥ 。对任意的 x C∈ ，有 ( ) ( ) ( ), 0n n nc c x c xω ω ω′+ − ≤ ≤ 。因此， nx C∈ ，从

而有 nC C⊆ 。(2) , 1nC T n⊆ ∀ ≥ 。事实上，假设存在 \n nz C T∈ ，则有 ( ) , 0n n n n nF x y z yω λ− − − > 与

( )( )nn C n n ny P F xω λ= − 矛盾。因此 n nC T⊆ 。 
注 2：基于假设 C6 的参数设置参考文中(26)与(32)式，为了市其两式成立，因为设置参数的范围以

保证本文的合理性。 

3.2. 收敛性分析 

引理 3.1 假设(C1~C6)成立。令{ } { } { }, ,n n ny zω 是由算法 3.1生成的序列，对任意 ( ),u SOL F C∈ ，则

有下列不等式成立： 

( )2 2 21n n n nz u u yω µ ω− ≤ − − − − ，                         (8) 

证明：因为 ( ), nu SOL F C C T∈ ⊆ ⊆ ，由 1nx + 的定义有 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510392
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 22

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 ,

2 , 2 ,

2 ,

2 , 2 ,

2 ,

2

n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n

z u F y u F y z

u z F y u z

u y y z

y y z F y u z

u y y z F y u y

F y u z y y z

u y y z F y u y

F x

ω λ ω λ

ω ω λ

ω ω

ω λ

ω ω λ

λ ω

ω ω λ

ω λ

− ≤ − − − − −

= − − − + −

= − − − − −

− − − + −

= − − − − − + −

+ − − − −

= − − − − − + −

+ − − ( ) ( ) ., 2 ,n n n n n n n ny z y F x F y z yλ− + − −

           (9) 

由 nT 的定义及事实 ,n n n nz C C T⊆ ∈ 可知 

( ) , 0n n n n n nF x y z yω λ− − − ≤ 。                        (10) 

由(9)与(10)式整理可得 

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 , , .2
n n n n n n

n n n n n n n n

z u u y y z

F y u y F x F y z y

ω ω

λ λ

− ≤ − − − − −

+ − + − −
            (11) 

因为 F 是单调的，即 ( ) ( ) , 0n nF u F y u y− − ≥ 可知 

( ) ( ), ,n n nF y u y F u u y− ≤ − 。                       (12) 

因此由由(11)与(12)式整理可得 

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 , 2 , .
n n n n n n

n n n n n n n

z u u y y z

F u u y F x F y z y

ω ω

λ λ

− ≤ − − − − −

+ − + − −
              (13) 

下面估计 ( ) ( )2 ,n n n n nF x F y z yλ − − ，由 Cauchy-Schwartz 不等式可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 , 2n n n n n n n n n nF x F y z y F x F y z yλ λ− − ≤ − − 。             (14) 

将(14)式代入(13)式中整理得 

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 , .
n n n n n n

n n n n n n n

z u u y y z

F x F y z y F u u y

ω ω

λ λ

− ≤ − − − − −

+ − − + −
                (15) 

由 2 2 2a b ab+ ≥ 知 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 22 n n n n n n n n n nF x F y z y z y F x F yλ λ− − − − ≤ − 。             (16) 

结合上述不等式与(15)式可得 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 ,n n n n n n n n nz u u y F x F y F u u yω ω λ λ− ≤ − − − + − + − 。          (17) 

若 ( ) 0F u ≠ ，则由引理 2.3(2)知有 ( ) ( )uF u c uη ′= − ，并且 u C∈∂ ， ( )c x 是连续的，从而 ( ) 0c u = 。

因为 ( )c x 是凸函数，则有 

( ) ( ) ( ) ( )1, ,n n n
u

c y c u c u y u F u y u
η

′≥ + − = − − 。 
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因此有 

( ) ( ), n u nF u u y c yη− ≤ 。                              (18) 

由 nC 的定义与 n ny C∈ 可得 

( ) ( ) , 0n n n nc c yω ω ω′+ − ≤ 。 

由 ( )c x 的凸性有 

( ) ( ) ( ),n n n n nc y y c y cω ω′ − + ≤ 。 

结合以上两个不等式有 

( ) ( ) ( ) ,n n n n nc y c c y yω ω′ ′≤ − − 。                          (19) 

从而由 Cauchy-Schwartz 不等式与假设(B4)整理(18)，(19)式可知 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1

,

.

, n u n u n n n n

u n n n n

u n n

F u u y c y c c y y

c c y y

L y

η η ω ω

η ω ω

η ω

′ ′− ≤ ≤ − −

′ ′≤ − −

≤ −

 

另一方面，由引理 2.3(2)与假设(C5)有 2L 式 uη 的一个上界，结合上述不等式可得 

( ) 2 2
1, n u n n n nF u u y L y M yη ω ω− ≤ − ≤ − 。                   (20) 

其中 1 2 0M L L= > ，结合(17)与(20)式有 

( ) ( ) 22 2 2 22 2n n n n n n n n n nz u u y F x F y M yω ω λ λ ω− ≤ − − − + − + −            (21) 

结合算法 3.1 中(7)式与(21)式整理有 

( )2 2 21n n n nz u u yω µ ω− ≤ − − − − 。 

如果 ( ) 0F u = ，由(17)式知 

( ) ( ) 22 2 2 2
n n n n n n nz u u y F x F yω ω λ− ≤ − − − + − 。 

再由(7)式有 

( ) ( ) 2 22
n n n n nF x F y yλ µ ω− ≤ − 。 

因此由以上两个不等式可知 

( )2 2 21n n n nz u u yω µ ω− ≤ − − − − 。 

综上引理 3.1 成立。 
引理 3.2 若假设条件(C1~C6)成立。设为由算法 3.1 生成的序列{ } { } { }, ,n n nx y ω ，则对任意，下列结

论恒成立。 

1lim 0n nx
x x+→∞

− = 并且序列{ }nx u− 的极限存在； 

lim lim lim lim 0, lim 0n n n n n n n n n nx x x x x
y x y y z x z Sz zω

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞
− = − = − = − = − = ； 
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序列{ } { } { },n n nx y ω， 与 ( ){ }nc ω′ 为有界序列； 
序列{ }nx 的弱聚点属于 ( )Fix S 。 
证明 (1)假设 ( ) ( ),u Fix S SOL F C∈ ∩ 由引理 3.1 可知 

2 2
n nz u uω− ≤ − 。                                     (22) 

因为 S 为拟非扩张映射 

( )

( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

22
1

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

1

1

1 1

1 1

1 1

1 .

n n n n n

n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n

x u Sz u

u Sz u

u Sz u Sz

u z u Sz

u u Sz

u Sz

β ω β

β ω β

β ω β β β ω

β ω β β β ω

β ω β ω β β ω

ω β β ω

+ − = − + −

= − − + −

= − − + − − − −

≤ − − + − − − −

≤ − − + − − − −

= − − − −

               (23) 

其中由(22)知第二个不等式成立。 
另外由 1nx + 的定义知 

( )1
1

n n n n
n

Sz xω ω
β +− = − 。                              (24) 

由(24)、(23)式有 

2 2 2
1 1

1 n
n n n n

n

x u u xβω ω
β+ +
−

− ≤ − − − 。                       (25) 

由假设(C6)有 1
2nβ ≤ ，因此有

1 1n

n

β
β
−

≥ ，从而下列不等式成立 

2 2 2
1 1n n n nx u u xω ω+ +− ≤ − − − 。                       (26) 

下面由 nω 的定义知 

( )

( )( ) ( )
( ) ( )

22
1

2
1

2 2 2
1 1

1

1 .1

n n n n n

n n n n

n n n n n n n n

u x x x u

x u x u

x u x u x x

ω α

α α

α α α α

−

−

− −

− = + − −

= + − − −

= + − − − + + −

             (27) 

另一方面有不等式 

( )

( ) ( )

22
1 1 1

2 22
1 1 1 1

2 22
1 1 1 1

2 22
1 1 .

2 ,

2

1

n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

ω α

α α

α α

α α α

+ + −

+ − + −

+ − + −

+ −

− = − − −

= − + − − − −

≥ − + − − − −

≥ − − + − −

            (28) 

通过(26)与(27)，(28)式整理可得 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2 2 2
1 1 1

2 22
1 1

2 2 2
1 1

22
1

2 2 2
1 1

2
1

2 2
1 1

1 1

1

1 1

1

1 1

2

1 1

n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n

n n n

n n n n

x u x u x u x x

x x x x

x u x u x x

x x

x u x u x x

x x

x u x u

α α α α

α α α

α α α

α α α α

α α α

α

α α α

+ − −

+ −

− +

−

− +

−

+ −

− = + − − − + + −

− − − − − −

= + − − − − − −

 + + − − − 

= + − − − − − −

+ −

≤ + − − − − −( ) 2
1

2
1 .2

n n n

n n n

x x

x xα

+

−

−

+ −

           (29) 

因此由(29)式可得 

( )

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
1 1

2 2
1 1 1 .

2

2

2 1

n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

x u x u x u

x u x u x x

x x x x

α α

α α

α α

+ + + +

− −

+ + +

− − − + −

≤ − − − + −

+ − − − −

                      (30) 

令
2 2 2

1 12n n n n n n nx u x u x xα α− −Φ = − − − + − ，从而有 

( ) 2
1 1 11 2n n n n n nx xα α+ + +Φ −Φ ≤ − − − − 。                    (31) 

由假设(C6) 10
3nα α≤ ≤ < ，从而有 11 2 0n nα α +− − > ，因此有 

2
1 1 0n n n nx xσ+ +Φ −Φ ≤ − − ≤ 。                         (32) 

其中 1 3 0σ α= − > ，即序列 nΦ 是非增的，由其定义知 
2 2 2

1 1

2 2
1

2

.
n n n n n n n

n n n

x u x u x x

x u x u

α α

α

− −

−

Φ = − − − + −

≥ − − −
                       (33) 

从而由(33)式可得 

( )
( )

2 2
1

2
1

22
1

2 1
0 1

2 1
0

1

1 ..

.
1

n n n n

n

n

n n

n

x u x u

x u

x u

x u

x u

α

α

α α

α α α

α
α

−

−

− ≤ − Φ

≤ − +Φ

≤ − +Φ +

≤ ⋅⋅⋅ ≤ − +Φ + + +

Φ
≤ − +

−



                      (34) 

另一方面由 1n+Φ 可知 
2 2 2

1 1 1 1 1

2
1

2

.
n n n n n n n

n n

x u x u x x

x u

α α

α

+ + + + +

+

Φ = − − − + −

≥ − −
                     (35) 

结合(34)与(35)式可得 

2 2 21 1
1 1 0 1

n
n n n nx u x u x u αα α α

α
+

+ +
Φ

−Φ ≤ − ≤ − ≤ − +
−

。 
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由上述不等式与(32)式有 

2
1 1 1

1

21 1
0

2 1
0

1

.
1

k

n n k
n

k

x x

x u

x u

σ

α
α

α

+ +
=

+

− ≤ Φ −Φ

Φ
≤ − +

−
Φ

≤ − +
−

∑

                            (36) 

因此有 

2
1

1
n n

n
x x

∞

+
=

− < +∞∑ 。                                   (37) 

所以
2

1lim 0n nx
x x+→∞

− = ，由此可知 1lim 0n nx
x x+→∞

− = 。 

因为 nα 有界，通过(29)式有 

( )

( )
2 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2
1 1

1 2

2 .

n n n n n n n n

n n n n n n n

x u x u x u x x

x u x u x u x x

α α α

α α

+ − −

− −

− ≤ + − − − + −

= − + − − − + −
              (38) 

由引理 2.5 与(37)式知 
2lim nx

x u p
→∞

− = ， 

因此 lim nx
x u

→∞
− 存在。 

由(1)知 1lim 0n nx
x x+→∞

− = ，则 

( )1 1 1

1 1

1 1 .

n n n n n n n

n n n n n

n n n n

x x x x x

x x x x

x x x x

ω α

α

α

+ + −

+ −

+ −

− = − − −

≤ − + −

≤ − + −

                            (39) 

对(39)式两边同时取极限 

1lim 0n nx
x ω+→∞

− = 。                                 (40) 

因为
2lim nx

x u p
→∞

− = ，对(26)式取极限并且结合
2

1lim 0n nx
x x+→∞

− = ，则 

2 2lim limn nx x
x u u pω

→∞ →∞
− = − = 。                           (41) 

另外由(23)式的第一个不等式有 

( )2 2 2
1 1n n n n nx u u z uβ ω β+ − ≤ − − + − 。 

从而可得 
2 2

2 21n n
n n

n

x u uz u uω ω
β

+ − − −
− ≥ + −

   

   
。 

因为 nβ 有界，并且
2lim nx

x u p
→∞

− = ，所以由上述不等式有 

2 2lim limn nx x
z u uω

→∞ →∞
− ≥ − 。 
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再通过(22)与(41)式和上述不等式，因此有 
2 2lim limn nx x

z u uω
→∞ →∞

− = − 。                             (42) 

由(11)式可得 

( ) 2 2 21 n n n ny u z uµ ω ω− − ≤ − − − 。                        (43) 

结合(42)式有
2lim 0n nx

yω
→∞

− = ，因此有 

lim 0n nx
yω

→∞
− = 。                                 (44) 

通过不等式 1 1n n n n n nx y x yω ω+ +− ≤ − + − ，有 1lim 0n nx
x y+→∞

− = ，同理再结合不等式 

1 1n n n n n nx y x x x y+ +− ≤ − + − ，由(1)的结论有 

lim 0n nx
x y

→∞
− = 。                                  (45) 

对(7)式两边取极限可得 ( ) ( ) 2
lim 0n nx

F x F y
→∞

− = ，则 

( ) ( )lim 0n nx
F x F y

→∞
− = 。                               (46) 

另外结合(42)式与(46)式以及
2lim 0n nx

yω
→∞

− = ，对(21)式两边取极限，则有 

lim 0n nx
z y

→∞
− = 。                                  (47) 

由(45)式与(47)式以及不等式 n n n n n nx z x y y z− ≤ − + − ，因此可得 

lim 0n nx
x z

→∞
− = 。                                   (48) 

因为 nβ β≥ ，则由(24)式有 lim 0n nx
Sz x

→∞
− = ，再结合(48)式可得 

0n n n n n nSz z Sz x x z− ≤ − + − → 。                         (49) 

因此 lim 0n nx
Sz z

→∞
− = 。 

接下来证明各序列{ } { } { }, ,n n nx y ω 和 ( ){ }nc ω′ 是有界的。事实上，对于 ( ) ( ),u Fix S SOL F C∈ ∩ ，由 
(1)结论知序列 { }nx u− 的极限存在，进而可知 { }nx 有界。又因 lim lim 0n n n nx x

y x yω
→∞ →∞

− = − = 知序列 

{ } { },n ny ω 有界。由于 ( )nc ω′ 是 Lipschitz 连续以及序列{ }nω 有界，则结论成立。 
因为{ }nx 是有界，存在子列{ } { }

kn nx x⊂ 和 *x H∈ ，使得 *
knx x 。由(45)式有 *

kny x ，同理结

合(44)式 *
kn xω  ，通过(47)式可得 *

knz x 。根据(48)式与  I S− 半闭性，因此 ( )*x Fix S∈ 。   
引理 3.3 如果算法 3.1 中 1n n nx zω += = 成立，则有 ( ) ( ),n Fix S SOL F Cω ∈ ∩ 。 
证明 取 ( ) ( ),u Fix S SOL F C∈ ∩ ，通过引理 3.1 有 

( )2 2 21n n n nz u u yω µ ω− ≤ − − − −  

由于 n nzω = ，从而 0n nyω − = ，即 n nyω = ，因此 ( )( ) nn C n n ny P y F yλ= − ，从而 n ny C∈ 。由 nC 的

定义， n ny C∈ 以及 n nyω = 可得 

( ) ( ) ( ) , 0n n n n nc y c y c y y y′= + − ≤  

因此 ny C∈ 。 
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下面证明 ( ),ny SOL F C∈ ，由 ( )( ) nn C n n ny P y F yλ= − 可得 

( ) , 0,n n n n n ny F y y y y y Cλ− − − ≤ ∀ ∈ 。 

因此有 

( ) , 0,n n n nF y y y y Cλ − ≥ ∀ ∈ 。 

又根据注 1 可知 nC C⊆ ，且 0nλ > ，故有 

( ) 0,,n n nF y y y y C− ≥ ∀ ∈ 。 

所以 ( ),ny SOL F C∈ 。又由 n nyω = ，则有 ( ),n SOL F Cω ∈ 。另一方面，如果 1n n nx zω += = ，通过步

骤 3 知 ( )1n n n n nSω β ω β ω= − + ，因此 n nSω ω= ，即 ( )n Fix Sω ∈ ，所以 ( ) ( ),n Fix S SOL F Cω ∈ ∩ 。 
定理 3.1 若假设条件(C1-C6)成立，则由算法 3.1 生成的序列{ }nx 弱收敛于 ( ),SOL F C 。 
证明  由引理 3.2(3)知序列 { }nx 是有界的。因此存在子列 { }knx ，使得 *

knx x 。结合(3)中知 
lim lim 0n n n nx x

y x yω
→∞ →∞

− = − = 有子列{ } { },
k kn ny ω 也弱收敛到 *x 。由半空间

knC 定义与
k kn ny C∈ 可得 

( ) ( ) , 0
k k k kn n n nc c yω ω ω′+ − ≤ 。 

由引理 3.2(3) ( ){ }nc ω′ 是有界，从而知存在 0M > 满足 ( )nc Mω′ ≤ 。由 Cauchy-Schwartz 不等式可

得 

( ) ( )k k k k k kn n n n n nc c y M yω ω ω ω′≤ + − ≤ − 。                         (50) 

有假设(C4)知 ( )c x 是连续的，因此 ( )c x 弱下半连续。结合(50)式与 *
kn xω 

和 lim 0
k kn nx

yω
→∞

− = ，

由定义 2.4 可知 

( ) ( )* liminf liminf 0
k k kn n nx x

c x c M yω ω
→∞ →∞

≤ ≤ − = ， 

则由C 的定义知 *x C∈ 。 
下面证明 ( )* ,x SOL F C∈ ，令 

( ) ( ) ( ) ;
:

,
CF x N x x C

T x
x C

+ ∈
= 

∅ ∉
 

其中 ( )CN x 为C 在 x 处的法锥，即 ( ) { }: : , 0,CN x H z x z Cε ε= ∈ − ≤ ∀ ∈ 。因为T 是极大单调算子，则有 

( ) ( ) ( )  Cy T x F x N x∈ = + ， 

以上关系等价于 

( ) ( )  Cy F x N x− ∈ ， 

则由 ( )CN x 的定义及 *x C∈ 可得 

( ) ( )*, 0, ,y F x x x x y graT− − ≤ ∈ 。 

整理可得 

( ) ( )* *, , , ,y x x F x x x x y graT− ≥ − ∈ 。                         (51) 

由 nT 的定义以及 nx C T∈ ⊆ 可得 

( ) , 0n n n nF x y x yω λ− − − ≤ ， 
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又因为有 0nλ > ，则通过以上不等式整理有 

( ) , 0n n
n

n

y F x x yω
λ
−

− − ≤ 。                             (52) 

结合(51)与(52)式可得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

* *

*

*

*

, , ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

k k
k

k

k k
k k k

k

k k

k k
k k k

k

k k k k k

k k
k k k

k

k k k

n n
n

n

n n
n n n

n

n n

n n
n n n

n

n n n n n

n n
n n n

n

n n n n

y
y x x F x x x F x y x

y
F x x y y x F x y x

F x x y F x y x

y
F x y x y x

F x F y x y F y F x x y

y
F x y x y x

F x y x F y F x x y

ω
λ

ω
λ

ω
λ

ω
λ

−
− ≥ − + + −

−
= − + − + + −

= − + −

−
+ − + −

= − − + − −

−
+ − + −

≥ − + − −

, .

k

k k
k

k

n n
n

n

y
y x

ω
λ
−

+ −

               (53) 

其中由 F 的单调性知第二个不等式成立。因此有 

( ) ( ) ( )* *, , ,

1 , .

k k k k

k k k
k

n n n n

n n n
n

y x x F x y x F y F x x y

y y xω
λ

− ≥ − + − −

+ − −
                  (54) 

另外由引理 3.3(2)知 lim 0n nx
yω

→∞
− = ，及序列{ }ny 有界，从而有 

, 0,
k k kn n ny y x nω− − → →∞。                             (55) 

因为 F 是 Lipschitz 连续，由引理 3.2(2)知 lim 0n nx
x y

→∞
− = 以及{ }ny 有界，因此有 

( ) ( ) , 0,
k k kn n nF y F x x y k− − → →∞。                         (56) 

因为由引理 3.2 知 *
kny x ，所以 

( ) , 0,
knF x y x k− → →∞。                              (57) 

通过(55)~(57)式，并且对(54)式取极限可得 

( )*, 0, ,y x x x y graT− ≥ ∀ ∈ 。 

由于T 为极大单调算子，因此由上述不等式可得 ( )*0 T x∈ ，从而 ( ) ( )* 0 ,x T SOL F C′∈ = 。 
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若序列{ }nx 的两个子序列{ }knx 和{ }kmx 分别弱收敛于弱聚点 ( )*, ,x x SOL F C∈ ，对任意 
( )* ,x SOL F C∈ 。通过引理 3.2 知 *lim nx

x x
→∞

− 存在，则 

* * *

* *

*

lim lim liminf

liminf liminf

lim lim

liminf lim

l .im

k k

k k

k

k k

n n nx x x

n nx x

m mx x

n mx x

nx

x x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞

→∞

− = − = −

< − = −

= − = −

< − = −

= −

 

因此有不等式 * *lim limn nx x
x x x x

→∞ →∞
− < − 不成立，故与假设矛盾，所以 *x x= 。综上 { }nx 弱收敛于

( )* ,x SOL F C∈ 。 

定理 3.2 若假设条件(C1-C6)成立，由算法 3.1 生成的序列{ }nx 弱收敛于 ( ) ( ),Fix S SOL F C∩ 。 
证明 由引理 3.2(1)知对任意 ( ) ( ),u Fix S SOL F C∈ ∩ 有 lim nx

x u
→∞

− 的极限存在。通过定理 3.1 可知有 

( )* ,
knx x SOL F C∈ ，结合引理 3.2(4)有 ( )*x Fix S∈ ，从而有 ( ) ( ),x Fix S SOL F C∈ ∩ 。因此由引理 2.7

知{ }nx 弱收敛于 ( ) ( ),Fix S SOL F C∩ 。 

3.3. 数值结果 

本节通过一个具体的数值算例，验证算法 3.1 (记为 A3.1)的有效性，并与文献[20]中的算法 2 (记为

A2)及文献[21]中的算法 1 (记为 A1)进行对比。所有实验均在配置为 AMD Ryzen 7 4700U @ 2.0 GHz、16 
GB 内存的笔记本电脑上，使用 MATLAB R2021b 实现。终止准则统一设为 

7
1 10n nx x −
+ − ≤  

迭代次数上限设为 2000。运行时间以 CPU 秒(s)为单位，迭代次数记为 Iter。 
例 3.1 设实 Hilbert 空间为 2R ，定义映射为 2 2R R→ 为： 

( ) 1 2 1

1 2 2

sin
,

sin
x x x

F x
x x x
+ + 

=  − + + 
 

其中 ( )T
1 2,x x x= 。可行集C 由凸函数 

( ) 2 2
1 2 1 0c x x x= + − ≤ 。 

定义，即 { }2 : 1C x R x= ∈ ≤ 。容易验证容易验证 F 在C 上是单调且 Lipschitz 连续的。取拟非扩张

映射 2 2:S R R→ 分别为 

( ) ( )1 2,
2 3
x xS x S x= = 。 

显然 1 2,S S 均为拟非扩张映射，且不动点集分别为{0}，公交解 ( ) ( ) { }, 0Fix S SOL F C∩ = 。 

不同精度下的比较结果，其中 ( )1 2
xS x = ，见图 1。 

不同精度下的比较结果见图 2，其中 ( )2 3
xS x = 。 
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Figure 1. Convergence comparison at different tolerances (S = S1) 
图 1. 不同精度下的收敛性比较(S = S1) 
 

 
Figure 2. Convergence comparison at different tolerances (S = S2) 
图 2. 不同精度下的收敛性比较(S = S2) 
 

数值实验以例 3.1 为测试问题，两种拟非扩张映射，与相关文献[20] [21]系统比较。实验结果表明： 
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(1) 在较低精度要求(0.001)下，本文算法在 CPU 时间上与文献[20]相当，明显优于文献[21]； 
(2) 在较高精度要求(0.00001)下，本文算法的 CPU 时间相比文献[20]减少约 44%~58%，相比文献

[21]减少约 65%~70%； 
(3) 当拟非扩张映射从 S1更换为 S2时，本文算法的迭代次数增幅小于对比算法； 
(4) 本文算法虽然迭代次数略多于文献[20]，但每步计算成本更低，总 CPU 时间显著减少，验证了

半空间投影策略在降低计算负担方面的有效性。 
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