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摘  要 

为探究疟原虫红细胞内期健康红细胞、感染红细胞与免疫效应因子NETs之间的相互作用机制，本文基于

免疫清除的双重策略，建立了一类常微分方程动力学模型。模型的核心创新在于耦合了两种截然不同的

免疫清除途径：其一，针对感染红细胞，引入Holling II型功能反应函数以刻画免疫效应因子的饱和清除

作用；其二，针对健康红细胞，采用线性项以刻画NETs非特异性免疫损伤导致的病理消耗。首先证明了

解的非负性和有界性；其次得到了基本再生数，无病平衡点稳定的条件，以及边界平衡点和正平衡点存

在且稳定的条件；最后，通过数值模拟验证了所得结论。 
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Abstract 
To explore the interaction mechanisms among healthy red blood cells, infected red blood cells, and 
the immune effector NETs during the erythrocytic stage of Plasmodium, this paper establishes a 
class of ordinary differential equation models based on a dual immune clearance strategy. The core 
innovation of the model lies in the coupling of two distinct immune clearance pathways: on the one 
hand, a Holling type II functional response is introduced to characterize the saturable clearance of 
infected red blood cells by immune effectors; on the other hand, a linear term is employed to de-
scribe the pathological consumption of healthy red blood cells resulting from nonspecific immune 
damage induced by NETs. First, the non-negativity and boundedness of the solutions are proved. 
Second, the basic reproduction number is derived, and the stability conditions for the disease‑free 
equilibrium, as well as the existence and stability conditions for both the boundary equilibrium and 
the positive (endemic) equilibrium, are obtained. Finally, numerical simulations are performed to 
verify the theoretical results. 
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1. 引言 

疟疾主要是通过感染疟原虫的雌性按蚊叮咬人类传播的一类寄生虫性疾病，是全球最流行和最致命

的传染病之一。根据最新的《世界疟疾报告》，2024 年全球累计报告疟疾病例多达 2.82 亿例，此外，因

疟疾死亡人数多达 61 万，为全球公共卫生带来了巨大负担[1]。虽然早在 2021 年 6 月 30 日，中国就获得

世界卫生组织(WHO)消除疟疾认证。然而，在全球疟疾流行严峻的背景下，我国持续面临境外输入病例

引发本地再传播的风险[2]。 
利用数学模型研究疟疾的传播动力学，对于制定有效的防控策略具有重要意义。自 1911 年 Ross 建

立第一个描述疟疾传播的动力学模型[3]以来，该领域得到了充分发展。1950 年，Macdonald [4]对 Ross 模
型进行了重要改进，并提出基本再生数的概念，由此开创了疟疾传播动力学模型的研究。此后，大量学

者在疟疾传播动力学模型方面取得了丰富的成果。然而，随着对疟原虫生物学特性及其致病机制的深入

了解，现有模型仍存在一定的局限。疟原虫在宿主体内的存活与增殖过程极为复杂，涉及多条代谢通路

及其与宿主细胞的多重交互作用。要全面揭示疟原虫致病的本质，亟需构建更能反映疟原虫–宿主互相

作用的动力学模型，并深入分析其动力学行为。 
当感染疟原虫的红细胞刺激宿主的中性粒细胞后，中性粒细胞会释放一种网状结构 NETs 来捕获并

杀死感染红细胞。此外，文献[5]通过定量数据和有限元模拟的方式验证了 NETs 对健康红细胞造成的破

坏。基于上述实验观察，本文我们建立了一个常微分方程模型来刻画具有 NETs 损伤效应以及 Holling II
型功能反应下疟原虫红细胞内期的动力学，得到了模型平衡点的存在性和稳定性。 

2. 数学建模 

为了得到疟原虫侵染红细胞的动力学，我们定义 ( )x t 为健康红细胞的数量， ( )y t 表示感染红细胞的
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数量， ( )z t 表示免疫效应 NETs 的数量，并建立如下疟疾免疫动力学模型： 

d ,
d
d ,
d 1
d .
d 1

x

y

z

x x axy bxz
t
y yzaxy y
t y
z yz z
t y

µ

βµ
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γ µ
α


= Λ − − −




= − −
+


= −

+

                                (1) 

其中，Λ表示健康红细胞的恒定输入率， xµ 表示健康红细胞的自然死亡率， a 表示疟原虫对红细胞的感

染率， b 表示 NETs 对健康红细胞的清除率， yµ 表示感染红细胞的自然死亡率， β 表示 NETs 捕杀感染

红细胞的能力， γ 表示 NETs 的生成率， zµ 表示 NETs 的分解率，此外，引入新参数α 来刻画疟原虫为

抵抗免疫效应释放 TatD-like DNa se 对 NETs 的降解[6]，1 α 表示的是一个饱和常数，模拟免疫因子的生

长速度是其最大速率的一半[7]。 

3. 动力学分析 

3.1. 系统的非负性和有界性 

定理 1 对任意非负初始值 ( ) ( ) ( )( ) 30 , 0 , 0x y z +∈ ，系统(1)的解对所有 0t > 均为非负的，且最终有

界。 
证明：首先证明解的非负性。假设对任意 0 0x > ，存在最小时间 1 0t > ，使得 ( )1 0x t = ，则有 ( )1x t′ = Λ

恒大于 0，即存在充分小的 0> ，使得 ( ) 0x t < ，其中 ( )1 1,tt t−∈  。又由 1t 是使得 ( ) 0x t = 的最小时间，

由解对初值的连续依赖性，假设不成立。因此，对任意 0 0x > ， ( ) 0x t > 其中 0t > 。特别的，如果 0 0x = ，

显然对任意 0t > ， ( ) 0x t > 恒成立。 

方面，方程
d
d
y
t
可改写为 

d
d 1y
y zx y
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α

 
= − + 
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其解为 
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显然，对任意 0 0y ≥ ， ( ) 0y t ≥ 恒成立。类似的，可以得到，对任意 0 0z ≥ ， ( ) 0z t ≥ 恒成立。 
接着证明解最终有界。定义函数 

V x y zβ
γ

= + + ，                                  (2) 

对(2)式两边关于 t 求导可得 

d
d x y z x y z
V x y z bxz x y z
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令 { }min , , 0x y zm µ µ µ= > ，则 
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从而可得 

( ) ( ) ( ) ( )limsup limsup
t t

V t x t y t
m

tzβ
γ→∞ →∞

 
= + + 



Λ
≤


， 

因此解满足有界性。 

综上所述，系统(1)的正不变集为 ( ), , | , 0, 0, 0x y z x y z x y z
m

β
γ

 Λ
Γ = + + ≤ ≥ ≥ ≥ 

 
。 

3.2. 平衡点的存在性 

我们首先定义基本再生数为 

0
x y

aR
µ µ
Λ

= ， 

并定义阈值 

( )0 1c z

x z

aR µ
µ γ αµ

= +
−

， 

那么关于平衡点的存在性，可以得到以下结论。 
定理 2 

(i) 如果 0 1R < ，模型(1)只存在无病平衡点 0 ,0,0
x

E
µ

 Λ
=  
 

； 

(ii) 如果 0 01 cR R< < ，模型(1)存在无病平衡点 0E 以及边界平衡点 ( )01 , 1 ,0y xE
a

R
a
µ µ 

= − 
 

； 

(iii) 如果 0 0
cR R< ，模型(1)存在无病平衡点 0E 以及边界平衡点 1E 。特别的，如果 zγ αµ> ，令 

( )zK
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γ
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= ， z
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， 

模型(1)存在正平衡点 ( )*
2

* *, ,E x y z= ，其中 
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证明：设 

1 x xf axy bxzµ= Λ − − − ， 

2 1y
yzaxy yf

y
βµ
α

= − −
+

， 

3 1 zf yz z
y

γ µ
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= −
+

， 

为了求系统(1)的平衡点，我们令 1 0f = ， 2 0f = 以及 3 0f = 。当 0y = 时，代入可得系统(1)始终存在无病

平衡点 0 ,0,0
x

E
µ

 Λ
=  
 

。另一方面，如果 0y ≠ 且 0z = ，代入得到如果 0 1R > ，那么系统(1)存在边界平衡

点 ( )1 0, 1 ,0y x

a a
RE

µ µ
= −
 
 
 

。综上所述，(i) (ii)成立，且显然模型(1)存在无病平衡点 0E 以及边界平衡点 1E
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当 0 0
cR R< 。 

下面我们只需证明正平衡点 2E 的存在性。设存在 *x ， *y 和 *z 使得 ( )* * *, , 0i yf x z = ，其中 1,2,3i = 。

首先由 ( )* * *
3 , , 0f x y z = 可得当 zγ αµ> 时， * z

z

y µ
γ αµ

=
−

。接着由 ( )* * *
2 , , 0f x y z = 可得
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* y z

a
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= 。另
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1 , , 0f x y z = 可得 
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x ay bz C bz

a
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µ
+

Λ = + + ⇔ Λ = +                       (3) 

展开整理(3)式得到关于 *z 的一元二次方程 

( ) ( ) ( )2* * 0y yb KCKb z z C aµ µ+ + − Λ =+                           (4) 

显然方程(4)存在唯一的正的 *z 当且仅当 y aCµ < Λ即 0 0
cR R< 。此时 
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综上定理 2 证毕。 

3.3. 平衡点的稳定性 

为了得到平衡点的稳定性，我们首先计算系统(1)的雅可比矩阵 ( )J E 满足： 
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定理 3 关于平衡点的稳定性，我们有如下结论： 
(i) 若 0 1R < ，此时无病平衡点 0E 为渐近稳定的； 
(ii) 若 0 01 cR R< < ，此时无病平衡点 0E 不稳定且边界平衡点 1E 渐近稳定； 
(iii) 若 0 0

cR R< ，此时平衡点 0E 和 1E 都是不稳定的。 
证明：因为在 0E 处的雅可比矩阵 ( )0J E 满足 
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因此，可以得到，如果 0 1R < ，那么 0E 是渐近稳定的；反之，如果 0 1R > ，那么 0E 不稳定。 
进一步，计算可得在 1E 处的雅可比矩阵 ( )1J E 满足 
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因为 ( )1J E 的左上角 2 2× 块的特征多项式为： ( )2
0 0 1 0x x yR Rλ µ λ µ µ+ − =+ ，显然当 0 1R > 时，其对应的

两个特征值 21,λ λ 均有负实部。另一方面， ( )1J E 的另一个特征值为 3 1 z
y

y
γλ µ
α

−
+

= ，进一步取

( )0 1x R
a

y
µ

−= 代入得到
( )
( ) ( )03 01 1
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y R R
y a y

µ γ αµγλ µ
α α

=
−

− −
+ +

= 。因此可得，如果 0 01 cR R< < ，此时 1E 渐

近稳定，反之如果 0 0
cR R< ，此时平衡点 1E 不稳定。定理 3 证毕。 

关于平衡点 *E 的稳定性，首先，由(1)可知，在 ( )* * * *, ,yE zx 处 
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恒成立，因此其雅可比矩阵 ( )*J E 满足 
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其特征多项式为： 
3 2

1 2 3 0P P Pλ λ λ+ + + = ，                                (5) 

其中 
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* *

1 * 2*1

y z
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* * * *

2 * *
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y z y z a x y
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α α
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γβ γ

α α

Λ
= + >

+ +
， 

由 Routh-Hurwitz 判据，(5)所有根具有负实部的充要条件是： 

1 0P > 且 1 2 3 0PP P− > 。                                 (6) 

因此，我们可以得到以下结论。 
定理 4 如果 zγ αµ> ， 0 0

cR R< 且系统(1)在平衡点 2E 处满足(6)，那么正平衡点 2E 渐近稳定。 

4. 讨论 

4.1. 参数估计 

模型(1)共包含 9 个参数：Λ， a ， b ，α ， β ， γ ， xµ ， yµ 和 zµ 。为从数值模拟角度更好地刻画
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模型的动力学性质并避免变量间数量级差异过大带来的数值精度问题，我们对参数Λ， a 和 b 进行了归

一化处理，使无病平衡点处健康红细胞数量为 1000，所有变量数量级保持在 10−3~102 之间。具体来说，

参数取值见表 1： 
 
Table 1. Parameter value table 
表 1. 参数取值表 

参数 基准值 单位 生理范围 参考文献 

Λ  10 归一化 2 × 105 [8] 

a  0.001 归一化 10−4~10−2 [9] 

b  0.002 归一化 10−4~10−2 [5] [10] 

α  0.01 -- 10−4~10−1 [11] 

β  0.8 /天 0.1~2.0 [12] 
γ  0.6 /天 0.1~2.0 [10] [11] 

xµ  0.01 /天 0.005~0.015 [8] 

yµ  0.5 /天 0.3~1.0 [13] 

zµ  0.1 /天 0.05~0.5 [14] 

4.2. 关键参数对疾病严重程度的影响 

基于表 1 所确定的参数体系，本节进一步分析参数 b  (NETs 对健康红细胞的清除率)， γ  (NETs 的
生成率)以及α  (疟原虫免疫逃逸能力)对疾病严重程度的影响。由前文我们已经得到基本再生数和一个阈

值阈值分别为 

0
x y

aR
µ µ
Λ

= ，
( )0 1c z

x z

aR µ
µ γ αµ

= +
−

，                           (7) 

容易看到，基本再生数 0R 不受参数 b 的影响，这意味着 NETs 对健康红细胞的机械性损伤虽然会加剧贫

血等病理过程，但并不直接影响疟原虫的初始传播能力—— bxz− 项刻画的是伴随免疫反应而来的对健康

红细胞的“附带损伤”，这并不是疟原虫传播的必要条件。然而，根据模型(1)， b 的增大会加速健康红

细胞的耗竭，导致严重贫血(重症疟疾的典型临床表现之一)；同时，健康红细胞减少可能会使得疟原虫可

以感染的靶细胞数量的减少，从而在一定程度上抑制疟原虫的进一步增加。 
其次， 0

cR 关于参数 γ 单调递减，因此宿主的 NETs 生成能力越强，系统越容易满足 0 0
cR R> 的条件，

从而进入 NETs 持续存在的高炎症状态。临床上观察到重症疟疾患者血液中 NETs 水平显著高于非重症

患者，与模型预测一致[11] [14]。 
特别值得关注的是参数α 的作用——它刻画了疟原虫通过释放 TatD-like DNase 降解 NETs 的免疫逃

逸能力。由(7)式可知 0
cR 关于参数α 单调递增，意味着疟原虫的 DNase 活性越强，NETs 持续存在所需的

条件越苛刻。当 zα γ µ≥ 时， 0
cR 趋于无穷大， 2E 平衡点完全消失——即免疫逃逸如果足够强，NETs 的

持续激活将不可能发生。这意味着疟原虫的 DNase 表达水平可能决定了感染宿主的疾病严重程度谱系—

—过强的免疫逃逸导致感染无法被有效控制(慢性感染)，而适度的逃逸可能允许 NETs 适度激活，从而实

现疟原虫与宿主的共存。 

4.3. 数值模拟 

我们运用数值模拟的方式来验证本文得到的理论结果：如果 0 1R < ，那么无病平衡点 0E 为全局渐近
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稳定的；如果 0 01 cR R< < ，此时无病平衡点 0E 不稳定且边界平衡点 1E 渐近稳定；如果 0 0
cR R< ， zaγ µ>

且模型(1)满足(6)，那么正平衡点 2E 渐近稳定，此时平衡点 0E 和 1E 均不稳定。我们给出以下三个例子来

验证所得结论。 
例 1 令 10, 0.0004, 0.002, 0.01, 0.8, 0.6, 0.01, 0.5, 0.1x y za b α β γ µ µ µΛ = = = = = = = = = ，计算可得 

0 0.8 1R = < ， 1000xµΛ = 。我们取三组初始值，其中红色曲线表示初始值 0 0 0800, 5, 1x y z= = = 的情况，

蓝色曲线表示初始值 0 0 0900, 3, 2x y z= = = 的情况，绿色曲线表示初始值 0 0 01500, 2, 3x y z= = = 的情况。

根据图 1 可知，此时平衡点 ( )0 1000,0,0E = 为全局渐近稳定的，即宿主在感染疟疾后，可以通过自身的免

疫系统，自行康复。 
 

 
Figure 1. Dynamics of model (1) for 0 1R <  
图 1. 0 1R < 时模型(1)的动力学 

 
例 2 令 10, 0.0008, 0.002, 0.01, 0.8, 1, 0.01, 0.5, 10x y za b α β γ µ µ µΛ = = = = = = = = = ，计算可得 

0 1.6R = ， 0 1.8889cR ≈ ，即 0 01 cR R< < 。我们取三组初始值，其中红色曲线表示初始值 

0 0 0600, 5, 0.5x y z= = = 的情况，蓝色曲线表示初始值 0 0 0650, 10, 0.8x y z= = = 的情况，绿色曲线表示初始

值 0 0 0700, 8, 1.2x y z= = = 的情况。根据图 2 可知，此时平衡点 ( )1 625,7.5,0E = 为全局渐近稳定的，此时

NETs 的数量最终趋向于 0，也就是说，疟原虫分泌的 DNA 酶(TatD-like DNase)能够高效降解中性粒细胞

胞外诱捕网(NETs)，且其降解能力远超中性粒细胞自主死亡所释放的 NETs 免疫因子。这种超强的降解

能力，使得宿主刚产生的免疫因子随即被迅速清除，导致固有免疫应答无法有效激活。最终，宿主依赖
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自身免疫机制难以清除疟原虫，从而促使慢性感染在宿主体内成功建立。 
 

 

Figure 2. Dynamics of model (1) for 0 01 cR R< <  

图 2. 0 01 cR R< < 时模型(1)的动力学 
 

例 3 令 10, 1.5, 0.002, 0.01, 0.8, 0.8, 0.01, 0.5, 10x y za b α β γ µ µ µΛ = = = = = = = = = ，计算可得 

0 3000R = ， 0 2143.8571cR ≈ ，即 0 0
cR R> 。我们取三组初始值，其中红色曲线表示初始值 

0 0 00.44, 13.57, 0.27x y z= = = 的情况，蓝色曲线表示初始值 0 0 00.49, 15, 0.3x y z= = = 的情况，绿色曲线表

示初始值 0 0 00.51, 12.86, 0.3x y z= = = 的情况。根据图 3 可知，此时系统(1)存在一个稳定的正平衡点 

( )2 0.4664,14.2857,0.2852E = ，该动力学特征揭示宿主免疫因子 NETs 未能实现疟原虫的完全清除，致使

疟原虫与 NETs 浓度最终收敛于动态平衡状态，此时对应重症疟疾。NETs 大量产生并持续存在，一方面

清除染虫红细胞(保护性作用)，另一方面通过 bxz− 项大量消耗健康红细胞(病理性损伤)，导致严重贫血、

微循环障碍等临床表现。 
通过上述三个例子，我们从数值模拟的角度验证了本文的理论证明结果，得到了在不同参数条件下，

平衡点的稳定性。本文主要围绕疟原虫入侵红细胞的微观过程展开了相应的动力学研究。此外，疟原虫

感染红细胞后，需在被感染细胞内发育约 48 小时才裂解释放下一代具侵染能力的裂殖子，因此后续可将

这一发育时滞引入红细胞自然死亡项的模型中，以更精确地反映感染进程。另外，气候变化可通过改变

按蚊的分布而影响疟疾传播风险，未来我们将进一步构建耦合气候因素的蚊媒分布模型，探讨其对疟疾
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传播动态的影响。 
 

 

Figure 3. Dynamics of model (1) for 0 0
cR R> , zγ αµ>  

图 3. 0 0
cR R> ， zγ αµ> 时模型(1)的动力学 
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