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摘  要 

本文研究了一类基于指数型标量辅助变量(ESAV)方法的二维不可压缩MHD-Boussinesq方程的一阶

Euler时间离散格式，证明了所提出格式的无条件稳定性，得到了速度、磁场和温度的最优误差估计。最

后，给出了数值例子来证明这些收敛速度。 
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Abstract 
In this paper, we study a first-order Euler finite element time-discrete scheme based on the ex-
ponential scalar auxiliary variable (ESAV) approach for the two-dimensional incompressible 
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magnetohydrodynamics-Boussinesq equations. The unconditional stability of the proposed scheme 
is proved. Then we obtain optimal error estimates for the velocity, magnetic field and temperature. 
Finally, numerical examples are provided to demonstrate these convergence rates. 
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1. 引言 

在本文中，我们研究的是在二维区域 ( ]0,TΩ× 中变粘度，电导率和热扩散系数的二维不可压缩

MHD-Boussinesq(magnetohydrodynamics-Boussinesq)方程，如下： 

( ) ( )( ) ( ) 2c ,urlt D pν θ θ∂ −∇ ⋅ + ⋅∇ +∇ + × = +u u u B eu fB                   (1.1) 

( )( ) ( )curl ,curl curlt κ θ∂ + − × =B B u B g                         (1.2) 

( )( ) 2 ,t uθ σ θ θ θ ε ψ∂ −∇⋅ ∇ + ⋅∇ = +u                           (1.3) 

0, 0,∇⋅ = ∇ ⋅ =u B                                   (1.4) 

初值条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,0 , ,0 , ,0 , in ,x x x x x xθ θ= = = Ωu u B B                   (1.5) 

边界条件： 

( ], 0, 0, curl , on 0, ,Tθ= = ⋅ = × = ∂Ω×u B n n B0 0                     (1.6) 

其中， 0T > ， 2Ω⊂  为有界凸域，且 ∂Ω是Ω 的光滑边界， n表示在 Ω∂ 上的单位外法向量。未知变量 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,x t p x t x t x tθu B 分别表示速度场，压力，磁场和温度， ( ) ( )( )T1
2

D = ∇ + ∇u u u 是形变张量， 

粘度 ( )ν θ ，电导率 ( )κ θ 和热扩散系数 ( )σ θ 是依赖于温度的正函数，ε ∈为常数，且 ( )T
2 0,1=e 为单位

向量。 2θe 这一项表示浮力，给出的函数 f ， g 和ψ 分别是对于磁感应、热源和施加电流的体积力，其中

0∇⋅ =g 。(1.1)~(1.4)中的向量积和旋度算子由下式给出： 

( )1 2 2 1 2 1, , ,u B u B r rB rB× = − × = −u B B  

2 1curl , curl , ,B B r rr
x y y x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

B  

其中 ( )1 2,u u=u ， ( )1 2,B B=B ， r 是标量函数。 
该方程是由流体力学中的Navier-Stokes方程和电磁学中的Maxwell方程耦合的MHD方程通过Bous-

sinesq 近似与热方程耦合而成，其中粘度ν 、电导率κ 和热扩散系数σ 依赖于温度。此系统与 Rayleigh–
Bénard 对流密切相关，这种对流发生在从底部加热的水平导电流体层中，并且存在磁场，详见[1]-[3]。
该方程在物理、工程技术及大气科学和海洋湍流方面具有广泛的应用，如天体物理学和地球物理学[4]、

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510403
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


康妍，李媛 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.1510403 139 应用数学进展 
 

铝电解槽液态金属[5]-[7]、金属的电磁铸件[8]、传感器[9]、飞行器[10]等领域，是国内外科研工作者广

泛关注的热点问题之一。 
近年来，SAV (Scalar Auxiliary Variable)有限元方法因其高效性和灵活性而受到广泛关注，它是由

Shen 及其合作者[11] [12]针对梯度流问题开发的一种数值方法，核心思想是引入一个标量辅助变量 ( )r t

来改写原始的能量泛函，从而将非线性项转化为二次型形式[13]。SAV 格式有着无条件满足能量耗散定

律，能够实现常系数方程的解耦求解，以及能够构造出二阶及更高精度的数值方案等优点，基于这些优

势，学者们将其推广至 Navier-Stokes 方程和磁流体方程等重要流体模型。Lin 等在[14]中提出了不可压 

缩 Navier-Stokes 方程的无条件 IMEX 格式，引入含固定常数 0 0C > 的标量函数 ( ) ( ) 2

2
0

1
2 L

J t u t C= + ， 

该格式在每个时间步长只需要解耦求解两个广义的 Stokes 问题，且满足离散能量不等式。随后，Zhang
在[15]中给出了二维 Navier-Stokes 方程的 IMEX-SAV 格式的有限元逼近和误差分析。然而，传统 SAV
方法以辅助变量与速度场隐式耦合，导致每一时间步长仍需迭代求解一个关于辅助变量的代数方程。为

了克服这一缺陷，Li 等在[16]中提出了新的指数型 SAV 压力校正半离散 IMEX 格式，其利用标量指数函

数将辅助变量构造为 ( ) e tJ t −= ，证明了该方案的无条件稳定性，并给出了时间误差分析。[17]也应用了

该辅助函数，在二维空间中将不可压缩的 Navier-Stokes 方程解耦转化为两个广义 stokes 常系数方程和一

个含有辅助变量的线性代数方程，从而简化了求解过程。 
本文考虑具有变系数的二维不可压缩磁流体动力学方程组和热对流扩散方程所耦合 MHD-Bous-

sinesq 方程组，提出了一种 ESAV 一阶 Euler有限元时间离散格式，理论证明了该格式的无条件稳定性，

给出了误差估计的主要结果并进行了严格的误差分析，最后给出了数值算例。 
在本文中，符号C 用于表示正常数，它与时间步长τ 无关，并且在不同的地方可以不同。 

2. 预备知识 

我们使用粗体符号 ( )k ΩH 、 ( ), ΩW k p
和 ( )ΩLp

表示向量值空间 ( )2kH Ω 、 ( )2,k pW Ω 和 ( )2pL Ω ，其

中 Sobolev 空间和 Lebesgue 空间 ( )kH Ω 、 ( ),k pW Ω 和 ( )pL Ω 按照经典方式定义(参见文献[5])，其范数 
分别记为 kH⋅ 、 ,k pW⋅ 和 pL⋅ 。空间 ( )1

0H Ω 中的函数在边界 ∂Ω上迹为 0。 ( )1H − Ω 是 ( )1
0H Ω 的对偶空 

间，其范数记为 1H −⋅ 。此外，我们用 ,⋅ ⋅ 来表示 ( ) ( )1 1
0H H− Ω × Ω 的对偶积。 

定义空间： 

( ) { }1
0 0, , 0 in ,= Ω = ∈ ∇⋅ = ΩX H X v X v  

( ){ } { }1
0, 0 on , , 0 i n ,= ∈ Ω ⋅ = ∂Ω = ∈ ∇⋅ = ΩB H B nW W B W B  

( ) ( ){ } ( )2 2 1
0 0, 0 , .M L q L qdx Y H

Ω
= Ω = ∈ Ω = = Ω∫  

范数定义为： 
2 2 2, , ,L M L Y Lq q θ θ∇ = = ∇=Xv v  

2 2
2 2 2curl .L L= + ∇⋅WB B B  

根据 Korn’s 不等式，对∀ ∈v X ， ( ) 2L
D v 与范数 2L∇v 等价。则有 

( )2 2 .L L
C D∇ ≤v v  

由 Poincaré 不等式和 Sobolev 嵌入定理得 

( ) 2 , , 1 ,pL L
C D p≤ ∀ ∈ ≤ < +∞v v v X                          (2.1) 
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2 , , 1 .pL LC Y pϕ ϕ ϕ≤ ∇ ∀ ∈ ≤ < +∞                             (2.2) 

根据 Agmon 不等式和插值不等式，有 

( )2 2 2 14
1 2 1 2 1 2 1 2 2|, , ,L L H L HL

C C∞ ≤ ≤ ∀ ∈ Ω ∩v v v v v v v H X                   (2.3) 

( )2 2 4 2 1
1 2 1 2 1 2 1 2 2, , .L L H L L HC C H Yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∞ ≤ ≤ ∀ ∈ Ω ∩                  (2.4) 

此外，回顾[18]中的如下不等式： 

( )2 2 2 2
1curl , , .L L L LC C≤ ∇ ∇⋅ ≤ ∇ ∀ ∈ Ωv v v Hv v                     (2.5) 

对于凸域Ω，有(参见[18]) 

( )1 2 2cur , ,lH L LC≤ + ∇⋅ ∀ ∈B B B B W                            (2.6) 

则 

1 2 0curl , .H LC≤ ∀ ∈B B B W                                (2.7) 

这意味着对任意的 0∈B W ， 2curl LB 是 1HB 的等价形式，即存在某个 0C > ，使得 

2 1 2 0
1 curl curl , .L H LC C− ≤ ∈≤ ∀B B B B W                           (2.8) 

对于 , , ∈u v w X 和 , Yθ ϕ∈ ，定义三线性形式： 

( ) ( )1 , , d ,b x
Ω

= ⋅∇ ⋅∫u v w u v w  

( )2 , , d .b xθ ϕ θϕ
Ω

= ⋅∇∫u u  

利用分部积分很容易验证上述三重线性形式满足以下反对称性质，即： 

( ) ( ) ( )1
1 1 0 0, , , , , , , , ,b b= − ∀ ∈ ∈ Ωu v w u v w u X v w H                      (2.9) 

( ) ( ) ( )1
2 2 0 0, , , , , , , ,b b Hθ ϕ ϕ θ θ ϕ= − ∀ ∈ ∈ Ωu u u X                    (2.10) 

从而有 

( ) ( )1 2, , , , 0.b b θ θ= =u v v u                                (2.11) 

由可得 

( ) 2 2 2 2
1 2 1 2

1 ,, , L L L Lb C≤ ∇ ∇ ∇u u vu v w w                          (2.12) 

( ) 2 2 2 2
1 2 1 2

2 , ., L L L Lb Cθ ϕ θ ϕ≤ ∇ ∇ ∇u u u                          (2.13) 

接下来我们做出以下假设： 
假设 1：初始值满足 

( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 0, , .Y Hθ∈ ∩ Ω ∈ ∩ Ω ∈ ∩ Ωu X H B W H                  (2.14) 

假设 2：粘性系数 ( )υ θ ，电导率 ( )κ θ 和热扩散率 ( )σ θ 是三个光滑函数且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,   , , , ,,    z z Rz z zz zα υ α υ κ σκ σ β− ′ ′ ′≤ ≤ ≤ ∀ ∈               (2.15) 

其中常数 1α ≥ ， 0β ≥ 。 
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假设 3：MHD-Boussinesq 方程组(1.1)~(1.4)存在唯一全局光滑解，且满足以下正则性条件： 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

2 2 3

2 2 3

2 2 1

2 2 1
0

2 1 2 1

, 0, ; 0, ; ,

0, ; 0, ; ,

, 0, ; 0, ; ,

0, ; 0, ; ,

, 0, ; , 0, ; .

t t

t

tt tt tt

L T L T

L T H L T H

L T L T

L T L L T H

L T L T H

θ

θ

θ

∞

∞

∞

∞

− −

∈ Ω ∩ Ω

∈ Ω ∩ Ω

∈ Ω ∩ Ω

∈ Ω ∩ Ω

∈ Ω ∈ Ω

u B H H

u B L H

u B H

                     (2.16) 

注 2.1 在条件(2.14)及 ( ) ( ) ( ) 1, ,z z zυ κ σ α −≥ 的前提下，[19]已证明当 0= =f g 且 0ψ = 时，MHD-
Boussinesq 系统(1.1)~(1.4)满足正则性条件(2.16)。因此，我们要求 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 1, 0, ; 0, ;L T L T∞∈ Ω ∩ Ωf g L H 且 ( )( ) ( )( )2 2 10, ; 0, ;L T L L T Hψ ∞∈ Ω ∩ Ω 以确保 (2.16)成立。另

外，该正则性是一个较强的正则性假设，这是因为在误差估计的证明过程中，需要用来控制 , , θ∇ ∇ ∇u B
的最大模，需用到解的 3H 正则性。当粘度 ( )υ θ ，电导率 ( )κ θ 和热扩散系数 ( )σ θ 均为正常数时，此时

可仅考虑弱的 2H 正则性假设。 

3. 一阶欧拉 IMEX-ESAV 有限元格式 

在本节中，我们将提出一种一阶欧拉 IMEX-ESAV有限元格式，用于逼近方程(1.1)~(1.4)，并证明该

数值方法的无条件稳定性，给出误差估计的主要结果。 
我们引入了标量指数函数 

( ) e tJ t −=                                     (3.1) 

则方程(1.1)~(1.4)可被改写为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2curl ,

e et t t

J t J t
D pν θ θ− −∂ −∇ ⋅ + ⋅∇ +∇ + × = +u u u u B B e f            (3.2) 

( )( ) ( ) ( )curl curl curl ,
et t

J t
κ θ −∂ + − × =B B u B g                     (3.3) 

( )( ) ( )
2 ,

et t

J t
uθ σ θ θ θ ε ψ−∂ −∇ ⋅ ∇ + ⋅∇ = +u                       (3.4) 

0, 0,∇⋅ = ∇ ⋅ =u B                                   (3.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2
d 1 , , , , curl , curl , ,

d e t

J t
J t b b

t
θ θ−+ = + + × − ×u u u u B B u u B B          (3.6) 

其中 ( ) ( )1 2, , , , 0b b θ θ= =u u u u 。令 0 10 Nt t t T= < < < = 为时间区间[ ]0,T 的均匀划分，时间步长
T
N

τ = ，

且 nt nτ= 。对于0 n N≤ ≤ ，任意函数 ( )q t ，函数序列{ }
0

Nn

n
q

=
，记 

1
1 , 0 .

n n
n q qD q n Nτ τ

+
+ −
= ≤ ≤  

基于上述记号，我们提出以下适用于 0 1n N≤ ≤ − 的一阶欧拉 IMEX-ESAV 时间离散格式。 
设 0 0 0 0

0 0 0 0, , , 1J Jθ θ= = = = =u u B B ，已知 ( ), , ,n n n nJθu B ，我们通过以下方程求解 

( )1 1 1 1 1, , , ,n n n n np Jθ+ + + + +u B ： 
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( ) ( )( ) ( )( )1

1
1 1 1 1

2curl ,
e n

n
n n n n n n n n n n

t
JD D pτ ν θ θ

+

+
+ + + +

−−∇ ⋅ + ⋅∇ + × +∇ = +u u u u B B e f         (3.7) 

( )( ) ( )( ) ( )
1

1
1 1 1 1curl curl curl ,

e n

n
n n n n n n n n

t
JDτ κ θ κ θ

+

+
+ + + +

−+ +∇ ∇⋅ − × =B B B u B g           (3.8) 

1 10, 0,n n+ +∇ ⋅ = ∇ ⋅ =u B                                 (3.9) 

( )( ) 1

1
1 1 1

2 ,
e n

n
n n n n n n n

t
JD uτθ σ θ θ θ ε ψ

+

+
+ + +

−−∇ ⋅ ∇ + ⋅∇ = +u                    (3.10) 

( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

1

1

1 1 1 1
1 2

1 1

1 , , , ,
e

1 curl , curl , .
e

n

n

n n n n n n n n
t

n n n n n n
t

D J J b bτ θ θ
+

+

+ + + +
−

+ +
−

+ = +

+ × − ×

u u u u

B B u u B B
               (3.11) 

下面我们来说明为什么这个时间离散格式是一种 IMEX 格式。与[16]类似，我们记 11 1e ntn nS J++ += ，并

设 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

ˆˆ

ˆ

,

.ˆ
,

,

n n n n n n n n

n n n n n n n n

S S

S p p S pθ θ θ

+ + + + + + + +

+ + + + + + + +

= + = +

= + = +

u u u B B B







                      (3.12) 

将(3.12)代入时间离散格式(3.7)~(3.11)，其中 1 1 1 1 1 1 1 1, ; , ; , ˆˆ ˆ; ,ˆn n n n n n n np pθ θ+ + + + + + + +u u B B 

  满足： 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

1
1 1 1

2

1
1 1

1 1 1 1

,

curl ,

0, 0; 0

ˆ ˆ ˆ

ˆ ,ˆ, 0

n n
n n n n n

n
n n n n n n n

n n n n

D p

D p

ν θ θ
τ τ

ν θ
τ

+
+ + +

+
+ +

+ + + +

∂Ω ∂Ω


−∇ ⋅ +∇ = + +


 −∇ ⋅ +∇ = − ⋅∇ − ×

∇ ⋅ = ∇ ⋅ = = =

u uu e f

u u u u B B

u u u u



 

 

 

( )( )

( )( ) ( )

1
1 1

1
1

1 1 1 1

1 1

curl curl ,

curl curl curl ,

0, 0; 0, 0,

curl 0, curl 0,

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

n n
n n n

n
n n n n

n n n n

n n

κ θ
τ τ

κ θ
τ

+
+ +

+
+

+ + + +

∂Ω ∂Ω

+ +

∂Ω ∂Ω


+ = +




+ = ×


∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ⋅ = ⋅ =


× = × =

B BB g

B B u B

B B B n B n

n B n B





 



 

( )( )

( )( )

1
1 1

2

1
1

ˆ

,

.ˆ

n n
n n n n

n
n n n n

uθ θσ θ θ ε ψ
τ τ

θ σ θ θ θ
τ

+
+ +

+
+


−∇ ⋅ ∇ = + +


 −∇ ⋅ ∇ = − ⋅∇

u





 

解出 1 1 1 1 1 1, ; , ; , ˆˆˆn n n n n nθ θ+ + + + + +u u B B 

 后，我们可以通过下列公式求解 1nS + ： 
1 1

1

2
1 1

2
2

e e ,
1 e

n n

n

t tn
n

t
J AS

A
τ

τ τ

+ +

+

+ +
=

+ −
 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 1 2, , , , curl , curl , ,n n n n n n n n n n n nA b b θ θ+ + + += + + × − ×u u u u B B u u B B 

   
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
2 1 2, , , , curl , cur , ˆˆ l ,ˆˆn n n n n n n n n n n nA b b θ θ+ + + += + + × − ×u u u u B B u u B B  

因此可得 1 1 1 1, , ,n n n npθ+ + + +u B 。 
为了证明上述时间离散格式的无条件稳定性，我们先回顾一下[20]中建立的离散 Gronwall 不等式。 
引理 3.1 设 , ,k k ka b γ 为非负数， 0B > ，使得当 1n ≥ 时有 

1 1
,

n n

n k k k
k k

a b a Bτ τ γ
= =

+ ≤ +∑ ∑                                 (3.13) 

则当τ 足够小满足 1τγ <k 且令 ( ) 11σ τγ −= −k k 时，对 1≥n 成立 

1 1
exp .

n n

n k k k
k k

a b Bτ τ γ σ
= =

 + ≤  
 

∑ ∑                               (3.14) 

注释 3.1 如果(3.13)中右边的第一项和仅延伸到 1n − ，则估计式(3.14)对所有 0τ > 且 1kσ = 成立。 
下一个引理说明了数值格式的无条件稳定性，其离散能量估计意味着数值解的存在性和唯一性。 
引理 3.2 当 0 1n N≤ ≤ − 且τ 足够小时，在假设 2 的条件下有 

( )

( )
( )

2 2 2

22

2 2 2

2 2 2

2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 21 1 1 1 1

0

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 21 1 1

0

0
2

,

n n n n
L L L

n
i i i i

LLi

L L L

n
i i i

L L Li

n

i

J

D J

C J

C

θ

α τ θ τ

θ

τ ψ

+ + + +

− + +

=

+ +

=

+ + +

=

  
 

+ + +

+ + + ∇ +

≤ + + +

+ + +

∑ ∑

∑

W

u

u

g

B

B

B

u

f

                    (3.15) 

其中 1 1 1 1, , ,n n n nJθ+ + + +u B 是通过(3.7)~(3.11)定义的数值解。 

证明。将(3.7)与 12 nτ +u 作内积，并利用 ( ) ( )2 2 21,
2

a b a a b a b− = − + − ，Hölder 不等式和 Young 不

等式可得 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

1

2 22

22 2 21 1 1 1

1
1 1

1

1 1 1
2

2 2 21 1 1

2

2 , , curl ,
e

2 , 2 ,

,

n

n n n n n
L L L L

n
n n n n n n

t

n n n n

n n n
L LL

D

J b

D C

α τ

τ

τ θ τ

α τ τ θ

+

+ + − +

+
+ +

−

+ + +

− + +

− + − +

+ + ×

≤ +

≤ + +

u u u u u

u f

u u u B B u

e u f u
                       (3.16) 

作(3.8)与 12 nτ +B 的内积，有 

( )( )
( )

2 2 2 1

2

12 2 2 21 1 1 1 1

2 21 1 1 1 1

2 2 curl ,
e

2 , ,

n

n
n n n n n n n n

tL L L

n n n n
L

J

C

α τ τ

τ α τ τ

+

+
+ + − + +

−

+ + − + +

− + − + − ×

≤ ≤ +

W

W

B B B B B

B

u B

B g

B

g
           (3.17) 

其中 2 2 2

2 2 2 21 1 1 1curl curln n n n
L L L

+ + + += + ∇ ⋅ =
W

B B B B 。同理，作(3.9)与 12 nτθ + 的内积，有 

( )

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 1

2 2 2

12 2 2 21 1 1 1 1
2

2 2 21 1 1 1 1 1
2

2 2 , ,
e

2 , 2 , ,

n

n
n n n n n n n n

tL L L L

n n n n n n n
L L L

J b

u C

θ θ θ θ α τ θ τ θ θ

τ ε θ τ ψ θ α τ θ τ ψ

+

+
+ + − + +

−

+ + + − + +

− + − + ∇ +

≤ + ≤ ∇ + +u

u
             (3.18) 
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将(3.11)与 12 nJτ + 相乘得 

( ) ( )(
( ) ( )( ))

1

2 2 2 21 1 1

1
1 1

1 2

1 1

2

2 , , , ,
e

curl , curl , .

n

n n n n n

n
n n n n n n

t

n n n n n n

J J J J J

J b b

τ

τ θ θ
+

+ + +

+
+ +

−

+ +

− + − +

= +

+ × − ×

u u u u

B B u u B B









                        (3.19) 

将(3.16)~(3.19)相加并求和，我们有 

( )

( )
( )

2 2 2

22

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 21 1 1 1 1

0

2 22 2 2 2
0 0 0 0

0

2 2 21 1 1

0

0
2

,

n

i

n n n n
L L L

n
i i i i

LLi
n

i i
L L L L Li

n
i i i

L L Li

J

D J

J C

C

θ

α τ θ τ

θ τ θ

τ ψ

+ + + +

− + + + +

=

+

=

=

=

+ +

+ + +

 + + + ∇ + 
 

≤ + + + + +

+ + +

∑

∑

∑

∑

W

u B

u

u

B

B u

gf

                   (3.20) 

根据引理 3.1 的离散 Gronwall 不等式，我们可以得到离散能量不等式，引理 3.2 得证。 
本文的主要结果由以下定理给出，其证明将在第四节中给出。 
定理 3.1 假设条件(2.14)~(2.16)成立，则存在足够小的 0 0τ > ，使得当 0τ τ< 时有 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1

1 1 1 ,m m m
m m mL L L

t t t Cθ θ τ+ + +
+ + +− + − + − ≤u u B B                   (3.21) 

( )( ) ( ) ( )( )2 2

2 221 1 1 2
1 1 1

0

m
i i i

i i iL Li
D t t t Cτ θ θ τ+ + +

+ + +
=

 − + − + ∇ − ≤ 
 ∑ W

u u B B             (3.22) 

对于 0 1m N≤ ≤ − 成立，其中 0C > 不依赖于τ 。 

4. 误差分析 

在本节中，我们将给出关于速度 u，磁场 B 和温度θ 在 2L -范数和 1H -范数下的最优误差估计的主要

结果。 
对于 0 1n N≤ ≤ − ，引入以下误差分解： 

( )
( )
( )
( )
( )

1 1
1

1 1
1

1 1
1

1 1
1

1 1
1

,
,
,
,
.

n n
n

n n
n

n n
p n
n n

n
n n
J n

e t
e t
e p p t
e t
e J J t
θ θ θ

+ +
+

+ +
+

+ +
+

+ +
+

+ +
+

 = −


= − = −
 = −
 = −

u

B

u u
B B

                                  (4.1) 

此外，记 
0 0 00, 0.e e eθ= = =u B                                    (4.2) 

定理 4.1 假设条件(2.14)~(2.15)和正则性假设(2.16)成立，那么存在充分小的 0 0τ > ，使得当 0τ τ<
时，有如下的估计成立： 

( )
2 2 2

22

2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 21 1 1 1 1 2 2
0

0 0
,

m m m m
JL L L

m m
i i i i

JLLi i

e e e e

D e e e e C

θ

θα τ τ τ

+ + + +

− + + + +

= =

+ + +

 + + + ∇ + ≤ 
 ∑ ∑

u B

u B W

                (4.3) 
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其中 0C 是与τ 无关的常数。 
证明：设 1 1 1 1, , ,n n n n

JR R R Rθ
+ + + +

u B 为定义如下的截断误差： 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

1 11
2

1 d ,n

n

tn n nn
nt

t t t
R t t t

t tτ τ
++ ++ ∂ − ∂

= − = −
∂ ∂∫u

u u u u                     (4.4) 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

1 11
2

1 d ,n

n

tn n nn
nt

t t t
R t t t

t tτ τ
++ ++ ∂ − ∂

= − = −
∂ ∂∫B

B B B B                    (4.5) 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

1 11
2

1 d ,n

n

tn n nn
nt

t t t
R t t t

t tθ

θ θ θ θ
τ τ

++ ++ ∂ − ∂
= − = −

∂ ∂∫                     (4.6) 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

1 11
2

1 d ,n

n

tn n nn
J nt

J t J t J t JR t t t
t tτ τ

++ ++ ∂ − ∂
= − = −

∂ ∂∫                     (4.7) 

在(3.2)~(3.6)式中取 1nt t += ，并从(3.7)~(3.11)中减去，我们可以得到以下误差方程： 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )(
( )( ) ( ) ( ) ( )) ( )( )

1

1

1
1 1 1

11
1 1

1 1 1 1 1 2

curl
e

e
curl curl ,

n

n

n
n n n n n n n nJ

p t

nn n n n
n n t

n n n
n n n n n

eD e D e e

J t
R t D t

t t t t t

τ ν θ

ν θ ν θ

θ θ

+

+

+
+ + +

−

++
+ + −

+ + + + +

−∇ ⋅ +∇ + ⋅∇ + ×

= +∇⋅ − − ⋅∇

− ⋅∇ + × − × + −

u u

u

u u B B

u u u

u u B B B B e

          (4.8) 

( )( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1

1

1
1 1

1
1 1

1
1 1

curl curl curl
e

curl curl

curl curl ,
e

n

n

n
n n n n nJ

t

n n
n n

n n n
n nt

eD e e

R t t

J t
t t

τ κ θ

κ θ κ θ

+

+

+
+ +

−

+
+ +

+
+ +−

+ − ×

= − −

+ × − ×

B B

B

u B

B

u B u B

                    (4.9) 

( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1

1

1
1 1

1
1 1

1
1 1 2 2 1

e

,
e

n

n

n
n n n n nJ

t

n n
n n

n n n n
n n nt

eD e e

R t t

J t
t t u u t

τ θ θ

θ

σ θ θ

σ θ σ θ θ

θ θ ε

+

+

+
+ +

−

+
+ +

+
+ + +−

−∇ ⋅ ∇ + ⋅∇

= +∇⋅ − ∇

− ⋅∇ − ⋅∇ + −

u

u u

                (4.10) 

( )( ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ))

1

1 1 1 1
1 1 1 1 1

1
2 2 1 1 1

1
1 1 1

1
1 1 1

1 , , , ,?
e
, , , ,

curl , curl ,

curl , curl , .

n

n n n n n n
J J J n n nt

n n n
n n n

n n n
n n n

n n n
n n n

D e e R b b t t t

b b t t t

t t t

t t t

τ

θ θ θ θ

+

+ + + +
+ + +−

+
+ + +

+
+ + +

+
+ + +

+ = + −

+ −

+ × − ×

+ × − ×

u u u u u u

u u

B B u B B u

u B B u B B

           (4.11) 

我们假设当 1m n= − 时(4.3)成立(1 1n N≤ ≤ − )，即： 

( )
2 2 2

22

2 2 2 2

1 2 2 2 21 1 1 1 1
1

0

2 2
0

0
.

n n n n
JL L L

nn
i i i i

JLLi i

e e e e

e e e e CD

θ

θα τ τ τ
−

− + + +
−

=

+

=

+ + +

+ + + 


+ ≤∇
∑ ∑

u B

u B W

               (4.12) 

因此可以得到 
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2 1 12 2

2 2 2 2 2 22 2 2
0 0, ,n n n n n n

L L L H H
e e e C e e e Cθ θτ α τ+ + ≤ + + ≤u B u B W

 

于是存在充分小的 1τ τ< 使得 2 1 1

2 2 2 2
, , , 1

H
n n n n

L H
e e e e ≤BWB u B ，从而可以推出 

( ) ( )11 1

2 2 2 22 2
, .n n n n

n nHH H
e t C e t C≤ + ≤ ≤ + ≤u B WW W

u u B B               (4.13) 

第一步：估计 1ne +
u  

取(4.8)与 1ne +
u 的内积，可以得到 

( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( )( )( )

2 2 2

2

1

2 2 21 1
21 1

1
1 1

1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 1

1
1 2 1

2 2

, , curl ,
e

, , , , ,

curl , curl ,

,

n

n n n n
nL L L

L

n
n n n n n nJ

t

n n n n n n
n n

n n n n
n n

n n n
n n

e e e e
e

e b e e

R e b t t e b e

t t e e

t e t

D

D

α
τ τ

θ θ ν θ ν θ

+

+ +
− +

+
+ +

−

+ + + +
+ +

+ +
+ +

+
+ +

− −
+ +

+ + ×

≤ + −

+ × − ×

+ − + −

u u u u
u

u u

u u u u

u u

u

u u B B

u u u u

B B B B

e u ( )( ) ( )( )1
1 , .n

nt D e +
+ u

            (4.14) 

我们将按如下方式估计(4.14)右边的项。容易看到 

( ) ( ) 1
12

2 21 1 11, d ,
18

n

n

tn n n
tt HtL

R e D e C tτ
α

+
−

+ + +≤ + ∫u u u u                      (4.15) 

且 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

1 1
1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1

, , , ,

, , , , .

n n n n
n n

n n n n n
n n n

b t t e b e

b t t e b t e

+ +
+ +

+ +
+ + +

−

= − + −

u u

u u

u u u u

u u u u u u
                 (4.16) 

首先估计(4.16)右边的第一项，根据 Hölder 不等式可得： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
22 2

1
222

1
1 1 1

1
1 1

2 2 21

, ,

1 d .
18

n

n

n n
n n

n n
n n HL L

tn n
t LtLL

b t t e

C t t D e

D e C e C tτ
α

+

+
+ +

+
+ +

+

−

≤ −

≤ + + ∫

u

u u

uu u u

u u u

u

                      (4.17) 

接着估计(4.16)右边的第二项，由(2.3)，(2.9)和(4.13)可得 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

11 42 2

2 22

1
21 22 1

2 1 2

1
1 1

1 1 1
1 1 1 1

21 1
1

1

1

1

, ,

, , , , , ,

d

1
1

n

n

n n n
n

n n n n n n n
n n n

n n n n
n n HH LL L

n n
n H LL

tn n n
t n HtH LL H

n n n
L H L

b t e

b t t e b e e e b t e e

C t t D e C e D e

C t D e e

C D e t e t

C e e D e

+

+
+

+ + +
+

+ +
+

+

+

+

−

= −

  
 

− −

≤ − +

+

≤ +

+

≤

∫

u u u

u u

u u

u u

u

u u u

u

u u u

u u

u u u

u u u u

u

u

u u u

( ) 1
122

2 2 21| d .
8

n

n

tn n
t HtLL

D e C e C tτ
α

++ + + ∫u u u

             (4.18) 

对于(4.14)右边的第四和第五项，我们有 
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( ) ( )( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( )( )( )

1 1
1 1

1 1
1 1 1

curl , curl ,

curl , curl , .

n n n n
n n

n n n n n
n n n

t t e e

t e t t e

+ +
+ +

+ +
+ + +

× − ×

= − × + × −

u u

u u

B B B B

B B B B B B
            (4.19) 

(4.19)右边的第一项可被改写为 

( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

1
1

1 1 1
1

curl ,

curl , curl , curl , .

n n n
n

n n n n n n n
n n n

t e

e e e e t e t t e

+
+

+ + +
+

− ×

= × + × + − ×

u

B B u B u u

B B B

B B B B
         (4.20) 

利用等式 ( ) ( ) 21curl
2

× = ⋅∇ − ∇v v v v v ，(4.20)右边第一项的估计如下： 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( )

4 2

1 22

22

21 1 1

2 1

2 2 21

2 21

1curl , , ,
2

1
18

1 .
18

n n n n n n n n

n n
L L

n n n
H LL

n n
LL

e e e e e e e e

C e D e

D e C e e

D e C e

α

α

+ + +

+

+

+

× = ⋅∇ − ∇

≤

≤ +

≤ +

B u

B B u B B u

u B

B u

u B B

                    (4.21) 

对于(4.20)右边第二项的估计，通过等式 ( ) ( ) ( )curl × = ⋅∇ − ⋅∇v w w v v w 和分部积分，可以得到 

( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )
2 22

22

1 1

1 1

1 1

1

2 21

curl , , curl

curl , ,

, ,

1
18

.

n n n n
n n

n n n n
n n

n n n n
n n

n n
n H LL

n n
LL

e t e t e e

t e e e t e

e t e t e e

C D e t e

D e C e
α

+ +

+ +

+ +

+

+

× = ×

= × + × ×

= ⋅∇ − ⋅∇

≤

≤ +

B u u B

u B B u

u B

u B

u

u B

B

B B

B n B

B B

B

              (4.22) 

再根据(4.13)，以及与(4.22)类似的方法，有 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )

1
112

1
12

1 1 1
1 1

2 2 21

2 21

curl , ,

1 d
18

1 d .
18

n

n

n

n

n n n n n n
n n n n

tn n
t HtHL

tn
t HtL

t t e e e t t

D e C t

D e C t

τ
α

τ
α

+

+

+ + +
+ +

+

+

− × = − ⋅∇ + ⋅∇ −

≤ +

≤ +

∫

∫

u

u u u

u

B B

B

B

B B B B B B

        (4.23) 

那么(4.19)右边第二项的估计为 

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 22

1
222

1
1 1

1
1 1

2 2 21

curl ,

1 d .
18

n

n

n n
n n

n n
n n n nH LL

tn n
t LtLL

t t e

C e t t t t

e C e C t

D

D τ
α

+

+
+ +

+
+ +

+

× −

≤ − + −

≤ + + ∫

u

u

u B

B B B

B B B B B

B

                  (4.24) 

此外，(4.14)右边最后两项的估计为 

( )( )( ) ( ) 1
222

2 2 21 1
1 2

1, d ,
18

n

n

tn n n n
n t LtLL

t e D e C e C tθθ θ τ θ
α

++ +
+− ≤ + + ∫u ue                 (4.25) 
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和 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
13 22 2 2

1
13 22

1
1 1

1
1 1 1

1 1
1 1

2 22 21
1

,

,

d

1 d ,
18

n

n

n

n

n n
n n

n n
n n

tn n n
n n t HH H tL L L

tn n
n t HH tLL

t D t D e

t D t D e

C e t e C tD e t

e C t e C t

D

D

θ

θ

ν θ ν θ

ν ξ θ θ

θ

τ θ
α

+

+

+
+ +

+
+ +

+ +
+ +

+
+

−

′= −

≤ +

≤ + +

∫

∫

u

u

u u

u

u

u

u u

u

              (4.26) 

这里是根据假设 2 中的条件(2.15)和拉格朗日中值定理得到的，其中 1ξ 在 nθ 与 ( )1ntθ + 之间。 
将(4.15)~(4.26)代入到(4.14)中，我们可以得到 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

2 2 2

2

1

32 2 2

1
1 1 1 1

2 2 21 1
21

1
1 1

1

2 2 22
1

2 2 2 2

1
2 2 2

, , curl ,
e

1

d ,

n

n

n

n n n n
nL L L

L

n
n n n n n nJ

t

n n n
n HL L L

t
t tt t tH H H Ht

e e e e
D e

e b e e

C e e C t e

C t

θ

τ τ α

τ θ

+

+
−

+ +
+

+
+ +

−

+

− −
+ +

+ + ×

≤ + + +

+ + + +∫

u u u u
u

u u

u B

u u B B

u

u u B

                        (4.27) 

其中 1τ τ< 充分小。 
第二步：估计 1ne +

B  
作(4.9)与 1ne +

B 的内积，我们得到 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )( )

2 2 2

1

2 2 21 1 121 1 1

1 1 1 1
1 1

1
1 1

curl ,
2 2 e
, curl , curl ,

curl curl , .

n

n n n n n
n n n nJL L L

t

n n n n n n
n n

n n
n n

e e e e ee e

R e e t t e

t t e

α
τ τ

κ θ κ θ

+

+ + +
− + +

−

+ + + +
+ +

+
+ +

− −
+ + − ×

≤ + × − ×

− −

B B B B
B BW

B B B B

B

u B

u B u B

B

           (4.28) 

我们可以按如下方式来估计(4.28)右边的项。首先容易看到 

( ) 1
1

2 21 1 11, d ,
8

n

n

tn n n
tt Ht

R e e C tτ
α

+
−

+ + +≤ + ∫B B B W
B                           (4.29) 

且 

( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )

1 1
1 1

1 1
1 1 1

curl , curl ,

curl , curl , .

n n n n
n n

n n n n n
n n n

e t t e

t t e t e

+ +
+ +

+ +
+ + +

× − ×

= − × + × −

B B

B B

u B u B

B B u B u u
             (4.30) 

利用(2.5)和分部积分，我们有 

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

1
22

1
1 1

1
1 1

2 2 21

curl ,

, curl

1 d .
8

n

n

n n
n n

n n
n n

tn n
t LtL

t t e

t t e

e C e C tτ
α

+

+
+ +

+
+ +

+

− ×

= − ×

≤ + + ∫B

B

B

B

W

B B u

B

B B u                        (4.31) 
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而对于(4.30)右边的第二项，通过(2.5)，(2.3)和(4.13)可得 

( )( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )

( )

21 2 1 2 2

1 1
1 221

1

1
1

1 1
1

1
1

2 221

2 22 2

2 21

curl ,

, curl ,curl

,curl

1
8

d d

1
8

n n

n n

n n n
n

n n n n n
n n

n n
n n

n n n n n n
n HH L H L L

t tn
t n tH LHt tH

n n
H

t e

e t t e e e e

t t e

e C e e e e C t e

C e t C t t

e C e e

α

τ τ

α

+ +

+
+

+ +
+

+
+

+

+

× −

= × − − ×

+ × −

≤ + +

+ +

≤ +

∫ ∫

B B B u u uW

B

B

B B B

B

B B BW

u B

B u u

u u

B

u

u u

B

u B

( )
( )

1
12 1 2

1
12 2

2 2 2 2

2 2 2 21

1 d

1 d .
8

n

n

n

n

tn n n
t HtL H L

tn n n
t HtL L

C e e C t

e C e e C t

τ

τ
α

+

++

+ + +

≤ + + +

∫

∫

u u

B B uW

u

u

             (4.32) 

根据(2.5)和与(4.26)类似的方法，存在在 nθ 与 ( )1ntθ + 之间的 2ξ ，使得如下估计成立： 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1
13 22

3 2

1
1 1

1
2 1 1

1 1
2 1 2 1 1

1 1
1 1

2 221
1

curl curl ,

curl ,curl

curl ,curl curl ,curl

d

1
8

n

n

n n
n n

n n
n n

n n n
n n n n

tn n n
n n t HH H tL

n n
n H L

t t e

t t e

e t e t t t e

C e t e C t e t

e C t e C

θ

θ

θ

κ θ κ θ

κ ξ θ θ

κ ξ κ ξ θ θ

θ

τ θ
α

+

+
+ +

+
+ +

+ +
+ + +

+ +
+ +

+
+

−

′= −

′ ′= + −

≤ +

≤ + +

∫B B

B

B

B

W W

B

B

W

B

B

B

B

B

B

B

1
1

2 d .n

n

t
t Ht

t+

∫

        (4.33) 

结合(4.28)与(4.29)~(4.33)，存在充分小的 1τ τ< ，使得 

( )( )
( ) ( )

( )

2 2 2

1

32 2 2

1
1 2 1 1

2 2 21 1 121 1 1

2 2 22
1

2 2 2 2

,
2 2 e

d .

curl
n

n

n

n n n n n
n n n nJL L L

t

n n n
n HL L L

t
t t tt tH L H Ht

e e e e ee e

C e e C t e

C t

θ

α
τ τ

τ θ

+

+
−

+ + +
− + +

−

+

− −
+ + − ×

≤ + +

+ + + +∫

B B B B
B BW

u B

u B

B

u B B

            (4.34) 

第三步：估计 1neθ
+  

将(4.10)与 1neθ
+ 作内积，我们有 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2 2 2

2 1

2 2 21 1 121 1 1
2

1 1 1 1
2 1 1 2

1 1
1 1 2 2 1

, ,
2 2 e
, , , , ,

, , .

n

n n n n n
n n n nJL L L

tL

n n n n n n
n n

n n n n
n n n

e e e e ee b e

R e b t t e b e

t t e u u t e

θ θ θ θ
θ θ

θ θ θ θ

θ θ

α θ
τ τ

θ θ

σ θ σ θ θ ε

+

+ − +
− + +

−

+ + + +
+ +

+ +
+ + +

− −
+ + ∇ +

≤ + −

− − ∇ ∇ + −

u u

u

             (4.35) 

易知 

( ) 1
12

2 21 1 11, d .
10

n

n

tn n n
tt HtL

R e e C tθ θ θ τ θ
α

+
−

+ + +≤ ∇ + ∫                        (4.36) 
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对于(4.35)右边的第二项，有 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

1 1
2 1 1 2

1 1
2 1 1 2 1

, , , ,

, , , , .

n n n n
n n

n n n n n
n n n

b t t e b e

b t t e b t e

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ θ

+ +
+ +

+ +
+ + +

−

= − + −

u u

u u u
                  (4.37) 

我们用与上述类似的方法来估计(4.37)的右边： 

( ) ( )( ) 1
22 2

2 2 21 1
2 1 1

1, , d ,
10

n

n

tn n n n
n n t LtL L

b t u t e e C e C tθ θθ τ
α

++ +
+ +− ≤ ∇ + + ∫u uu           (4.38) 

并且利用(4.13)得 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( )( )

11 2

24 4 2 2 2

2 1 2

121 2 1

1
2 1

1 1 1
2 1 2 2

1
1

1 1

2 2 21

2 2 22 2

, ,

, , , , , ,

1
10

n n n
n

n n n n n n n
n n n

n n
n n HH L

n n n n n
n HL L L L L

n n n
L H L

n n n
n t HH tH L H

b t e

b t t e b e e e b t e e

C t t e

C e e e C t e e

e C e e

C e t e C

θ

θ θ θ θ θ

θ

θ θ θ θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

α

τ θ

+
+

+ + +
+

+
+

+ +

+

−

= − − −

≤ − ∇

+ ∇ + ∇

≤ ∇ +

+ + +

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

( )

1

1
12 2 2

2 2 2 21

d

1 d .
10

n

n

n

n

t

tn n n
t HtL L L

t

e C e e C tθ θ τ θ
α

+

++≤ ∇ + + +

∫

∫u

              (4.39) 

对于(4.35)右边的最后两项，有 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )1

1
22 2

1 1
2 2 1 2 2 2 2 1

1 1
2 2 2

2 2 21

, ,

, d ,

1 d ,
10

n

n

n

n

n n n n
n n n n

tn n n
n tt

tn n
t LtL L

u u t e u u t u t u t e

u u t e u t e

e C e C t

θ θ

θ θ

θ θ

ε ε

ε ε

τ
α

+

+

+ +
+ +

+ +

+

− = − + −

= − −

≤ ∇ + +

∫

∫ u

              (4.40) 

和 

( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) 1
132 2

1
1 1

1
3 1 1

1 1
3 1 3 1 1

2 22 21
1

,

,

, ,

1 d ,
10

n

n

n n
n n

n n
n n

n n n
n n n n

tn n
n t HH tL L

t t e

t t e

e t e t t t e

e C t e C t

θ

θ

θ θ θ

θ θ

σ θ σ θ θ

σ ξ θ θ θ

σ ξ θ σ ξ θ θ θ

θ τ θ
α

+

+
+ +

+
+ +

+ +
+ + +

+
+

− − ∇ ∇

′= − − ∇ ∇

′ ′= − ∇ ∇ − − ∇ ∇

≤ ∇ + + ∫

            (4.41) 

其中 3ξ 在 nθ 与 ( )1ntθ + 之间。 
将(4.36)~(4.41)的估计代入到不等式(4.35)中，当 1τ τ< 时，可以得到 

( )
( )( ) ( )

2 2 2

2 1

1
2 1 132 2

2 2 21 1 121 1

2 22 2 2 2
1

1 , ,
2 2 2 e

1 d ,

n

n

n

n n n n n
n n n nJL L L

tL

tn n
n t t ttL H HH tL L

e e e e ee b e

C e C t e C t

θ θ θ θ
θ θ

θ

θ
τ τ α

θ τ θ θ

+

+
−

+ + +
+ +

−

+

− −
+ + ∇ +

≤ + + + + +∫u

u

u

            (4.42) 

第四步：估计 1n
Je +  
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在(4.11)两边分别乘上 1n
Je + ，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1

1

1

1

2 2 21 1
21

1
1 1 1

1 1 1 1 1

1
1

2 2 1 1 1

1
1

1 1 1

1

2 2

, , , ,
e

, , , ,
e

curl , curl , .
e

curl
e

n

n

n

n

n n n n
J J J J n

J

n
n n n n nJ
J J n n nt

n
n n nJ

n n nt

n
n n nJ

n n nt

n
nJ

t

e e e e
e

eR e b b t t t

e b b t t t

e t t t

e

τ τ

θ θ θ θ

+

+

+

+

+ +
+

+
+ + +

+ + +−

+
+

+ + +−

+
+

+ + +−

+

−

− −
+ +

= + −

+ −

+ × − ×

+ ×

u u u u u u

u u

u B B u B B

B( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
1 1 1, curl ,n n

n n nt t t+
+ + +− ×B u B B u

             (4.43) 

先估计(4.43)等号右边的第一项： 

12 21 1 11 d .
16

n

n

tn n n
J J J ttt

e e CR J tτ ++ + +≤ + ∫                            (4.44) 

再根据(2.11)，(4.43)右边的第二项满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( )( ))

( ) ( ) ( )( )

1

1

1 1

1
1

1 1 1 1 1

1
1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
1

1 1 1 1

, , , ,
e

, , , ,
e

, ,

, , , , .
e e

n

n

n n

n
n n nJ

n n nt

n
n n n n nJ

n nt

n
n n n

n n
n n n n nJ J

n nt t

e b b t t t

e b e b t t

b t t t

e eb e b t t

+

+

+ +

+
+

+ + +−

+
+

+ +−

+ + +

+ +
+

+ +− −

−

= + −

+ −

= + −

u

u

u u u u u u

u u u u u u

u u u u

u u u u u u

                  (4.45) 

下面来估计(4.45)右边的第二项，由引理 3.2，假设 3 和(4.13)得 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

2 2 11 2 2

1
12

1

1 1 1

1

1 1 1 1 1

1 1
1 1 1

2 2 21

, ,
e

, , , ,
e

1 d .
16

n

n

n

n

n
n nJ

n nt

n
n n nJ

n n n nt

n n n n n
J n J n n nH H HH L L

tn n
J t HtL

e b t t

e b e t b t t t

C e t e C e t t t

e C e C tτ

+

+

+

+

+ +−

+

+ + +−

+ +
+ + +

+

−

= + −

≤ + −

≤ + + ∫

u

u

u

u u u u u

u u u u

u u u u u

u

u

u

          (4.46) 

再回到(4.43)右边的第三项，通过利用与(4.46)相似的方法，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

1

1 1

1
12

1
1

2 2 1 1 1

1 1
1

2 2 1 1

2 2 21

, , , ,
e

, , , ,
e e
1 d .

16

n

n n

n

n

n
n n nJ

n n nt

n n
n n n n nJ J

n nt t

tn n
J t HtL

e b b t t t

e eb e b t t

e C e C t

θ

θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

τ θ

+

+ +

+

+
+

+ + +−

+ +
+

+ +− −

+

−

= + −

≤ + + ∫

u u

u u                    (4.47) 
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接着，(4.43)右边的第四项可被改写为 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

1

1 1

1

1
1

1 1 1

1 1
1

1 1

1

1 1 1

curl , curl ,
e

curl , curl ,
e e

curl , .
e

n

n n

n

n
n n nJ

n n nt

n n
n n n n nJ J

n nt t

n
nJ

n n nt

e t t t

e ee t t

e t t t

+

+ +

+

+
+

+ + +−

+ +
+

+ +− −

+

+ + +−

× − ×

= × − × −

− − ×

u

B B u B B u

B B B B B u

B B B u

            (4.48) 

根据(4.13)，(4.48)右边第二项的估计如下： 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1 1

2 2 22 1 2

11 2 2

1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

2 2 2 2 21

curl ,
e

curl , curl ,
e e

1 1
16

n

n n

n
n nJ

n nt

n n
n n nJ J

n n n n nt t

n n n n n
J n n J n n nH H HL H L

n n n n
J t HH L L

e t t

e ee t t t t t

C e e t t C e t t t

e C e e C eτ

+

+ +

+

+ +−

+ +

+ + + +− −

+ +
+ + + +

+

− × −

= − × − − × −

≤ − + −

≤ + + +

B

B

B B B

B B B u

B B u u B B B

B u B B

B

B B u

1 1
2

1
12

2

2 2 21

d d

1 d .
16

n n

n n

n

n

t t
t Lt t

tn n
J t HtL

t C t

e C e C t

τ

τ

+ +

++

+

≤ + +

∫ ∫

∫B

B

B

   (4.49) 

由正则性假设，易知 

( )( ) ( ) ( )( )1

1
22

1

1 1 1

2 2 21

curl ,
e
1 d .

16

n

n

n

n
nJ

n n nt

tn n
J t LtL

e t t t

e C e C tτ

+

+

+

+ + +−

+

− − ×

≤ + + ∫B

B B B u

B
                     (4.50) 

最后来估计(4.43)右边的最后一项，同理有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )(

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ))
( )( )( ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1

1

1

1
1

1 1 1

1

1 1

1
1 1 1

1
1

1

1 1 1

curl , curl ,
e

curl ,
e

curl , curl ,

curl , , curl
e

,curl

n

n

n

n
n n nJ

n n nt

n
n nJ

n nt

n n n n
n n n

n
n n n n nJ

nt

n n
n n n n

e t t t

e t t

t t t e

e e e t

t t t t t

+

+

+

+
+

+ + +−

+

+ +−

+
+ + +

+
+

+−

+ + +

× − ×

= − ×

+ × − + ×

= × + ×

+ − × + × −

B

B B

u B B u B B
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https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510403


康妍，李媛 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.1510403 153 应用数学进展 
 

因此，当 1τ τ< 时，结合(4.43)与(4.44)~(4.51)得到了 
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                  (4.52) 

从而，把(4.27)，(4.34)，(4.42)和(4.52)加在一起， n 从 0 到m 求和( 1m N≤ − )，利用假设 3 可以得到 
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u B u B

      (4.53) 

第五步：误差估计 
在(4.53)中令 0m = ，注意到(4.2)，则有 

( )2 2 2 22

22 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1 2
1 ,J JL L L LL

e e e e D e e e e Cθ θα τ τ τ−   + + + + + + ∇ +
 

≤u B u B W
        (4.54) 

其中 1 0C > 为不依赖于τ 的常数。因此，取 0 1C C≥ ，当 0m = 时(4.3)成立。 
接下来我们要证明当m n= 时(4.3)也成立。根据(4.53)，假设 3 以及引理 3.1 的离散 Gronwall 不等

式，可以推出存在不依赖于τ 的常数 2 0C > ，以及充分小的 2 0τ > ，当 2τ τ< 时有 
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              (4.55) 

因此，取 { }0 1 2max ,C C C≥ ， { }0 1 2min ,τ τ τ= ，则当m n= 时(4.3)成立。这样我们就完成了定理 4.1 的

证明。 

5. 数值结果 

在本节中，我们给出数值结果以验证由定理 3.1 中的时间误差估计(3.21)~(3.22)。为简便起见，我们

在单位圆区域Ω 中求 MHD-Boussinesq 方程(1.1)~(1.4)。粘性系数 ( )υ θ ，电导率 ( )κ θ 和热扩散率 ( )σ θ

由以下公式给出： 

( ) ( ) ( ) 1 0.1 .υ θ κ θ σ θ θ= = = +  

我们选取适当的 f 、 g 和ψ 使得精确解 ( ), , ,p θu B 具有以下形式： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )T2 22 21 1 1 2 e , 1 1 2 1 e ,t tx x y y y x x x y y− −= − − − − − − −u  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T3 2 2 33 2 2 31 1 1 2 e , 1 1 2 1 e ,t tx x y y y x x x y y− −= − − − − − − −B  

( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 e , 1 1 e ,t tp x y x x y yθ− −= − − = − −  

则 ,u B 和θ 都满足齐次边界条件(1.6)。此外我们设定终止时间 1T = ，记 
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Table 1. Numerical results of the velocity and the magnetic field 
表 1. 速度和磁场的数值结果 

τ  2
N

L
−u u  阶数 ( )2

N
l

−
X

u u  阶数 2
N

L
−B B  阶数 ( )2

N
l

−
W

B B  阶数 

1/2 5.03038E−05 - 6.37786E−04 - 2.66587E−07 - 2.22005E−06 - 

1/4 2.21864E−05 1.18 3.23820E−04 0.98 1.23679E−07 1.11 1.11571E−06 0.99 

1/8 1.03910E−05 1.09 1.63383E−04 0.99 5.95780E−08 1.05 5.58934E−07 1.00 

1/16 5.02998E−06 1.05 8.28186E−05 0.98 2.92441E−08 1.03 2.80032E−07 1.00 

 
Table 2. Numerical results of the temperature and the scalar auxiliary function 
表 2. 温度和标量辅助函数的数值结果 

τ  2
N

L
θ θ−  阶数 ( )2

N
l Y

θ θ−  阶数 NJ J−  阶数 

1/2 1.84768E−04 - 1.00091E−03 - 7.65650E−02 - 

1/4 8.57845E−05 1.11 5.23407E−04 0.94 4.17206E−02 0.88 

1/8 4.10787E−05 1.06 2.68320E−04 0.96 2.18649E−02 0.93 

1/16 2.00912E−05 1.03 1.37226E−04 0.97 1.12059E−02 0.96 

 
通过依次取逐渐缩小的时间步长 1 2τ = ，1/4，1/8，1/16。在此条件下，由(3.21)~(3.22)可得 

2 2 2 ,N N N N
L L L

J J Cθ θ τ− + − + − + − ≤u u B B                      (5.1) 

( ) ( ) ( )2 2 2 .N N N
l l l Y

Cθ θ τ− + − + − ≤
X W

u u B B                       (5.2) 

数值结果展示在表 1，表 2 中，这些表格给出了不同尺寸 h 对应的数值误差及其收敛速率。可以清楚

地观察到，在 2L -范数和 ( )2 1l H -范数下呈现一阶收敛速率，这与理论分析的(5.1)~(5.2)式高度吻合。 
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