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摘  要 

本文利用线性全连续场谱理论、动态跃迁理论和线性稳定性理论研究了单扩散系数S-K-T生物竞争模型

在正平衡点处的动态跃迁。首先利用线性全连续场谱理论，得到线性化系统的特征方程，从而计算出系

统的特征值序列以及相应条件下临界控制参数 cλ 发生正负穿越的PES条件。借助动态跃迁理论，得到系

统发生连续型动态跃迁并且分歧出一个渐近稳定的奇点。最后利用数值模拟对理论进行验证。 
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Abstract 
In this paper, by employing the linear completely continuous field spectral theory, the dynamic 
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transition theory, and the linear stability theory, we investigate the dynamic transition of the S-K-T 
biological competition system with a single diffusion coefficient at its positive equilibrium point. 
First, by means of the linear completely continuous field spectral theory, we derive the characteris-
tic equation of the linearized system, and thereby compute the sequence of eigenvalues. Further-
more, under the corresponding conditions, we establish the Positive Eigenvalue Switching condi-
tion under which the critical control parameter crosses from negative to positive. Then, with the aid 
of the dynamic transition theory, we prove that the system undergoes a continuous dynamic tran-
sition and bifurcates an asymptotically stable singular point. Finally, numerical simulations are car-
ried out to verify the theoretical results. 
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1. 引言 

20 世纪 70 年代，三位生态学家 N. Shigesada、K. Kawasaki 和 E. Teramoto 共同提出了 S-K-T 生物竞

争模型，用于研究在种间和种内种群压力作用下，两个竞争物种的空间隔离现象，该模型的具体形式如

下[1]： 

( ) ( )
( ) ( )

1 11 12 1 1 1

2 21 22 2 2 2

, , 0,

, , 0,
t

t

u d u v u u a b u c v x t

v d u v v v a b u c v x t

ρ ρ

ρ ρ

 = ∆ + + + − −     ∈Ω >   


= ∆ + + + − −    ∈Ω >   
                  (1.1) 

其中， nRΩ∈ 为光滑有界区域， ( ),u u x t= 和 ( ),v v x t= 分别表示两个竞争物种的种群密度。所有参数

( ), , , 1, 2i i i ia b c d i = 和 ( ), 1, 2ij i jρ = 均为正常数。 1d 和 2d 为随机扩散速率， 11ρ 和 22ρ 为自扩散速率， 12ρ
和 21ρ 为交叉扩散速率。针对系统(1.1)在 Neumann 边界条件下非恒定稳态解，Lou 和 Ni 利用能量估计和

拓扑方法，给出了非恒定稳态解的存在与不存在的判据[2]。Wang、Wu 和 Xu 利用谱分析和奇异摄动方

法，研究了系统(1.1)在 Neumann 边界条件下尖峰稳态的存在性以及线性不稳定性判据[3]。Liu 和 Zhang
利用动态跃迁理论和中心流形约化方法，系统研究了 S-K-T 生物竞争系统在 Dirichlet 和 Neumann 两种

边界条件下的动态跃迁问题，结果表明系统(1.1)在 Dirichlet 边界条件下发生混合跃迁；在 Neumann 边界

条件下发生混合跃迁、跳跃跃迁和连续跃迁[4]。 
当 11 22 0ρ ρ= = 时，系统(1.1)变为如下形式： 

( ) ( )
( ) ( )

1 12 1 1 1

2 21 2 2 2

, , 0,

, , 0,
t

t

u d v u u a b u c v x t

v d u v v a b u c v x t

ρ

ρ

 = ∆ + + − −     ∈Ω >   


= ∆ + + − −    ∈Ω >   
                    (1.2) 

此时系统没有自扩散项，Wu 和 Xu 利用积分估计和奇异摄动方法，研究了系统(1.2)在 Neumann 边

界条件下尖峰稳态解的存在性及其结构[5]。Wu 利用谱分析，研究了系统(1.2)在 Neumann 边界条件下尖

峰稳态在线性化意义下的不稳定性[6]。Tang 采用 Lyapunov-Schmidt 约化方法与谱理论，研究了系统

(1.2)的第二阴影系统，证明了爆破稳态解的存在性及谱不稳定性[7]。Kuto 和 Wu 采用 Lyapunov-Schmidt
约化方法，研究了系统(1.2)在 12ρ → ∞ 时退化的第二阴影系统，在高维空间 4N ≤ 中构造了爆破稳态解
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分支并证明了其谱不稳定性[8]。当 21 0ρ = 时，Brocchieri 与 Soresina 采用线性稳定性分析与图灵不稳定

性判据，研究了快反应极限下两类广义交叉扩散系统，证明了交叉扩散项关于种群密度的单调递增性可

以触发图灵斑图，而单调递减性则完全抑制斑图形成[9]。Zhang 和 Liu 利用动态跃迁理论和中心流形约

化方法，研究了系统(1.2)在 Dirichlet 边界条件下的两种不同类型的动力学转变[10]。 
当 2 12 0d ρ= = 时，系统(1.2)变为如下形式： 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 2 2

0 0

, , 0,

, , 0,

,0 , ,0 , ,

0, , 0,

t

t

u d u u a b u c v x t

v uv v a b u c v x t

u x u v x v x
u v x t

ρ

ν ν

 = ∆ + − −               ∈Ω >


= ∆ + − −         ∈Ω >
 =  =                    ∈Ω


∂ ∂ = =                                      = ∂Ω >∂ ∂

                    (1.3) 

本文关注系统(1.3)随参数 ρ 变化的动力学行为。借助 Ma 和 Wang [11] [12]提出的动态跃迁理论，分

析系统(1.3)的非平凡稳态解的稳定性和动态跃迁。 

2. 预备知识 

2.1. 动态跃迁理论 

动态跃迁理论刻画了非线性系统在控制参数跨越临界阈值时，系统整体状态从旧平衡态到新平衡态

发生的不可逆质变规律。该理论通过定量判定临界点附近的失稳方式，将跃迁过程划分为连续型、跳跃

型和混合型三种基本类型。我们用如下非线性演化方程描述非线性耗散系统 

( )

( ) ( )

d , ,
d

0 .

u L u G u
t

u x

λ λ

ϕ

 = +

 =

                                (2.1) 

令两个 Banach 空间分别为 1,X X ， 1X X→ 是稠密紧包含关系， [ ) 1: 0,u X∞ → 是未知函数， 1Rλ ∈

为系统参数， 1:L X Xλ → 是含参数的线性全连续场，且连续依赖于 1Rλ ∈ ，并且满足， 

1

1

1

: ,
: ,

: .

L A B X X
A X X
B X X

λ λ

λ

= − + →   
 →   
 →   

是一个扇形算子

是一个线性同胚

是一个线性紧算子

                      (2.2) 

对某个 0 1θ≤ < ，假设 ( ), :G X Xθλ⋅ → 是 ( )1rC r ≥ 有界映射，连续依赖于 1Rλ ∈ ，并且满足 

( ) ( ) 1, , 0 1, ,XG u u R
θ

λ ο θ λ=    ≤ <    ∀ ∈                         (2.3) 

其中 Xθ 是由扇形算子 Lλ 决定的分数次空间。条件(2.2)和(2.3)表明系统(2.1)具有耗散结构。因此我们始

终假设(2.2)和(2.3)成立，接下来介绍系统(2.1)发生动态跃迁的数学定义。 
定义 2.1. [12] 系统(2.1)从平衡点 ( ) ( )0, 0,u λ λ= 当 0λ λ>  (或 0λ λ< )时有一个跃迁，如果 
(1) 当 0λ λ< 时， 0u = 关于系统(2.1)是局部渐近稳定的； 
(2) 当 0λ λ> 时，存在 0u = 的一个邻域U X⊂ ，U 与 λ 无关，使得对任何 \U λϕ ∈ Γ ，系统(2.1)的解

( ),u tλ ϕ= 满足 

( ) ( )
( ) ( )( )0 00 0

lim , 0,

lim 0 lim 0 ,

t X
u tλ

λ λ λ λ

ϕ δ λ

δ λ δ δ λ δ

→∞

→ + → −

 ≥ >


= ≥   = ≥ 或
                 (2.4) 

其中， λΓ 为 0u = 的稳定流形，对于 0λ λ>  (或 0λ λ< )， λΓ 在 X 中由余维 codim 1λΓ ≥ 。 
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对于非线性耗散系统(2.1)跃迁的充分条件和基本分类，我们给出如下基本定理。令 Lλ 的特征值为

( ){ }1,2,i iβ λ = ⊂ ，假设它们满足 

( )
0

0

0

0, ,
Re 0, , 1 ,

0, ,
i i m

λ λ
β λ λ λ

λ λ

<    <
=    <    ≤ ≤
>    <

当

当

当

                        (2.5) 

( )0Re 0, 1.j j mβ λ <    ∀ ≥ +                             (2.6) 

定理 2.1. [12] 在条件(2.5)和(2.6)的假设下，系统(2.1)从 ( ) ( )0, 0,u λ λ= 在 0λ λ> 有一个跃迁，并且该

跃迁一定时下面三种类型之一： 
(1) 连续型跃迁：对 0u = 的一个邻域U X⊂ 及任何 Uϕ ∈ ，系统(2.1)的解 ( ),u tλ ϕ= 满足 

( )
0

lim lim , 0.
Xt

u tλλ λ
ϕ

→ →∞
=  

或者等价地，系统(2.1)在 ( )00,λ 有一个吸引子分歧。 
(2) 跳跃型跃迁：存在 0ε > ，对任意 0 0λ λ λ ε< < + ，存在U 中的一个开稠集U Uλ ⊂ ，使得对任意

Uλϕ ∈ 有 

( )lim , 0,
Xt

u tλ ϕ δ
→∞

≥ >  

其中， 0ε > 是一个与 λ 无关的常数。这也称为不连续型跃迁。 
(3) 混合型跃迁：对任意 0 0λ λ λ ε< < + ，U 能够分解为两个开集 1U λ 和 2U λ  ( iU λ 不一定连通) 

1 2 1 2\ , .U U U U Uλ λ λ λ∑ = +     ∩ = ∅  

其中， U∑ ⊂ 是一个余维 codim 1∑ ≥ 的集合，使得系统(2.1)的解 ( ),u tλ ϕ= 满足 

( )

( )
1

0

2

sup lim , 0, 0,

lim , 0, ,

tU X

t X

u t

u t U

λ λϕ

λ
λ

ϕ λ λ

ϕ δ ϕ

→∞∈

→∞

 →    → +


→ >          ∀ ∈

当
 

其中， 1U λ 或者含有吸引子，或者没有吸引子。 1U λ 称为稳定型区域， 2U λ 称为跳跃型区域。 

2.2. Routh-Hurwitz 判据 

定理 2.2. (Routh-Hurwitz 判据)考虑如下非线性系统： 

( ), , .nx f x t x=     ∈
                                  (2.7) 

设在其平衡点上的特征方程的一般式展开为 
1 2

1 2 1 0.n n n
n na a a aλ λ λ λ− −

−+ + + + + =                          (2.8) 

将上式系数整理成 n 阶矩阵 D  

1

3 2 1

5 4 3 2 1

1 0 0 0 0 0
1 0 0 0

1 0 .

0 0 0 0 0 0 n

a
a a a

D a a a a a

a

=







      



                         (2.9) 

称 D 的 n 阶主子式为 Routh-Hurwitz 行列式，即 
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1
1

1 1 2 3 3 2 1
3 2

5 4 3

1 0
1

, , ,
a

a
a a a a

a a
a a a

∆ = ∆ = ∆ = 
                   (2.10) 

方程特征根的实部为负数的充要条件为： n 阶 Routh-Hurwitz 行列式均大于 0，即 

( )0, 1,2,3, .i i∆ > =                             (2.11) 

3. 具有单扩散系数的 S-K-T 系统的稳定性及动态跃迁分析 

在这一部分，本文主要分析系统(1.3)的稳定性和动态跃迁。首先计算系统(1.3)的稳态解，令

0t tu v= = ，得到以下方程 

( )
( )

1 1 1

2 2 2

0,

0.

u a b u c v

v a b u c v

− − =


− − =
 

可以得到系统稳态解为 ( )0 0 0,u vω = ，其中 

1 2 2 1 2 1 1 2
0 0

1 2 2 1 1 2 1 2

, .a c a c a b a bu v
b c b c b c c b

− −
=     =

− −
 

为了保证稳态解的正性，假设 1 1 1

2 2 2

b a c
b a c

> > 。 

现将 ( )0 0,u v 点平移至 ( )0,0 点处，令 

0

0

,
,

u u u
v v v

′ = −
 ′ = −

 

将其带入(1.3)，为了方便，将 ,u v′ ′记作 ,u v ，得到以下方程 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1 0 1 0

0 0 0 2 2 0 2 0

,

.
t

t

u d u u u a b u u c v v

v u u v v v v a b u u c v vρ

  = ∆ + + − + − +  


   = ∆ + + + + − + − +    
             (3.1) 

定义函数空间 ( )2 2,H L= Ω  ， ( ) ( )2 2 1 2
1 0, ,H H H= Ω ∩ Ω  。令 

,
u
v

ω
 

=  
 

 

定义线性算子 1:L H Hλ → 是一个关于λ 的线性全连续场，有 

1 0 1 0

0 2 0 0 2 0

.
d b u I c u I

L
v b v I u c v Iλ ρ ρ
∆ − − 

=  ∆ − ∆ − 
                          (3.2) 

定义 1:G H H→ ，并且有 

( ) ( )

2
1 1

2
2 2

.
b u c uv

G
uv b uv c v

ω
ρ

 − −
=   ∆ − − 

                           (3.3) 

则系统(3.1)可以写为以下抽象算子形式 

( )

( )

d ,
d

0 .

L G
t λ
ω ω ω

ω φ

 = +

 =

                                 (3.4) 

其中 ( )T
0 0,u u v vφ = − − 。 
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接下来求解系统(3.1)的特征值与特征向量，设 ke 和 kρ 为 −∆ 的本征值和本征函数，并满足 Neumann
边界条件 

,

0.

k k k

k

n

φ ρ φ
φ

−∆ =

∂

= ∂

 

其中 
2 2

2 , ,

cos , .

k

k

k k
L

k x k
L

ρ

φ

π

π


= ∈


 = ∈





 

Lλ 对应的离散矩阵为 

1 0 1 0

0 2 0 0 2 0

,k
k

k k

d b u c u
M

v b v u c v
ρ

ρ ρ ρ ρ
− − − 

=  − − − − 
                           (3.5) 

记 Lλ 的特征值为 ( )1,2ki iβ = ，通过特征方程计算特征值 

( )( ) ( )
( ) ( )

1 0 1 0

0 2 0 0 2 0

1 0 0 2 0 1 0 0 2 0

2 tr det ,

k k
k k

k k k

k k k k k

k k k k

d b u c u
I M

v b v u c v

d b u u c v c u v b v

M M

β ρ
β

ρ ρ β ρ ρ

β ρ β ρ ρ ρ ρ

β β

+ +
− =

+ + +

                 = + + + + − +

                 = + +

          (3.6) 

其中 

( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 2 0

2 2
0 2 0 1 0 1 0 0 1 2 0 0 2 1 0 0

tr 0,

det ,
k k

k k k

M d u b u c v

M d u dc v b u c u v b c u v b c u v

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

= + + + >

= + + − + −
 

当 ( )det 0kM ≤ 时，有两个特征根分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2

tr tr 4det tr tr 4det
, .

2 2
k k k k k k

k k

M M M M M M
β β

− + − − − −
=     =        (3.7) 

通过 ( ), 1, 2ki k iβ ∈ = 求得其对应的特征向量 ( ), 1, 2kie k i∈ = 为 

( ) ( )T T
1 21, , ,1 ,k k k k k ke P e Qφ φ=       =                             (3.8) 

其中 1 0 1

1 0

k k
k

d b uP
c u

ρ β+ +
= − ， 0 2 0 2

0 2 0

k k
k

k

u c vQ
v b v

ρ ρ β
ρ ρ

+ +
= −

+
。 

根据特征向量 kie 求其共轭向量 *
kie 为 

( ) ( )T T* * * *
1 1 2 21, , ,1 ,k k k k k ke P e Qθ φ θ φ=    =                            (3.9) 

其中 
* *

* *1 0 1 0 2 0 2
1 2* *

0 2 0 1 0

1 1, , , ,
1 1

k k k k
k k

kk k k k

d b u u c vP Q
v b v c uP P Q Q

ρ β ρ ρ βθ θ
ρ ρ

+ + + +
=  =  = −  = −

++ +
 

这里 * *
1 1 2 2,k k k kβ β β β=  = 。并且 kie 与 *

kie 满足 

( )* 1,
, , , 1, 2 .

0,ki kj

i j
e e i j

i j
   =

= =    ≠
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由(3.7)可以知道，特征值 2 0kβ < ，对于特征值 1kβ ，其符号会随参数变化而改变。令 11 0β = ，有 

( ) ( ) ( )2tr tr 4det
0,

2
k k kM M M− + −

=  

即 ( ) ( )2 2
0 2 0 1 0 1 0 0 1 2 0 0 2 1 0 0det 0k k kM d u dc v b u c u v b c u v b c u vρ ρ ρ ρ ρ= + + − + − = ，选择 ρ 作为控制参数，并

记为 λ ，计算得到 

( )
1 2 0 0 2 0 2 1 0 0

2 2
0 1 0 1 0 0

,k
c

k k

b c u v dc v b c u v
du b u c u v

ρλ
ρ ρ

− −
= −

+ −
 

随着 λ 的变化，有如下 PES 条件成立 

( )

( )
( )

11

1

2

0, ,
0, ,
0, ,

0, 1, 2,3,

0, .

c

c

c

k c

k c

k k

k

λ λ
β λ λ λ

λ λ

β λ

β λ +

<    <
=    =
>    >
<    ≠ =

<    ∀ ∈





                            (3.10) 

PES 条件(3.10)说明系统(3.1)随着控制参数 λ 的变化发生动态跃迁，给出如下结论： 
定理 3.1 若 PES 条件(3.10)成立，则系统(3.1)满足如下结论： 
(1) 当 cλ λ< 时，系统在 ( )0 0,u v 点是渐近稳定的。 
(2) 当 cλ λ= 时，系统在 ( )0 0,u v 点失去稳定性，发生连续型动态跃迁，在该点出分歧出一个渐近稳

定的奇点。 
(3) 当 cλ λ> 时，系统分歧出的奇点的表达式为 

( )11
11 11 11 ,e

KM
βω ο β= +  

其中 ( )* * *
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1K PP b c P b PP c PPθ ρρ= + + + + ， 3dM xφ

Ω
= ∫ 。 

证明 3.1 我们分成下面三步来进行证明。 
第一步：空间分解 
空间 H 和 1H 可被分解为 

( )2
1 2 1 1 2, ,H L E E H E E= Ω = ⊕    = ⊕                         (3.11) 

其中 { }1 11spanE e= ， ( ){ }2 1 2span 1 ,k kE e k e= ≠ 。 
则在 cλ λ= 附近，系统(3.1)的解可表示为 

1 2 ,ω ω ω= +                                   (3.12) 

其中 1 11 11 1x e Eω = ∈ ， 2 1 1 2 2 2
1 1

k k k k
k k

x e x e Eω
∞ ∞

≠ =

= + ∈∑ ∑ 。 

第二步：方程约化 

1
1 2 11 11 1 1 2 2

1 12

11 11 1 1 2 2
1 1

11 11 11 1 1 1 2 2 2
1 1

.

.

k k k k
k k

k k k k
k k

k k k k k k
k k

u
x e x e x e

u

L x L e L x e x e

x e x e x e

λ λ λ

ω ω ω

ω

β β β

∞ ∞

≠ =

∞ ∞

≠ =

∞ ∞

≠ =

 
= = + = + + 

 
 = + + 
 

       = + +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

                    (3.13) 
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计算 ( )11 11G x e  

11
11 11 11

1
,

0 0k k

x
x e x φ φ

   
= =   

   
 

得到 

( ) ( )
2 2 2 2

1 11 1 11 1
11 11 2 2 2 2 2 2 2

11 1 2 11 1 2 11 1

.k k

k k k

b x c x P
G x e

x P b x P c x P

φ φ

ρ φ φ φ

 − −
 =
 ∆ − − 

 

可以得到如下约化方程 

( )d , .
d

L G
t λ
ω ω ω λ= +                                  (3.14) 

对约化方程(3.14)两端同时与 ( )T* *
1 1 1,k k ke Pθ φ= ，作内积得到 

( )* * *
11 11 11

d , , , , .
d

e L e G e
t λ
ω ω ω λ= +  

通过计算 

( ) ( ) ( )( )* 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 *
11 1 11 1 11 1 11 1 2 11 1 2 11 1 1 1, , d ,k k k k k kG e b x c x P x P b x P c x P P xω λ φ φ ρ φ φ φ θ φ

Ω
 = − − + ∆ − − ∫  

得到 

( )2 211
11 11 11 11

d .
d
x x KMx x
t

β ο= − +                            (3.15) 

约 化 方 程 (3.15) 由 中 心 流 形 定 理 得 到 ， 其 中 ( )* * *
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1K PP b c P b PP c PPθ ρρ= + + + + ，

3dM xφ
Ω

= ∫ 。当 0M ≠ 时，不考虑中心流形的影响。 
第三步：分歧分析 
对方程(3.15)进行求解，令 

2
11 11 11 0.x KMxβ − =  

解得 

11
11 .x

KM
β

=  

显然，当 cλ λ> 时，系统(1.3)在 cλ λ> 一侧分歧处一个渐近稳定的奇点，且分歧出的奇点为 

( )11
11 11 .x

KM
β ο β= +  

已知系统(1.3)的分歧和拓扑结构由约化方程(3.14)决定，则有 

( )11
11 11 11 ,e

KM
βω ο β= +  

为系统(1.3)分歧出的奇点，且 11ω 的稳定性与 11x 的稳定性相同。 

4. 数值模拟 

在本节，选取 1 2 1 2 1 2 11.3, 0.77, 0.2, 0.1, 1.0, 0.6, 0.2,a a b b c c d L= = = = = = = = π ，作为参数数值对前面

的理论进行数值模拟验证。可以直接求得正平衡点 ( ) ( )0 0 0, 0.5,1.2u vω = = ，并且满足条件 ( )det 0kM ≤ 。

通过对特征值 kβ 的计算，可以得到特征值与波数的关系如下图 1 所示： 
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Figure 1. Plot of the real part of maximum eigenvalue versus wavenumber 
图 1. 特征值实部随波数的变化曲线 

 
可以看到 1k = 时特征值大于 0，并且可以算出临界控制参数 0.3467cλ = ，分歧图如下图 2 所示 

 

 
Figure 2. Bifurcation diagram 
图 2. 分歧图 
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分别选取 0.3,0.55cλ = ，并选择 0 1 0 20.3 , 0.3u u v vη η= + = + 作为初始函数， iη 为随机扰动，数值模拟如

下图 3，图 4： 
 

    

    
Figure 3. When 0.3λ = , the system (1.3) is stable at the positive equilibrium point 
图 3. 当 0.3λ = 时，系统(1.3)在正平衡点处稳定 
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Figure 4. When 0.55λ = , system (1.3) undergoes a dynamic transition at the positive equilibrium point 
图 4. 当 0.55λ = 时，系统(1.3)在正平衡点处发生动态跃迁 

5. 总结 

本文借助线性全连续场谱理论和动态跃迁理论分析了单扩散 S-K-T 生物竞争系统的动力学行为。首

先借助谱理论计算系统的特征方程和特征值，从而得到动态跃迁的临界控制参数 cλ ，然后借助动态跃迁

理论，得到了系统的 PES 条件以及发生动态跃迁的相关结论。数值模拟结果表明：当 cλ λ< 时，系统趋

于稳定，两物种的种群密度保持稳定；当 cλ λ> 时，系统发生动态跃迁，两物种的种群密度分布发生变

化。 
目前，本文完成了线性稳定性分析和系统的第一次跃迁分析，但是没有考虑中心流形的影响以及系

统的二次跃迁的动力学行为，也没有考虑 2 12,d ρ 等参数对系统的影响。此外，随着控制参数 λ 继续增大，

波数 1k > 的模态也可能满足失稳条件，此时，多个空间模态同时增长，斑图形态可能由单一波数的周期

条纹转变为多波数竞争下的复杂结构。因此后续的研究内容就是考虑中心流形的影响、系统的第二次跃

迁动力学行为以及考虑 2 12,d ρ 等参数对系统动力学行为的影响。 
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