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摘  要 

本文研究一类带有三次多项式生长源的二元细胞趋化系统在齐次Neumann边界条件下的稳定性与动态

跃迁问题。其中考虑了趋化系数不为零的一般情形。利用线性全连续场谱理论和中心流形约化方法，给

出了系统两个常数稳态解——零平衡点和正平衡点的特征值序列，建立了特征值实部发生正负穿越的

PES条件，并求得了相应的临界扩散系数。分析表明，以细胞扩散系数为控制参数时，当该参数穿过临界

值，系统在零平衡点处会发生连续型动态跃迁；而在正平衡点处，趋化项的引入使得线性化矩阵产生非

对角耦合项，即使生长源项在该点的一阶导数为负，若趋化强度足够大，系统仍可能发生扩散驱动的失

稳现象，从而丰富了系统的动力学行为。 
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Abstract 
This paper investigates the stability and dynamic transitions of a two-component chemotaxis sys-
tem with a cubic polynomial growth source under homogeneous Neumann boundary conditions, 
taking into account the general case with nonzero chemotaxis coefficient. By employing the linear 
completely continuous field spectral theory and the center manifold reduction method, we derive 
the eigenvalue sequences for the two constant steady-state solutions, namely the zero equilibrium 
and the positive equilibrium, establish the PES conditions under which the real parts of eigenvalues 
change sign, and obtain the corresponding critical diffusion coefficients. The analysis reveals that 
when the cell diffusion coefficient is taken as the control parameter and crosses the critical value, a 
continuous-type dynamic transition occurs at the zero equilibrium. For the positive equilibrium, 
the introduction of the chemotaxis term yields off-diagonal coupling in the linearization matrix; 
consequently, even if the first derivative of the growth source term at that point is negative, the 
system may still undergo diffusion-driven instability provided that the chemotactic intensity is suf-
ficiently large, thereby enriching the dynamical behaviors of the system. 
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1. 引言 

细胞趋化(chemotaxis)是指细胞或生物体响应于环境中化学物质浓度梯度而产生的定向运动现象，在

胚胎发育、免疫应答及肿瘤侵袭等生理和病理过程中发挥重要作用。在这一过程中，细胞通过表面受体

感知外部化学信号分子的空间分布，并据此调节细胞骨架的重排和极化的形成，从而实现向趋化因子源

方向的定向迁移。自 Keller 和 Segel 于 1970 年提出经典趋化模型以来，趋化系统的数学理论研究一直是

生物数学领域的热点[1]： 

( ) , , 0,
, , 0,

t

t

u u u v x t
v v u v x t

χ= ∆ − ∇ ⋅ ∇     ∈ Ω >


= ∆ + −               ∈ Ω >
                           (1.1) 

为刻画有限环境中的种群增长，学者们进一步引入了 Logistic 型源项 ( ) 2f u u uα β= − ，得到带有 Logistic
源的 Keller-Segel 模型[2] [3]： 

( ) 2
1

2 1 2

, , 0,
, , 0,

t

t

u d u u v u u x t
v d v r v r u x t

χ α β = ∆ − ∇ ∇ + −     ∈ Ω >


= ∆ − +                          ∈ Ω >
                      (1.2) 

近年来，研究发现实际生态系统中的种群增长往往表现出比标准 Logistic 模型更为复杂的非线性特

征。Allee 效应描述了种群密度过低时增长率反而下降的现象，在数学上可由三次多项式源项

( ) 2 3
1 2 3f u b u b u b u= + − 来刻画。事实上，该源项可分解为 ( ) ( )( )3 1 0f u b u u u u u= − − ，其中 0u 为 Allee 阈

值， 1u 为环境容纳量；在本文参数 1 2 3, , 0b b b > 下， 0 0u < ，故正平衡点 1u 总是存在唯一，其生物学意义

为种群在 Allee 效应与种内竞争共同作用下的稳定承载能力。参数 1b 反映低密度下的固有增长率， 2b 度
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量 Allee 效应的强度， 3b 刻画高密度下的种内竞争强度[4]。Fu 和 Liu (2013)系统研究了一类带有三次源

项的 Keller-Segel 模型在 d 维盒子中的早期斑图形成[5]；Izuhara、Kuto 和 Tsujikawa (2018)利用分歧理论

和奇异摄动方法，证明了一维空间中带三次增长项的 Keller-Segel 系统稳态解的存在性与稳定性[6]；Qiao
和 Zhang (2025)研究了带有 Allee 效应的趋化–增长模型，证明了正行波解的存在性[7]；Kong 和 Wei 
(2023)研究了具有强 Allee 效应的种群模型中局部化斑图的存在性与稳定性[8]。同时，动态跃迁理论为研

究非线性演化系统在参数变化下的状态变迁提供了有力的数学工具，Şengül 和 Tiryakioglu (2024)利用中

心流形约化和动态跃迁理论研究了一类反应扩散方程的动力学行为[9]。 
基于上述背景，本文研究如下带有三次多项式生长源的二元细胞趋化系统： 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 3
1 1 2 3

2 1 2

0 0

, , 0,
, , 0,

0, , 0,

,0 , ,0 , ,

t

t

u d u u v b u b u b u x t
v d v r v r u x t

u v x t
n n

u x u x v x v x x

χ

∂Ω ∂Ω

 = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + + −  ∈ Ω >

= ∆ − +                                    ∈ Ω >

∂ ∂ = =                                       = ∂Ω >
∂ ∂

=  =                ∈ Ω









                   (1.3) 

其中 1 2 3 1 2, , , , 0b b b r r > ， 1 2,d d 分别为细胞密度和化学信号的扩散系数。在保留趋化交叉项，即 0χ ≠ 的条

件下，本文利用线性全连续场谱理论、中心流形约化和动态跃迁理论，分析系统常数稳态解的稳定性及

动态跃迁行为，给出相应的 PES 条件(稳定性交换原理)和临界扩散系数。此外，趋化系统中斑图形成的

分歧分析[10]和解的奇异增长现象[11]已有深入研究，为本文提供了重要的理论参考。 

2. 预备知识 

2.1. 动态跃迁理论 

动态跃迁理论实质上揭示了自然界普遍存在的状态变迁现象。在自然界中，演化系统通常受到一些

因素(在数学上称为参数)的影响和控制。当这些因素相互平衡时，系统将维持在一个动态稳定状态。然而，

一旦旧有平衡被打破，当参数超过某个临界值时，旧的稳定状态将不复存在，系统将跃迁至一个全新的

状态。这一理论可以帮助理解系统的稳定性，预测系统的行为变化及动态特征。 
在数学上，非线性耗散系统一般可由下面的非线性演化方程描述 

( )

( ) ( )

d , ,
d

0 .

u L u G u
t

u x

λ λ

ϕ

 = +

 =

                                 (2.1) 

其中， 1,X X 是两个 Banach 空间， 1X X→ 是稠密紧包含关系。 [ ) 1: 0,u X∞ → 是未知函数。 1Rλ ∈ 为系

统参数。 1:L X Xλ → 是含参数的线性全连续场，且连续依赖于 1Rλ ∈ ，并且满足， 

1

1

1

: ,
: ,

:

L A B X X
A X X
B X X

λ λ

λ

= − + →   


→   
 →   

是一个扇形算子

是一个线性同胚

是一个线性紧算子.

                       (2.2) 

对某个 0 1θ≤ < ，假设 ( ), :G X Xθλ⋅ → 是 ( )1rC r ≥ 有界映射，连续依赖于 1Rλ ∈ ，并且满足 

( ) ( ) 1, , 0 1, ,XG u u R
θ

λ ο θ λ=    ≤ <    ∀ ∈                         (2.3) 

其中 Xθ 是由扇形算子 Lλ 决定的分数次空间。条件(2.2)和(2.3)表明系统(2.1)具有耗散结构。因此我们始终

假设(2.2)和(2.3)成立，接下来介绍系统(2.1)发生动态跃迁的数学定义。 
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定义 2.1 [12]称系统(2.1)是从平衡点 ( ) ( )0, 0,u λ λ= 当 0λ λ>  (或 0λ λ< )时有一个跃迁，如果 
1) 当 0λ λ<  (或 0λ λ> )时， 0u = 关于系统(2.1)是局部渐近稳定的； 
2) 当 0λ λ>  (或 0λ λ< )时，存在 0u = 的一个邻域U X⊂ ，U 与 λ 无关，使得对任何 \U λϕ ∈ Γ ，系

统(2.1)的解 ( ),u tλ ϕ= 满足 

( ) ( )
( ) ( )( )0 00 0

lim , 0,

lim 0 lim 0 ,

t X
u tλ

λ λ λ λ

ϕ δ λ

δ λ δ δ λ δ

→∞

→ + → −

 ≥ >


= ≥ = ≥ 或
                    (2.4) 

其中， λΓ 为 0u = 的稳定流形，对于 0λ λ>  (或 0λ λ< )， λΓ 在 X 中由余维 codim 1λΓ ≥ 。 
对于非线性耗散系统(2.1)跃迁的充分条件和基本分类，我们给出如下基本定理。令 Lλ 的特征值为

( ){ }1,2,i iβ λ = ⊂ ，假设它们满足 

( )
0

0

0

0, ,
Re 0, , 1 ,

0, ,
i i m

λ λ
β λ λ λ

λ λ

<    <
=    <    ≤ ≤
>    <

当

当

当

                           (2.5) 

( )0Re 0, 1.j j mβ λ <    ∀ ≥ +                               (2.6) 

定理 2.1 [12]在条件(2.2) (2.5)和(2.3) (2.6)的假设下，系统(2.1)从 ( ) ( )0, 0,u λ λ= 在 0λ λ> 有一个跃迁，

并且该跃迁一定时下面三种类型之一： 
1) 连续型跃迁：对 0u = 的一个邻域U X⊂ 及任何 Uϕ ∈ ，系统(2.1)的解 ( ),u tλ ϕ= 满足 

( )
0

lim lim , 0.
Xt

u tλλ λ
ϕ

→ →∞
=  

或者等价地，系统(2.1)在 ( )00,λ 有一个吸引子分歧。 
2) 跳跃型跃迁：存在 0ε > ，对任意 0 0λ λ λ ε< < + ，存在U 中的一个开稠集U Uλ ⊂ ，使得对任意

Uλϕ ∈ 有 

( )lim , 0,
Xt

u tλ ϕ δ
→∞

≥ >  

其中， 0δ > 是一个与 λ 无关的常数。这也称为不连续型跃迁。 
3) 混合型跃迁：对任意 0 0λ λ λ ε< < + ，U 能够分解为两个开集 1U λ 和 2U λ  ( iU λ 不一定连通) 

1 2 1 2\ , .U U U U Uλ λ λ λ∑ = +     ∩ = ∅  

其中， U∑ ⊂ 是一个余维 codim 1∑ ≥ 的集合，使得系统(2.1)的解 ( ),u tλ ϕ= 满足 

( )

( )
1

0

2

sup lim , 0, 0,

lim , 0, ,

tU X

t X

u t

u t U

λ λϕ

λ
λ

ϕ λ λ

ϕ δ ϕ

→∞∈

→∞

 →    → +


→ >          ∀ ∈

当
 

其中， 1U λ 或者含有吸引子，或者没有吸引子。 1U λ 称为稳定型区域， 2U λ 称为跳跃型区域。 

2.2. Routh-Hurwitz 判据 

定理 2.2 考虑如下非线性系统， 

( ), , .nx f x t x=     ∈
                                  (2.7) 

设在其平衡点上的特征方程的一般式展开为， 
1 2

1 2 1 0.n n n
n na a a aλ λ λ λ− −

−+ + + + + =                          (2.8) 
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将上式系数整理成 n 阶矩阵 D ， 

1

3 2 1

5 4 3 2 1

1 0 0 0 0 0
1 0 0 0

1 0 .

0 0 0 0 0 0 n

a
a a a

D a a a a a

a

=







      



                          (2.9) 

称 D 的 n 阶主子式为 Routh-Hurwitz 行列式，即， 

1
1

1 1 2 3 3 2 1
3 2

5 4 3

1 0
1

, , ,
a

a
a a a a

a a
a a a

∆ = ∆ = ∆ =                         (2.10) 

方程特征根的实部为负数的充要条件为： n 阶 Routh-Hurwitz 行列式均大于 0，即， 

( )0, 1,2,3, .i i∆ > =                                  (2.11) 

3. 双扩散系数趋化系统的稳定性及动态跃迁分析 

在这一部分，本文主要研究双扩散系数趋化系统(3.1)的稳定性和动态跃迁。接下来计算系统(3.1)的
稳态解 

( )

( ) ( ) ( )

2 3
1 1 2 3

2 1 2

0 0

, , 0,
, , 0,

0, , 0,

,0 ( ), ,0 ,

t

t

u d u u v b u b u b u x t
v d v r v r u x t

u v x t
n n

u x u x v x v x x

χ

∂Ω ∂Ω

= ∆ − ∇ ⋅ ∇ + + −  ∈ Ω >

= ∆ − +                                    ∈ Ω >

∂ ∂
= =                                       = ∂Ω >

∂ ∂

 =  =                ∈ Ω.










                   (3.1) 

其稳态解满足 
2 3

1 2 3

1 2

0,
0.

b u b u b u
r v r u

 + − =


− + =             
 

故有两个常数稳态解为 

( ) ( )
2

2 2 1 3 2
1 1 1

3 2

4
0,0 , , , .

2
b b b b ru v u

b r

 + +
 =
 
 

  

3.1. 平衡点(0, 0)稳定性和动态跃迁 

令 ( )T,u vω = (1.3)，在 (0,0) 处线性化，趋化项 ( )u vχ− ∇ ⋅ ∇ 线性化后为零，得线性算子 

1 1

2 1 2

,
d u b u

L
d v r v r uλω

∆ + 
=  ∆ − + 

其中 1 1

2 2 1

0
,

d b I
L

r I d r Iλ

∆ + 
=  ∆ − 

 

非线性部分为 

( ) ( )2 3
2 3 .

0
b u b u u v

G
χ

ω
 − − ∇ ⋅ ∇

=  
 

                           (3.2) 

依据线性全连续场的谱理论，设 ke 和 kρ 为 −∆ 的本征值和本征函数，并满足诺依曼边界条件 
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,

0.

k k k

k

n

φ ρ φ
φ

−∆ =


∂
= ∂

                                    (3.3) 

其中， 
2 2

2 , ,

cos , .

k

k

k k
L

k x k
L

ρ

φ

π

π


= ∈


 = ∈





                                 (3.4) 

将 Lλ 作用于模态 kφ ，得到离散矩阵 

1 1

2 2 1

0
,k

k
k

d b
M

r d r
ρ

ρ
− + 

=  − − 
                             (3.5) 

记 Lλ  (1.3)的特征值为 ( )1,2ki iβ = ，特征值满足矩阵方程 

0,k kI Mβ − =  

矩阵方程等价于 

1 1

2 2 1

0
0,k k

k k

d b
r d r

β ρ
β ρ

+ −
=

− + +
                            (3.6) 

由(3.6)，可得特征值为 

1 1 1 2 2 1, 0.k k k kd b d rβ ρ β ρ= − +     = − − <                           (3.7) 

由特征值 ( )1,2ki iβ = ，可得特征向量 ( )1,2kie i = 为 

( ) ( )T T
1 21, , 0,1 .k k k ke Q eφ φ=     =                              (3.8) 

其中 2

1 1 1 2k k

rQ
b r d dρ ρ

=
+ − +

。 

由特征向量 ie 可得共轭向量 *
ie ，首先将 kM 进行转置为 

1 1 2T

2 1

,
0
k

k
k

d b r
M

d r
ρ

ρ
− + 

=  − − 
 

共轭特征值满足矩阵方程为 
* T 0,k kI Mβ − =  

矩阵方程等价于 
*

1 1 2
*

2 1

0,
0

k k

k k

d b r
d r

β ρ
β ρ

+ − −
=

+ +
                            (3.9) 

由(3.9)，可得系统共轭特征值为 
* *
1 1 1 2 2 1, 0,k k k kd b d rβ ρ β ρ= − +     = − − <                          (3.10) 

由特征值 ( )* 1, 2ki iβ = ，可得特征向量 ( )* 1, 2kie i = 为： 

( ) ( )T T* *
1 21,0 , ,1 .k k k ke e Qφ φ=     = −                            (3.11) 

其中 2

1 1 1 2k k

rQ
b r d dρ ρ

=
+ − +

。 
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对特征值(3.7)，显然 2 0kβ < 始终成立，当 1k = 时，令 11 0β =  
2

1 12 0,d b
L

+
π

− × =  

选择 1d 为控制参数，并记为 λ ，由 
2

12 0,b
L

λ− +
π

× =  

可求得临界控制参数为 
2

1
2 .c

b L
λ

π
=  

随着 λ 的变化，有如下 PES 条件成立 

( )

( )
( )

11

1

2

0, ,
0, ,
0, ,

0, 1, 2,3,

0, .

c

c

c

k c

k c

k k

k

λ λ
β λ λ λ

λ λ

β λ

β λ +

<    >
=    =
>    <
<    ≠ =

<    ∀ ∈





                            (3.12) 

引理 3.1 当 cλ λ= 时，系统在 ( )0,0 点处满足 PES 条件，则该模型在 ( )0,0 点处会发生动态跃迁。 
定理 3.1 动态跃迁理论分析 

若 PES 条件成立，则系统满足如下结论： 
1) 当 cλ λ> 时，系统在 ( )0,0 点是渐近稳定的。 
2) 当 cλ λ= 时，系统在 ( )0,0 点失去稳定性，发生动态跃迁。 
3) 当 cλ λ< 时，系统在 ( )0,0 点处分歧出两个对称的奇点： 

( )11
11 11

3

,e
b M
β

ω ο β± = ± +  

其中 4
1 dM xφ

Ω
= ∫ ， ( )T

11 11,e Q φ= ， 2

1 1 1 2 1c

rQ
b r dλ ρ ρ

=
+ − +

。 

证明 3.1 我们分成下面三步来进行证明。 
第一步：空间分解 
空间 H 和 1H 可被分解为 1E 和 2E  

( )2
1 2 1 1 2, .H L E E H E E= Ω = ⊕    = ⊕                           (3.13) 

其中， 

{ } ( ){ }1 11 2 1 1span , span 1 , .k kE e E e k e=    = ≠  

则在 cλ λ= 附近，系统(3.1)的解可表示为 

1 2 ,ω ω ω= +                                    (3.14) 

其中， 

1 11 11 1 2 1 1 2 2 2
1 1

, .k k k k
k k

x e E x e x e Eω ω
∞ ∞

≠ =

= ∈    = + ∈∑ ∑  
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第二步：方程约化 
对方程(3.1)有 

1 2 11 11 1 1 2 2
1 1

11 11 1 1 2 2
1 1

11 11 11 1 1 1 2 2 2
1 1

,

.

k k k k
k k

k k k k
k k

k k k k k k
k k

u
x e x e x e

v

L x L e L x e x e

x e x e x e

λ λ λ

ω ω ω

ω

β β β

∞ ∞

≠ =

∞ ∞

≠ =

∞ ∞

≠ =

 
= = + = + + 

 
 = + + 
 

       = + +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

                     (3.15) 

接下来计算 ( )11 11G x e  

( ) ( )2 3
11 2 3

11 11 11
11

1
, ,

0k k

x b u b u u v
x e x G w

QxQ
χ

φ φ
   − − ∇ ⋅ ∇ 

= = =    
     

 

可得 

( ) ( )2 2 3 3
2 11 3 11 11 11

11 11 .
0

k k k kb x b x x Qx
G x e

φ φ χ φ φ − − ∇ ⋅ ∇
=  

 
 

由(2.1)，得出如下约化方程 

( )d , .
d

L G
t λ
ω ω ω λ= +                                (3.16) 

并对约化方程(3.16) (3.15)两端同时与 ( )T*
11 11,0e φ= 作内积可以得到 

( )* * *
11 11 11

d , , , , .
d

e L e G e
t λ
ω ω ω λ= +  

化简得 

( )

( )

*11
11 11 11 11 11

3 3
11 11 3 11 11

d
,

d
.

x x G x e e
t

x b Mx x

β

β ο

= +

= − +
                            (3.17) 

其中 4
1 dM xφ

Ω
= ∫ 。 

第三步：分歧分析 
对系统(3.17) (3.16)进行求解，令 

3
11 11 3 11 0.x b Mxβ − =  

解得 

11
11

3

.x
b M
β

= ±  

显然，当 cλ λ< 时，系统分歧出两个对称的奇点 

( )11
11

3

.x
b M
β

ο β± = ± +  

从而原系统分歧出的平衡点为 

( ) ( )11
11 11 11 11

3

,x e e
b M
β

ω ο β ο β± ±= + = ± +  
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为系统(3.1)分歧出的奇点，且ω± 的稳定性与 x± 的稳定性相同。 

3.2. 正稳态解的稳定性和动态跃迁 

现将系统 ( )1 1,u v 点平移至 ( )0,0 点处，再令 1 1,u u u v v v′ ′= − = − ，可得 1 1,u u u v v v′ ′= + = + 。又因为 1v
为常数， 1 0v∇ = ，对趋化项线性化为 

( ) ( )1 1 1 1 ,u v u v u v u vχ χ χ χ− ∇ ⋅ ∇ ≈ − ∆ − ∇ ⋅ ∇ = − ∆ +高阶项  

同时，将 ( ) ( )1f u f u u′= + 在 1u 处进行泰勒展开 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
1 1 1 1 1

1 1 ,
2 6

f u u f u f u u f u u f u u′ ′ ′′ ′′′+ = + + + +  

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 2 1 3 1 1 2 3 1 1 30, 2 3 , 2 6 , 6 .f u f u b b u b u f u b b u f u b′ ′′ ′′′= = + − = − = −  

利用平衡方程 2
1 2 1 3 1 0b b u b u+ − = 消去 1b ，得 

( ) 2
1 2 1 3 12 ,f u b u b u′ = −  

因为
2

2 2 1 3 2
1

3 3

4
2 2

b b b b bu
b b

+ +
= > ，所以 ( )1 0f u′ < 恒成立。 

定义函数空间为 ( ) ( )2 2 2 2
1, , , 0 onH L H H

n
ωω ∂ 

= Ω = ∈ Ω = Ω 
∂ 

  。令 

,
u
v

ω
 

=  
 

 

定义线性算子 1:L H Hλ → 是一个关于 λ 的线性全连续场，有 

( )1 1 1

2 1 2

,
d u u v f u u

L
d v r v r uλ

χ
ω

′∆ − ∆ + 
=  ∆ − + 

 其中
( )1 1 1

2 2 1

.
d f u I u

L
r I d r Iλ

χ′∆ + − ∆ 
=  ∆ − 

 

定义 1:G H H→ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )2 3
1 1

1 1
.2 6

0

f u u f u u u v
G

χ
ω

 ′′ ′′′+ − ∇ ⋅ ∇ =   
 

                    (3.18) 

则系统(3.1)可以写为以下抽象算子形式 

( )

( )

d ,
d

0 .

w L w G w
t

w

λ

φ

 = +

 =

                                (3.19) 

其中 ( )T
1 1,u u v vφ = − − 。 

依据线性全连续场的谱理论，设 ke 和 kρ 为 −∆ 的本征值和本征函数，并满足 Neumann 边界条件 

,

0.

k k k

k

n

φ ρ φ
φ

−∆ =


∂
= ∂

 

其中， 
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2 2

2 , ,

cos , .

k

k

k k
L

k x k
L

ρ

φ

π

π


= ∈


 = ∈





 

Lλ 对应的离散矩阵为 

( )1 1 1

2 2 1

,k k
k

k

d f u u
M

r d r
ρ χ ρ

ρ
′ − + 

=  − − 
                          (3.20) 

记 Lλ  (1.3)的特征值为 ( )1,2ki iβ = ，特征值满足矩阵方程 

0k kI Mβ − =  

即 

( )1 1 1

2 2 1

0k k k

k k

d f u u
r d r

β ρ χ ρ
β ρ

′+ − −
=

− + +
                         (3.21) 

由(3.21)展开行列式得 

( )( )( )1 1 2 1 1 2 0.k k kd f u d r u rβ ρ β ρ χ ρ′+ − + + − =  

将上式展开为 

( )( ) ( )( )( )2
1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 0.k k k k kd d r f u d f u d r u rβ ρ ρ β ρ ρ χ ρ′ ′+ + + − + − + − =  

令 

( )
( )( )( )

1 2 1 1

1 1 2 1 1 2

,

.
k k k

k k k k

T d d r f u

D d f u d r u r

ρ ρ

ρ ρ χ ρ

′= + + −

′= − + −
 

则方程化为 
2 0.k kT Dβ β+ + =  

可得特征值为 
2 2

1 2

4 4
, 0.

2 2
k k k k k k

k k

T T D T T D
β β

− + − − − −
=     = <  

由 ( )1,2ki iβ = ，可得特征向量 ( )1,2kie i = 为 

( ) ( )T T
1 1 2 21, , 1, .k k k ke Q e Qφ φ=     =                           (3.22) 

其中 2

2 1

, 1, 2i
ki k

rQ i
d rβ ρ

= =
+ +

。 

依据特征向量 ie 求共轭向量 *
ie ，将 kM 进行转置 

( )1 1 2T

1 2 1

,k
k

k k

d f u r
M

u d r
ρ
χ ρ ρ

′ − + 
=  − − 

 

共轭特征值满足矩阵方程 
* T 0,k kI Mβ − =  

即 
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( )*
1 1 2

*
1 2 1

0,k k

k k k

d f u r
u d r

β ρ
χ ρ β ρ

′+ − −
=

− + +
                        (3.23) 

由(3.23)，可得共轭特征值为 
* *
1 1 2 2, ,k k k kβ β β β=     =  

共轭特征向量 ( )* 1, 2kie i = 为 

( ) ( )T T* *
1 1 2 2,1 , ,1 .k k k ke P e Pφ φ=     =                            (3.24) 

其中 2 1

1

, 1, 2ki k
i

k

d r
P i

u
β ρ

χ ρ
+ +

= = 。 

令 11 0β = ，得临界条件 

( )( )( )1 1 2 1 1 2 0.k k kd f u d r u rρ ρ χ ρ′− + − =  

选择 1d 为控制参数，并记为 λ ，解得 

( )1 1 2

2 1k k

f u u r
d r

χ
λ

ρ ρ
′

= +
+

 

取 1k = 为最先穿越的模态，得临界扩散系数为 

( )1 1 2

1 2 1 1
c

f u u r
d r

χ
λ

ρ ρ
′

= +
+

 

其中
22

2 2 1 3
1 12

3

4
,

2
b b b b

u
bL

ρ
+ +

=
π

= 。 

若强度满足 

( )( )1 2 1 1

1 2 1

,
f u d r

r u
ρ

χ
ρ

′− +
>  

则随着 λ 的变化，有如下 PES 条件成立 

( )

( )
( )

11

1

2

0, ,
0, ,
0, ,

0, 1, 2,3,

0, .

c

c

c

k c

k c

k k

k

λ λ
β λ λ λ

λ λ

β λ

β λ +

<    >
=    =
>    <
<    ≠ =

<    ∀ ∈





                            (3.25) 

引理 3.2 当 cλ λ= 时，系统在 ( )1 1,u v 点处满足 PES 条件，则该模型在 ( )1 1,u v 点处会发生动态跃迁。 
定理 3.2 动态跃迁理论分析 

若 PES 条件成立，则系统满足如下结论： 
1) 当 cλ λ> 时，系统在 ( )1 1,u v 点是渐近稳定的。 
2) 当 cλ λ= 时，系统在 ( )1 1,u v 点失去稳定性，发生动态跃迁。 
3) 当 cλ λ< 时，系统在 ( )1 1,u v 点处分歧出两个对称的奇点： 

( )11
11 11

3

,e
b PM

β
ω ο β± = ± +  
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其中 4
1 dM xφ

Ω
= ∫ ， 2 1 1

1 1

d rP
u
ρ

χ ρ
+

= 。 

证明 3.2 我们分成下面三步来进行证明。 
第一步：空间分解 
空间 H 和 1H 可被分解为 1E 和 2E  

( )2
1 2 1 1 2, .H L E E H E E= Ω = ⊕    = ⊕                          (3.26) 

其中， 

{ } ( ){ }1 11 2 1 2span , span 1 , .k kE e E e k e=    = ≠  

则在 cλ λ= 附近，系统(3.1)的解可表示为 

1 2 ,ω ω ω= +                                    (3.27) 

其中， 

1 11 11 1 2 1 1 2 2 2
1 1

, .k k k k
k k

x e E x e x e Eω ω
∞ ∞

≠ =

= ∈    = + ∈∑ ∑  

第二步：方程约化 
对方程(3.1)有 

1 2 11 11 1 1 2 2
1 1

11 11 1 1 2 2
1 1

11 11 11 1 1 1 2 2 2
1 1

,

.

k k k k
k k

k k k k
k k

k k k k k k
k k

u
x e x e x e

v

L x L e L x e x e

x e x e x e

λ λ λ

ω ω ω

ω

β β β

∞ ∞

≠ =

∞ ∞

≠ =

∞ ∞

≠ =

 
= = + = + + 

 
 = + + 
 

       = + +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

                      (3.28) 

接下来计算 ( )11 11G x e  

( ) ( ) ( ) ( )2 3
11 1 1

11 11 11
1 1 11

1 11
, ,2 6

0
k k

x f u u f u u u v
x e x G w

Q Q x
χ

φ φ
 ′′ ′′′+ − ∇ ⋅ ∇     = = =           

 

可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3
1 11 1 11 11 1 11

11 11

1 1
.2 6

0

k k k kf u x f u x x Q x
G x e

φ φ χ φ φ ′′ ′′′+ − ∇ ⋅ ∇ =   
 

 

由(2.1)，得出如下约化方程 

( )d , .
d

L G
t λ
ω ω ω λ= +                                 (3.29) 

并对约化方程(3.29) (3.15)两端同时与 ( )T*
11 1 1,1e P φ= 作内积可以得到 

( )* * *
11 11 11

d , , , , .
d

e L e G e
t λ
ω ω ω λ= +  

化简得 
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( )

( )

*11
11 11 11 11 11

3 3
11 11 3 11 11

d
,

d
.

x x G x e e
t

x b PMx x

β

β ο

= +

= − +
                           (3.30) 

其中 4
1 dM xφ

Ω
= ∫ ， 2 1 1

1 1

d rP
u
ρ

χ ρ
+

= 。 

第三步：分歧分析 
对系统(3.30) (3.16)进行求解，令 

3
11 11 3 11 0.x b PMxβ − =  

解得 

11
11

3

.x
b PM

β
= ±  

显然，当 cλ λ< 时，系统分歧出两个对称的奇点 

( )11
11

3

.x
b PM

β
ο β± = ± +  

从而原系统分歧出的平衡点为 

( ) ( )11
11 11 11 11

3

,x e e
b PM

β
ω ο β ο β± ±= + = ± +  

为系统(3.1)分歧出的奇点，且ω± 的稳定性与 x± 的稳定性相同。 

4. 总结 

本文研究了一类带有三次多项式生长源项 ( ) 2 3
1 2 3f u b u b u b u= + − 的二元细胞趋化系统在齐次

Neumann 边界条件下的稳定性与动态跃迁问题，其中着重讨论趋化系数 0χ ≠ 的一般情形。该源项能够刻

画具有 Allee 效应的种群增长行为，较经典的 Logistic 源更适用于描述低密度下种群增长受抑制的生态学

现象。在保留趋化交叉项的假设下，本文利用线性全连续场谱理论和中心流形约化方法，系统分析了系

统两个常数稳态解——零平衡点 ( )0,0 和正平衡点 ( )1 1,u v 的线性稳定性和动态跃迁行为。研究发现，以细

胞扩散系数 1d 作为控制参数时，零平衡点处由于趋化项线性化后为零，仍存在特征值实部发生正负穿越

的 PES 条件，当控制参数穿过临界值 1 1c bλ ρ= 时系统发生连续性动态跃迁，分歧出一对对称的非平凡

稳态解。对于正平衡点，趋化项的引入使得线性化矩阵产生非对角耦合项，临界阈值由源项导数与趋化

效应共同决定，即使源项导数为负，足够强的趋化作用仍可诱发扩散驱动的失稳现象，从而丰富了系统

的动力学行为。该研究为理解具有 Allee 效应的趋化系统提供了理论依据，所采用的方法也可推广至其他

反应扩散系统的稳定性分析。 
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