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摘  要 

Z-互补序列因在准同步通信中能够有效的抑制多址干扰和符号间干扰且具有低峰均包络功率比的优势，

使其成为通信信号、雷达、信道估计等领域的重要研究对象。针对现有Z-互补序列长度受限和灵活性不

足问题，本文提出了一种新型长度的序列构造。该构造方法是基于广义布尔函数，对已有序列采取迭代

插入操作，从而得到序列长度为2m + 7、零相关区宽度为2m − 1 + 4的II型Z-最优互补序列。本文的研究丰

富了Z-互补序列在长度灵活性方面的构造，在理论意义和工程应用方面具有一定的价值。 
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Abstract 
Owing to their advantages in effectively suppressing multiple access interference and inter-symbol 
interference in quasi-synchronous communications, as well as possessing low peak-to-average 
power ratio, Z-complementary sequences have become important research objects in fields such as 
communication signals, radar, and channel estimation. Aiming at the problems of limited length and 
insufficient flexibility of existing Z-complementary sequences, this paper proposes a construction 
of sequences with novel lengths. Based on generalized Boolean functions, the proposed method per-
forms iterative insertion operations on existing sequences, so as to obtain Type-II Z-optimal com-
plementary sequences with sequence length 2m + 7 and zero correlation zone width 2m − 1 + 4. In this 
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paper, the research enriches the construction of Z-complementary sequences in terms of length 
flexibility, and has certain theoretical significance and engineering application value. 
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1. 引言 

Golay 在 1951 年的静态多狭缝原理研究中，为了更好地提升光谱检测效率以及抑制非目标波长干扰，

首次提出了互补序列的概念[1]，并于 1961 年系统性地互补序列理论进行了完善，确立了其定义、性质、

构造方法及其存在性，为之后在通信、雷达、信号处理方面的研究奠定了理论基础，具有一定的历史里

程碑意义。但其研究存在一定的局限性，在长度方面具有严格的要求，其必须满足 2 10 26N α β γ= 且为偶

数，对于奇数长度以及许多常用的偶数长度是不支持的[2]。 
2007 年，Fan 等人针对传统的 Golay 互补序列长度受限问题进行了研究，提出了 Z-互补序列，将全

域理想自相关约束放宽至零相关区内为零，覆盖了奇数和更多的偶数长度，极大的突破了长度限制[3]。
Fan 等人还提出了新的系统化构造方法并给出了奇数和偶数的最大零相关区宽度的猜想，为信道估计、

雷达波形设计、准同步系统等工程应用提供了更灵活的序列方案[3]。针对传统的 Golay 互补序列对多普

勒频移极度敏感与非零多普勒距离下旁瓣急剧升高问题，Pezeshki 等人于 2008 年提出了抗多普勒 Golay
互补波形，其兼顾了单通道与全极化雷达场景，工程实用性强[4]。2014 年，Liu 等人根据零相关区的位

置对 Z-互补序列进行了细分，将其分为 I 型 Z-互补序列和 II 型 Z-互补序列；同时也根据零相关区外非周

期自相关和将互补序列分为了 Z-最优和最优[5]。此外，Liu 等人还将广义布尔函数与插入、删除法相结

合，分别得到了长度为 2 1m + 的最优 I 型、最优 II 型的 Z-互补序列和长度为 2 1m − 的最优 II 型 Z-互补序

列[5]。 
2017 年，A. R. Adhikary 等人在 Liu 等人的工作基础上，将 Turyn 构造法与插入法进行结合，得到长

度为 2 10 26 1α β γ + 的最优 Z-互补序列[6]。同年，Chen 等人基于广义布尔函数构造出了一类零相关区宽度

大且可同时生成奇数长度与偶数长度的互补序列[7]。2019 年，Shen 等人利用由广义布尔函数构造得到的

Golay-Davis-Jedwab (GDJ)序列并结合插入法，得到了一类 II 型 Z-最优奇数长度为 2 3m + 的 Z-互补序列

[8]；Gu 等人提出了一种全新的偶数长度 Z-互补序列的系统构造方法。2020 年，Palash Sarkar 等人将 A. 
R. Adhikary 等人关于 Z-互补序列的思想推广到了 Z-互补码集，构造出了长度为 2 2m + 的最优 Z-互补码

集[9]；A. R. Adhikary 等人利用 Turyn 法构造出的长度为 2 10 26α β γ 二进制 Golay 互补对，对其进行适当

的插入操作得到了长度为10 1β + 、 26 1γ + 、10 26 1β γ + 的最优 II 型 Z-互补序列对[10]；Zeng 等人证明了

序列长度大于 3 的 II 型 Z-互补序列对的存在，并对二进制的 Golay 互补序列对进行插入和删除操作，构

造出了 II 型奇数长度最优或 Z-最优的 Z-互补序列对[11]；基于广义布尔函数，A. R. Adhikary 等人提出了

一类 q 元偶数长度 Z-互补序列对的构造方法，其长度为 12 2m− + 、零相关区宽度为 ( )322 2 1mm π −− + + ( m 为

正整数，π 是 2m − 个变量上的置换) [12]。 
2021 年，Huang 等人提出了一种基于广义布尔函数的二元交叉 Z-互补序列对的构造方法，得到了长
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度为 1 12 2m v− ++ 的序列，将其零相关区所占比例提升至 2/3 [13]；Yu 等人以长度为 N 的传统 Golay 互补序

列为基本单位，对其进行不同形式的级联得到 8 类 Z-互补对，其中零相关区比例最高可达 6/7 [14]；Gu
等人基于级联和迭代思想，提出了递归构造框架，系统地构造出了 2 1N ± 奇数长度以及3N 、14N 等新型

偶数长度的最优 II 型 Z-互补序列对[15]。2022 年，Peng 等人揭示了多次级联与克罗内克积之间的等价关

系，通过引入 Z-最优的种子序列，生成了 Z-最优的偶数长度 Z-互补序列对，使其零相关宽度达到 1N − 、

零相关区比率接近 1，显著的提升了抗干扰能力[16]。2023 年，Chen 等人利用级联与迭代插入对 Z-互补

序列进行构造，生成了长度为 2 3N + 的奇数长度 Z-最优 II 型与零相关区比率达 7/8 的 4 4N + 偶数长度的

Z-互补序列对[17]。2025 年，Peter Kazakov 等人设计了一种计算机搜索算法，其目的在于去搜寻长度不

高于 49 的新型最优或次优的 Z-互补序列对[18]。 
本文借助广义布尔函数构造的 GDJ 序列与迭代插入法，构造了一类长度为 2 7m + 、零相关区宽度为

12 4m− + 的 II 型 Z-最优互补序列对。 

2. 预备知识 

定义 1 (非周期相关函数[5])设 ( )0 1 1, , , Na a a −= ⋅⋅ ⋅a 与 ( )0 1 1, , , Nb b b −= ⋅⋅ ⋅b 序列长度为 N ，则非周期相关

函数为： 
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( )
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其中 2
NZ∈a,b ，当 ≠a b 时，上式为 a 与b 的非周期互相关函数，记为 ( )ρ τa,b ；当 a = b 时，上式则为 a

或b的非周期自相关函数，记为 ( )ρ τa 或 ( )ρ τb 。 
定义 2 (I 型 Z-互补序列对[5])对于长度为 N 的序列 ( )0 1 1, , , Na a a −= ⋅⋅ ⋅a 与 ( )0 1 1, , , Nb b b −= ⋅⋅ ⋅b ，若满足

( ) ( ) 0 1Zρ τ ρ τ τ+ = ≤ ≤ −a b ，1 ，则称 ( )a,b 是 I 型 Z-互补序列对。 
定义 3 (II 型 Z-互补序列对[5])对于长度为 N 的序列 ( )0 1 1, , , Na a a −= ⋅⋅ ⋅a 与 ( )0 1 1, , , Nb b b −= ⋅⋅ ⋅b ，若满足

( ) ( ) 0 1 1N Z Nρ τ ρ τ τ+ = − + ≤ ≤ −a b ， ，则称 ( )a,b 是 II 型 Z-互补序列对。 
引理 1 [5]：对于长度为 N 的序列 ( )0 1 1, , , Na a a −= ⋅⋅ ⋅a 与 ( )0 1 1, , , Nb b b −= ⋅⋅ ⋅b ，当 N 为奇数时， ( )a,b 的 

零相关区宽度最大为
1

2
N +

，即
1

2
NZ +

≤ 。 

定义 4 (Z-最优 I 型或 II 型互补序列对[8])当 I 型或 II 型奇数长度的互补序列 ( )a,b ，满足
1

2
NZ +

=  

时，便称其为 Z-最优 I 型或 II 型奇数长度 Z-互补序列对。 

定义 5 (最优 I 型或 II 型互补序列对[8])当 I 型或 II 型奇数长度的互补序列 ( )a,b ，在满足
1

2
NZ +

=

条件下，还满足
1( ) ( ) 2

2
Nρ τ ρ τ τ −

+ = ≤ ≤a b ，1 ，便称其为最优 I 型或 II 型奇数长度 Z-互补序列对。 

3. 新型 Z-互补序列对的构造 

3.1. 广义布尔函数与 Golay-Davis-Jedwab 序列 

对于 ( )1 2 2, , , m
mx x x Z= ⋅⋅⋅ ∈x ，定义 q 进制广义布尔函数 ( )f x 是 f 在 2

m
qZ Z→ 上的一个映射。设整数

( )1 2, , , mi i i= ⋅⋅⋅i 是二进制向量，对于给定的广义布尔函数 ( )f x ，定义： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 1
, , , 0,0, ,0 , 1,0, ,0 , 1,1,0, ,0 , , 1,1, ,1mf f f f f f f

−
= ⋅⋅ ⋅ = ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅f  
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其中 1

1
2

m
k

k
k

i i −

=

= ∑ ， ( )1 2, , ,i mf f i i i= ⋅⋅⋅ 。 

引理 2 (Golay-Davis-Jedwab 序列[5])设： 

( ) ( ) ( )

1

1
1 1

m m

k kk k
k k

f x x c xπ π

−

+
= =

= +∑ ∑x  

对于序列 ( )0 1 2 1
, , , mg g g

−
= ⋅⋅ ⋅g 与 ( )0 1 2 1

, , , mh h h
−

= ⋅⋅ ⋅h ，如果满足： c= + ⋅g f 1； ( )1 cπ ′= + + ⋅h f x 1，则

( )g,h 是长度为 2m 的 Golay 互补序列对，也称其为 Golay-Davis-Jedwab 序列。 

其中， 2kc Z∈ 且π 是集合 }{1,2, , m⋅ ⋅ ⋅ 上的一个置换， 2,c c Z′∈ 。 

3.2. 迭代插入函数 

设 ( )0 1 1, , , Na a a −= ⋅⋅ ⋅a 是长度为 N 的序列向量， ( )0 1 1, , , Sr r r −= ⋅⋅ ⋅r 是长度为 S 的位置向量，

( )0 1 1, , , Sx x x −= ⋅⋅ ⋅x 是元素向量。迭代插入函数[8]定义如下： 
第 0 次迭代： ( ) ( )0 1 1 1 1

0 0 0 0 1, , , , Nr x a a a= = ⋅⋅⋅I a , a  

第 1 次迭代： ( ) ( )1 2 2 2 2
1 1 1 0 1 1, , , , Nr x a a a += = ⋅⋅⋅I a , a  

第 1i − 次迭代： ( ) ( )1
1 0 1 1, , , ,i i i i i

i i i N ir x a a a−
− + −= = ⋅⋅⋅I a , a  

第 i 次迭代： ( )
( )
( )
( )

0 1 1

0 1 1

0 1 1

, , , , , 0

, , , , , ,

, , , , , , , 1 1
i i
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i N i i
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 ⋅⋅ ⋅ =

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
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I a ,

 

 

 

 

其中， ( ) ( )0 0 0 0
0 1 1 0 1 1, , , , , ,N Na a a a a a− −= ⋅⋅ ⋅ = ⋅⋅ ⋅ =a a 且1 1i S≤ ≤ − 。 ( )iI a,r, x 是第 i 次迭代的插入函数，在

第 i 次迭代中生成长度为 1N i+ + 的序列；当 0i = 时，则为基本插入函数。 

3.3. 构造 II 型奇数长度 Z-互补序列 

定理 1：设 ( ),g h 是由引理 2 生成的 GDJ 序列， ( )0 1 6, , ,r r r= ⋅⋅⋅r 表示 x 与 y 的插入位置，

( )1 2 7, , ,d d d= ⋅⋅⋅x 与 ( )1 2 7, , ,d d d′ ′ ′= ⋅⋅ ⋅y 表示插入的元素向量，若 ( )6 , ,=a I g r x 且 ( )6 , ,=b I h r y ，并满足表 1
情况，则 ( ),a b 是 ( )12 7,2 4m m−+ + 的 II 型 Z-最优互补序列对。 

根据广义布尔函数的定义，我们有 ( )
1

1

0 1 2 1
1 2 2 1

m

m m m

τ
τ

τ

−

−

 ≤ ≤ −= 
≤ ≤ −

 ， 

 ， 
。由于类似位置时延分类相同且证明 

过程相似，故本文只对表 1 中的情况 1、3、6 进行详细证明，剩余情况省略(情况 2 与情况 1 类似；情况

4、5 与情况 3 类似；情况 7、8 与情况 6 类似)。具体证明如下： 
情况 1： 
当 12 4 2m mτ− + ≤ ≤ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 2 2 3 1 4 52 2 1

6 7 1 3 2 22 2 2 3

3 1 4 5 6 72 2 1 2 2 2 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

m mt t

m mt t

m m m m

d g d g d g d g d g

d g d g d h d h

d h d h d h d h d h

τ τ τ

τ τ

τ τ τ τ τ

ρ τ ρ τ ρ τ

ρ τ

− − − − − +

− −− + − +

− − − + − + − +

+ + + + +

′ ′+ + + +

′ ′ ′ ′ ′+ + + + +

+ = + − + − + − + − + −

+ − + − + + − + −

+ − + − + − + − + −

a b g

h  

当 2 1mτ = + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 0 6 1 7 22 2 2 11 1 1 1 1 1m md g d g d d d g d g d gρ τ ρ τ − −
+ + + + + ++ = − + − + − + − + − + −a b  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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当 2 2mτ = + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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当 2 3mτ = + 时，有 
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当 2 4mτ = + 时，有 
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′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +

+ = − + − + − + − + − + −

   = − + − + − + − + − + −   

a b
 

当 2 5mτ = + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 6 2 7 1 6 2 7

1 6 1 6 2 7 2 7

1 1 1 1

1 1 1 1

d d d d d d d d

d d d d d d d d

ρ τ ρ τ
′ ′ ′ ′+ + + +

′ ′ ′ ′+ + + +

+ = − + − + − + −

   = − + − + − + −   

a b
 

当 2 6mτ = + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 7 1 71 1d d d dρ τ ρ τ
′ ′+ +

+ = − + −a b  

对于 12 4 2 6m mτ− + ≤ ≤ + ，当其满足

( )

( )
( )

1

mod 2 1,2,3
1 mod 2 4,5,6,7

i i

j j

m

d d c c i
d d c c j

π =
 ′ ′+ ≡ − =
 ′ ′+ ≡ − + =

， 

， 

时，有 ( ) ( ) 0ρ τ ρ τ+ =a b ，

由此结论得证。 
情况 3： 
当 12 4mτ −= + 时，有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 5 3 7 1 5 3 7

0 6 2 0 6 2 0 12 1 2 1 2 1

1 0 1 12 1 2 2 1 2 1 2

'
1 5 1 5 3 7 3 7

1

1 1 1

5 5 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

m m m

m m m m m

d d d d d d d d

g d g d h d h d g g

g g h h h h

d d d d d d d d

ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ
−− − −

− − −− − −

′ ′ ′ ′+ + + +

′ ′+ + + + + +

+ + + + + +

′ ′ ′+ + + +

+ = − + − + − + − + − + −

+ − + − + − + − + −

+ − + − + −

 = − + − + − + −  

a b g h

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 6 6 1 2 1

2 2 1

0

2 1

1 1 1 1

1 1

m

m

g d d c c g

d d c c

π

π

−
′ ′+ + −

′ ′+ − + −




 + − × − + − + − 
 × − + −  

 

当 12 5mτ −= + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

7
1 6 2 7 1 2 7

1 6 1 6 2 7 2 7

5 5 1 1 1 1

1 1 1 1

d d d d d d d d

d d d d d d d d

ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ
′ ′ ′ ′+ + + +

′ ′ ′ ′+ + + +

+ = − + − + − + − + − + −

   = − + − + − + −   

a b g h
 

当 12 6 2 5m mτ− + ≤ ≤ + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 6 7 1 6 72 5 2 5

6 1 1 1 2 5

7 7 1

( 6)

2 5

5 1 1 ( 5) 1 1

1 1 1 1

1 1

m mt

m

m

d g d g d h d h

g d d c c g

d d c c

τ τ τ

τ π τ

π

τ

τ

ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ− −− + − +

− − +

′ ′+ + + +

′ ′+ − + −

′ ′+ − + + −

+ = − + − + − + − + − + −

 = − × − + − + − 
 × − + −  

a b g h

 

当 2 6mτ = + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 7 1 71 1d d d dρ τ ρ τ
′ ′+ ++ = − + −a b  

对于 12 4 2 6m mτ− + ≤ ≤ + ，当其满足

( )

( )
( )

1

mod 2 1,2,3
1 mod 2 5,6,7

i i

j j

m

d d c c i
d d c c j

π =
 ′ ′+ ≡ − =
 ′ ′+ ≡ − + =

， 

， 

时，有 ( ) ( ) 0ρ τ ρ τ+ =a b ，

由此结论得证。 
情况 6： 
当 12 4mτ −= + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 5 0 5 1 6 1 6

2 1 2 1 3 33 2 2 3 2 2 2 1 2 1

2 7 2 7 2 22 1 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 02 3 2 1 2 3 2 1

g g

1

6 6 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

m m m m

m m m m

m m m m

d h d d h d

g d h d g d h d

g d h d d g d h

g g h h g

ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ
− −× − × − − −

− −+ + − −

− − − −× − × −

′ ′+ + + +

′ ′+ + + +

′ ′+ + + +

+ + +

+ = − + − + − + − + − + −

+ − + − + − + −

+ − + − + − + −

+ − + − + −

a b g h

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

12 2

0 1 1 1 1 12 2 2 1 2 1

2 22 2 2 2 2 1 3 2 12 3 2 2 2 3 2 2

2 2 1 12 1 3 2 1 2 2 2 2 2 2

1 12 1 2 1 2

1 1 1

11 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 ( 1)

1 1 1

1 1

m

m m m

m mm m m m

m m m m m m

m m m

g

h h g g h h

g gg g h h

h h g g h h

g g h

− −

− − −− − −

− −− − − − + × −× − × −

− − − −+ × − − −

− −+ − +

+

+ + + + + +

+ ++ + + +

+ + + + + +

+ + +

+ − + − + −

+ − + − + −

+ − + − + −

+ − + − 1 2 1mh
−

+

 

当 12 5mτ −= + 时，有 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

0 6 0 6

2 1 2 1 2 7 2 73 2 1 3 2 1 2 2

2 2 0 1 0 12 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 22 3 2 1 2 3 2 1

23 2 1

g

1 1

1 1

( 6) ( 6) 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1

m m m m

m m m m

m m m m

m

d h d

g d h d g d h d

d g d h g g h h

g g h h

g

ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ
− − − −× − × −

− −− − − −

− − − −× − × −

−× −

′+ +

′ ′+ + + +

′+ + + + + +

+ + + +

+ = − + − + − + −

+ − + − + − + −

+ − + − + − + −

+ − + −

= − ×

a b g h

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
1 1 1

2
2 7 72 1

2 2 0 6 6 12 1 1

0 5 1 6 61 15

3

3 2 1

2

2 1 0

0 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 ( 1) 1 1 1 1

1

m

m
m

m
m

d d c c

g d d c c

g d d c c g d d c c

g d c c g d d c cd

g

π

π

ππ

π π

−

−
−

−

′ ′+ × − + −

′ ′+ + −

′ ′ ′ ′+ − + − + + −

′ ′ ′ ′+ + − + + −

 − + −  
 + − × − + −  
   + − × − + − + − × − + −    

   = − × − + − + − × − + −   

+ − ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 1 12 2 1

2
2 7 72 1 1

2 22 2 1

3 32 1 1

3 2 2

2 1

2 2

2 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

m
m

m
m

m
m

m
m

d d c c

g d d c c

g d d c c

g d d c c

π

π

π

π

−
−× −

−
− +

−

−

′ ′+ × − + −

′ ′+ + + −

′ ′+ − + −

′ ′+ − + −

 × − + −  
 + − × − + −  
 + − × − + −  
 + − × − + −  

 

当 12 6mτ −= + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 7 1 7

1 7 1 7

6 6 1 1

1 1

d d d d

d d d d

ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ
′ ′+ +

′ ′+ +

+ = − + − + − + −

 = − + − 

a b g h
 

当 1 22 7 3 2 6m mτ− −+ ≤ ≤ × + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

22 7

2
1 1

2
2 7 73 2 6

2 2
7 7

2 2

6

2

2 7

(3 2 6)

2 1 2 1

3 2 7 3 2 7

3 2

6 6 1

1 1

1 1 1

1 1

1

m

m

m
m

m m
i i i i

m m

i i

m

g

d d c c

g d d c c

g g h h

i i

g g

i

τ

τ

τ τ

τ

τ

τ

τ τ

ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ − + −

−

−
−× − +

− −

+ − + −

− −

+ −

−

′ ′+ + − + −

′ ′+ × − + + −

− −
+ +

= × − + = × − +

+

= × −

+ = − + − + −

 − + −  
 + − − + −  

 
+ − + − 
  

− −

∑ ∑

a b g h

( )
2 2

6

2

2 1 2 1

6 3 2 6

1
m m

i i

m

h h

i

τ

τ τ

− −

+ −

−

− −
+

+ = × − +

 
+ − 

  
∑ ∑

 

当 23 2 7 2 6m mτ−× + ≤ ≤ + 时，有 

( ) ( ) ( 7) ( 7)ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ+ = − + −a b g h  

对于 12 4 2 6m mτ− + ≤ ≤ + ，当其满足

( )

( )
( )

1

mod 2 1,2,3
1 mod 2 5,6,7

i i

j j

m

d d c c i
d d c c j

π =
 ′ ′+ ≡ − =
 ′ ′+ ≡ − + =

， 

， 

时，有 ( ) ( ) 0ρ τ ρ τ+ =a b ，
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由此结论得证。 
 

Table 1. Insertion positions and conditions for complementary sequence pairs of length 2m + 7  
表 1. 长度为 2m + 7 互补序列对的插入位置与条件 

情况 r  条件 

1 ( )0,1, 2, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6m m m m+ + + +  
( )

( )
( )

1

1, 2,3

1 4,5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

2 ( )0,1, 2,3, 2 4, 2 5, 2 6m m m+ + +  
( )

( )
( )

1

1, 2,3, 4

1 5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

3 ( )1 1 1 1 10, 2 1, 2 2, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6m m m m m m− − − − −+ + + + + +  
( )

( )
( )

1

1, 2,3

1 5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

4 ( )1 1 10,1, 2 2, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6m m m m m− − −+ + + + +  
( )

( )
( )

1

1, 2,3

1 5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

5 ( )10,1, 2, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6m m m m− + + + +  
( )

( )
( )

1

1, 2,3

1 5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

6 ( )1 1 1 1 1 1 22 , 2 1, 2 2, 2 3, 2 4, 2 5,3 2 6m m m m m m m− − − − − − −+ + + + + × +  
( )

( )
( )

1

1, 2,3

1 5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

7 ( )2 2 1 1 1 2 2
2 , 2 1, 2 2, 2 3, 2 4, 3 2 5, 3 2 6

m m m m m m m− − − − − − −
+ + + + × + × +  

( )

( )
( )

1

1, 2,3

1 5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

8 ( )2 2 2 1 2 2 22 ,2 1,2 2,22 3,3 22 4,3 2 5,3 22 6m m m m m m m− − − − − − −+ + + × + × + × +  
( )

( )
( )

1

1, 2,3

1 5, 6, 7

mod 2
mod 2

i i

j j

m

d d c c i

d d c c j

π =

′ ′+ ≡ − =

′ ′+ ≡ − + =

，  

，

 

 
由上述可说明本文构造出了长度为 2 7m + 、零相关区宽度为 12 4m− + 的 II 型 Z-最优互补序列对。 

4. 实例与结论 

4.1. 实例 

令 3m = ， ( ) ( )1 2 3, , , , 0,0,1,0,0c c c c c′ = 且 ( )3,1,2π = ，利用引理 2 得到互补序列 ( )a,b ： 

( )01000001=a ， ( )01001110=b  
对于插入向量 ( )0000000=x 与 ( )0001111=y ，根据表 1 中第 1 种情况进行插入，有： 

6 ( , , ) (000010000010000)= =g I a r x ， 6 ( , , ) (000010011101111)= =h I b r y ； 
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( ) ( )14
0 15,6,5, 4,3,6,9, 4,3, 2,1,4,3, 2,1τ

τρ τ =
= =g ； ( ) ( )14

0 15, 4,1, 2,3, 4, 3, 2, 3, 2, 1, 4, 3, 2, 1τ
τρ τ =
= = − − − − − − − − −h ； 

( ) ( )( ) ( )14
0 30,10,6,6,6,10,6,2,0,0,0,0,0,0,0τ

τρ τ ρ τ =
=+ =g h  

根据表 1 中第 6 种情况进行插入，有： 

( ) ( )6 , , 010000000000001′ = =g I a r x ， ( ) ( )6 , , 010000011111110′ = =h I b r y ； 

( ) ( )14
0 15,8,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0, 1,2, 1g

τ
τρ τ =

′ = = − − ； 

( ) ( )14
0 15,6,5,2, 1, 4, 3, 6, 3, 2, 1,0,1, 2,1τ

τρ τ =
′ = = − − − − − − − −h ； 

( ) ( )( ) ( )14
0 30,14,14,10,6,2,2, 2,0,0,0,0,0,0,0g

τ
τρ τ ρ τ =

′ ′ =+ = −h  

根据上述 ( ),g h 与 ( ),′ ′g h 的非周期自相关和可以看出零的个数都为 7，而零相关区宽度为零的个数再

加一，所以其零相关区宽度为 8；再结合定义 4 可得，( , )g h 与 ( ),′ ′g h 是长度为 15、零相关区宽度为 8 的

II 型 Z-最优互补序列对。 

4.2. 结论 

本文基于广义布尔函数构造出的GDJ互补序列，利用迭代插入函数在构造出的序列上进行插入操作，

得到了新长度 II 型 Z-最优互补序列对。在现有的文献中，未涉及长度为 2 7m + 的探究，本文在序列长度

灵活方面具有一定新颖性。在长度为 2m 的序列的特定位置插入 7 个码元，可得到长度为 2 7m + 、零相关

区宽度为 12 4m− + 奇数长度 II 型 Z-最优互补序列对。后续研究可以结合级联探讨是否存在其他奇数长度

的最优或 Z-最优的 I 型或 II 型 Z-互补序列，进而扩大序列长度的灵活性。 
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