
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(10), 169-179 
Published Online October 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510405  

文章引用: 项盼. 基于熵压缩方法的广义无圈边染色[J]. 应用数学进展, 2026, 15(10): 169-179.  
DOI: 10.12677/aam.2026.1510405 

 
 

基于熵压缩方法的广义无圈边染色 
项  盼 

浙江师范大学数学科学学院，浙江 金华 
 
收稿日期：2026年9月17日；录用日期：2026年10月11日；发布日期：2026年10月20日 

 
 

 
摘  要 

图G 的无圈边染色是一种正常边染色，且染色中不存在双色圈。图G 的广义无圈边染色是在无圈边染色

基础上进一步要求不存在双色路。本文借助洛瓦兹(Lovász)局部引理(LLL)与熵压缩方法，得到：对最大

度为 ∆ 的任意图G ，当 ∆ 充分大时，其广义无圈边色数上界为 ( )( )  
  
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−1− −− −−2− − ∆ + ∆  (其中

k 为图G 中路的长度)，该结果为广义无圈边染色问题提供了一个更优的上界。 
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Abstract 
The acyclic edge coloring of a graph G  is a proper coloring without bichromatic cycles. The gener-
alized acyclic edge coloring of a graph G  is an acyclic edge coloring without bichromatic paths. 
Based on Lovász Local Lemma (LLL) and the entropy compression method, we concluded that for 
any graph G  with maximum degree ∆ , the generalized acyclic edge chromatic index is at most
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−1− −− −−2− − ∆ + ∆  ( k  is the length of paths in the graph G ) when ∆  is large 
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enough, providing a better upper bound for the generalized acyclic edge coloring problem. 
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1. 引言 

设 ( ),G V E= 为有限简单无向图。正常边染色是给图的边分配颜色，使得任意两条相邻边颜色互不相

同。若图G 中一个圈的各边可用恰好两种不同的颜色完成正常染色，则称该圈为双色圈。因此，G 的不

含双色圈的正常边染色，就称为G 的无圈边染色。完成该染色所需的最少颜色数称为图 G 的无圈边色数，

记为 ( )a G′ 。无圈染色的概念由 Grünbaum [1]提出，后被 Fiamčík [2]推广到边染色，并且 Fiamčík [2]与
Alon [3]各自独立提出了一个著名猜想：任意图的无圈边色数的上界为 2∆ + 。 

猜想 1. 对任意最大度为∆的图G ，有 ( ) 2a G′ ≤ ∆ + 。 
Lovász 局部引理(LLL)由 Lovász [4]于 1975 年提出，它是证明一系列“坏事件”全部不发生的概率严

格大于 0 的强大的概率工具，以此保证满足预定条件的结构的存在性。1991 年，Alon、McDiarmid 与 Reed 
[3]首次将 LLL 用于图染色，证明了存在常数C，使得对任意图G 均有 ( )a G C′ ≤ ∆成立。2010 年，Moser
与 Tardos [5]设计了 LLL 的算法化版本，即后来广为人知的熵压缩方法。随后，Esperet 与 Parreau [6]将
该方法应用于无圈边染色问题。他们证明了：当 ∆足够大时，无圈边色数的通用上界可改进为 4 4∆ − 。之

后，Cai、Li 与 Yan [7]运用该方法证明了：一般图G 的退化星色数(既是退化染色又是星染色的染色) 

的上界为
3
219 5

6
 

∆ + ∆ 
  

。 

关于特殊图类的无圈边染色，目前已有许多结果。Andersen 等人[8]刻画了 3-正则图(cubic graphs)的最优

无圈边染色，得出除两个特例 4K 和 3,3K 外，所有三次图的无圈边色数等于 4；Cranston 等人[9]证明平面图猜

想：当最大度∆充分大时，平面图满足 ( )a Gχ′ = ∆；Basavaraju 等人[10]完全确定无弦图(chordless graphs)的
无圈边色数，得到对无弦图：若 3∆ ≥ ，则 ( )a Gχ′ = ∆；Hegde 等人[11]研究退化图(k-degenerate)无圈边色数

的上界，对 3-退化图证明得到 ( ) 5a Gχ′ ≤ ∆ + ；Anto 等人[12]则证明了猜想 1 对 3-稀疏图(3-sparse graphs)成
立。 

此外，正常边染色的一种更强约束是强边染色，它要求距离至多为 2 的任意两条边都染不同颜色。

这种染色所需的最少颜色数称为强边色数，记作 ( )s Gχ′ 。该概念最早由 Fouquet 与 Jolivet 于 1983 年提出

[13]。关于 ( )s Gχ′ 的上界，核心猜想由 Erdős 与 Nešetřil 于 1989 年提出[14]。 
猜想 2. 若G 是最大度为∆的简单图，则 

( )

2

2

5 ,   
4

5 2 1 ,   
4

s Gχ

 ∆
∆′ ≤ 

∆ − ∆ + ∆

若 是偶数，

若 是奇数。

 

围绕猜想 2，一个重要研究方向是寻找一个不依赖图结构的常数 2C < ，使得 ( ) 2
s G Cχ′ ≤ ∆ 。1997 年，
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Molloy 与 Reed [15]证明了 ( ) ( )( ) 22 1s G oχ′ ≤ + ∆ (更精确地，当∆足够大时，该上界可改进为约 21.998∆ )。
随后，Bonamy、Perrett 与 Postle [16]将该结果进一步改进为 1.835。迄今为止，已知的最佳上界来自 Hurley、
Verclos 与 Kang [17]，他们证明了当 ( )G∆ 足够大时， ( ) ( )21.772s G Gχ′ ≤ ∆ 。 

值得注意的是，不含双色路的边染色是强边染色的一个特例。若我们在G 的正常边染色的基础上额

外要求其同时避免双色圈与双色路，则可得到广义无圈边染色的定义。2015 年，Hou 与 Wu [18]将熵压

缩方法应用于不含双色长路的图的无圈顶点染色。他们证明了：若 5k ≥ 且G 不含长度为 4 的圈，则G 可

以用 ( ) ( )( )1 / 2k kO − −∆ 种颜色实现无圈染色，且不存在 k 个顶点构成的双色路。在本文中，我们通过运用熵压

缩方法，得到了广义无圈边色数的首个上界。 
定理 1. 对任意最大度为∆且同时避免双色圈与双色路的图G ，广义无圈边色数满足上界 

( )( )
1

13 2
222 3 3

2

kk k
kk

kk k
−− −− −−

 − − ∆ + ∆  
， 

其中 k 表示G 中路的长度，且∆足够大。 

2. 算法分析 
为证明定理 1，我们采用反证法。假设存在最大度为 ∆的图 G ，使得它的广义无圈边色数满足

( ) ( )( )
1

13 2
222 3 3

2

kk k
kk

kG k kαχ
−− −− −−

 ′ > − − ∆ + ∆  
，然后我们为 G 构造一个使用 κ 种颜色的染色算法，其中

( )( )
1

13 2
222 3 3

2

kk k
kk

kk kκ
−− −− −−

 = − − ∆ + ∆  
。 

设是图上边集的任意一个全序。对任意边 ( )e E G∈ ，记 ( )N e 为 e 的邻边集合。取长度为 t 的向量

{ }1,2, , tξ κ∈ ⋅⋅⋅ ，其中 t 充分大，满足 ( )t m E G= 。将ξ 作为算法输入，算法输出两项结果： 
1. G 的一个部分无圈染色 ( ) { }: ,1, 2, ,E Gψ κ•→ ⋅⋅⋅ ，其中 •表示该边未被染色； 
2. 一份文本记录文件 R ，在本文其余部分中称之为记录(record)。 

2.1. 算法 

算法 EdgeColoringGamma_G (如下所示)按如下方式运行。由于假设可用颜色少于图的边色数，输

出的边染色ψ 必然是部分染色。记 iψ 表示算法循环执行第 i 步完成后得到的部分染色。 
在第 i 步中，我们从部分染色 1iψ − 出发，按照算法的第 7 行，将颜色 [ ]iξ 赋予给按序下序号最小的

未染色边 e。设 e uv= ，然后我们检查以下三类坏事件是否发生： 
1. 事件 N ：G 中存在边 ux 或 vy  ( , ,x y v u≠ )，其颜色与uv 的颜色相同(算法的第 9 行)； 
2. 事件C ：G 中存在长度为 2l 的双色圈( 1 2 2, , , le e e e= ⋅⋅⋅ ) (算法的第 12 行)； 

3. 事件 P ：G 中存在长度为 k 的双色路，其中 1 2
2

, , , ke e e e 
  

  ∈ ⋅⋅⋅ 
  

 (算法的第 17 行)。 

 
算法 1. EDGECOLORINGGAMMA_G 

输入： ξ  (长度为 t 的向量)； 
输出： ( ), Rψ  

1. 对所有 ( )e E G∈ ，执行 
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续表 

2. ( )eψ •←  

3. 结束循环 
4. R ←新建文件() 
5. 对 1i ← 到 t ： 
6. 取按序最小的未染色边 e  
7. ( )e iψ ξ←     

8. 在 R 中写入“  Color ” 
9. 如果存在 ( )e N e′∈ 满足 ( ) ( )e eψ ψ ′= ，那么 

10. ( )eψ •←  

11. 在 R 中写入“ ,  Uncolor neighbor e′” {正常染色问题} 
12. 否则若 e 属于长度为 ( )2 2l l ≥ 的双色圈，记为 ( )1 2, , le e e= ⋅ ⋅ ⋅ ，那么 

13. 对 1j ← 到 2 2l −  

14. ( )jeψ •←  

15. 结束循环 
16. 在 R 中写入“ ( )1 2,2 , , lUncolor l cycle e e e− = ⋅ ⋅ ⋅ ” {双色圈问题} 

17. 否则若 e 属于长度为 ( )4k k ≥ 的双色路，其中 1 2
2

, , , ke e e e
 
  

  ∈ ⋅ ⋅ ⋅ 
  

，那么 

18. 对 1j ← 到 2k −  

19. ( )jeψ •←  

20. 在 R 中写入“ ( )1, , , kUncolor k path e e e− = ⋅ ⋅ ⋅ ” {双色路问题} 

21. 结束循环 
22. 返回 ( ), Rψ  

2.2. 一一对应关系 

由算法 EdgeColoringGamma_G 生成的任意输出 ( ), Rψ ，其对应的输入向量ξ 可以被唯一确定。设

( ) ( )E i E G⊂ 为在 iψ 中已经被染色的边的集合。此外，我们分别用 ie 、 iR 和 iξ 表示在第 i 步中被处理的

边 e，执行 i 步之后累积得到的记录 iR ，以及输入向量ξ 的前 i 个元素。 
引理 1. 给定 ( ),i iRψ ，可唯一还原对应的 [ ]E i 。 
证明. 由于 iψ 是G 的一个部分κ -边染色，且G 不是κ -可染色的，故 ( ) ( )E i E G⊂ 。这保证了 1iψ + 是

定义良好的。此外，我们还能得到记录 R 恰好包含 t 行“Color ”记录。由此容易看出， iR 对应于 R 中位

于第( 1i + )行“Color ”之前的全部内容。 
我们对 i 进行归纳。基础情形 0i = 显然成立；于是我们考虑 ( ),i iRψ ，目标是还原 iξ 。由归纳假设，

1iR − 、 1iψ − 和 [ ]iξ 可以被完全还原。首先，要从 iR 中还原 1iR − ，我们只需取 iR 中位于其最后一行(即第 i
行)“Color ”之前的那些行。一旦得到 1iR − ，我们便能容易还原 1iψ − ，并进一步推出第 i 步处理的边 ie 。 

回顾算法的第 i 步中，记录 R 会以一行或两行进行更新：一行“Color ”，其后要么什么也不跟；要

么跟一行“ ,  Uncolor neighbor e′ ”；要么跟一行“ ( )1 2, 2 , , lUncolor l cycle e e e− = ⋅⋅⋅ ”；要么跟一行

“ ( )1, , , kUncolor k path e e e− = ⋅⋅⋅ ”。值得注意的是，某些行的组合是不可能的：“ ,  Uncolor neighbor e′”
行之后不能紧跟“ ( )1 2, 2 , , lUncolor l cycle e e e− = ⋅⋅⋅ ”行或“ ( )1, , , kUncolor k path e e e− = ⋅⋅⋅ ”行，因为在检

查经过 e的双色圈或双色路之前，算法已经将边 e去色。类似地，“ ( )1 2, 2 , , lUncolor l cycle e e e− = ⋅⋅⋅ ”行
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之后也不能紧跟“ ( )1, , , kUncolor k path e e e− = ”行。下面我们分别分析以下四种情形： 
1. 第 i 步为染色步：则 [ ] ( )i iE i eψ= ，且 1iψ − 由 iψ 将 ie 去色得到； 
2. iR 的最后一行是“ ,  Uncolor neighbor e′”：则由算法的第 9 行可知 [ ] ( )iE i eψ ′= ，且 1i iψ ψ− = ； 
3. iR 的最后一行是“ ( )1 2, 2 , , lUncolor l cycle e e e− = ⋅⋅⋅ ”：则由算法的第 12 行可知 [ ] ( )2 1i lE i eψ −= ，

且 1iψ − 由 iψ 将边 je  ( 2 2 2j l≤ ≤ − ，这些边在 iψ 中未被染色)重新染色得到。染色方式为：若 j 为奇数，

则 ( ) ( )1 2 1i j i le eψ ψ− −= ；否则 ( ) ( )1 2i j i le eψ ψ− = ； 
4. iR 的最后一行是“ ( )1, , , kUncolor k path e e e− = ⋅⋅⋅ ”：则由算法的第 17 行可知 [ ] ( )1i kE i eψ −= ，且

1iψ − 由 iψ 将边 je ( 4 2j k≤ ≤ − ，这些边在 iψ 中未被染色)重新染色得到，染色方式为：若 k 为奇数，则

( ) ( )1 1i j i ke eψ ψ− −= ；否则 ( ) ( )1i j i ke eψ ψ− = 。 
引理证毕。 

3. 记录和 Dyck 路 

3.1. Dyck 路 

Dyck 路是由上步  (通常对应从点 ( ),i j 移动到 ( )1, 1i j+ + )与下步 (通常对应从点 ( ),i j 移动到

( )1, 1i j+ − )构成的格路。它满足以下三个条件： 
1. 路从原点 ( )0,0 出发，并在 x 轴上终止(即其终点为 ( )2 ,0n ，其中 n 为非负整数，表示上步/下步的

总数)； 
2. 路在任意点都不低于 x 轴； 
3. 上步的总数量等于下步的总数量。 
最简单的 Dyck 路是“空路”，它不含任何步，起点与终点相同。对 1n = ，唯一的 Dyck 路为 

(从 ( )0,0 移动到 ( )1,1 ，再到 ( )2,0 )。对 2n = ，存在两条不同的 Dyck 路：与。 
广义 Dyck 路是标准 Dyck 路的推广，它同样由上步与下步组成，并从原点 ( )0,0 出发。与标准

Dyck 路不同的是，它不必在横轴上终止，因此本质上它是某个标准 Dyck 路的子路。 
此外，我们定义两个关键参数：广义 Dyck 路的水平(level)为上步数减去下步数的值，其大小(size)为

上步的总数。由此可见，若一条广义 Dyck 路的水平为 0(即上步数等于下步数)，则其终点恰好位于 x 轴
上。此时，该广义 Dyck 路退化为标准 Dyck 路。 

3.2. 记录的数目 

根据引理 1，从输入ξ 到输出对 ( ), Rψ 的映射是单射。可能的输入ξ 的总数为 tκ ，这直接由ξ 的长度

t 得到。其次，注意到图G 的部分κ -边染色ψ 最多有 ( )1 nκ+ 种——因为每条边要么未被染色，要么被赋

予κ 种可用颜色中的一种。现在我们继续对可能记录 R 的数目进行计数。 
由于 iψ 是G 的部分边染色，记录 R 恰好由 t 行“Color ”以及一组“Uncolor ”行构成，其中“Uncolor ”

行分为三种类型：“ ,  Uncolor neighbor ”(类型 N )、“ , 2Uncolor l cycle− ”(类型C )与“ ,Uncolor k path− ”

(类型 P )。设 { }, ,N C P= 为坏事件类型的集合。对每个 i∈ ，设 iA 为当类型 i 的坏事件发生时被去色的

先前已染色边的数目， iB 为在单个“Uncolor ”步中类型 i 事件可能发生的次数。 
断言 1. 对每个“ ,  Uncolor neighbor ”步， 1NA = 且 2 2NB = ∆ − 。 

断言 2. 对每个“ , 2Uncolor l cycle− ”步，当 2
2
kl  ≤ ≤   

时， 2 2CA l= − 且 ( )2 21 l
CB −
= ∆ − 。 

证明. 算法会去色 2 2l − 条先前已染色的边，仅保留最后两条异色的边的颜色，因此设 2 2CA l= − ，

由此可以得到条目的数目至多为 ( )2 21 l−
∆ − ，所以设 ( )2 21 l

CB −= ∆ −  
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证毕。 

断言 3. 对每个“ ,Uncolor k path− ”步，当 2l k m≤ ≤ 时， 2PA k= − 且 ( ) 11
2

k
P

kB − = ∆ −  
。 

证明. 算法会去色 2k − 条先前已染色的边，因此设 2KA k= − 。我们根据 k 的奇偶性分两种情形讨论。 
情形 1：若 k 为偶数。 
当 1 ke e e= 时，条目的数目至多为 ( ) 11 k−∆ − ；当 { }2 3 1, , , ke e e e −= ⋅⋅ ⋅ 时，条目的数目至多为 ( ) 11 k−∆ − 。 

因此，条目的数目至多为 ( ) 11
2

kk −
∆ − 。 

情形 2：若 k 为奇数。 
当 1 ke e e= 时，条目的数目至多为 ( ) 11 k−∆ − ；当 { }2 3 1, , , ke e e e −= ⋅⋅ ⋅ 时，条目的数目至多为 ( ) 11 k−∆ − 。 

因此，条目的数目至多为 ( ) 11 1
2

kk −+
∆ − 。 

于是，条目的数目总计至多为 ( ) 11
2

kk −  ∆ −  
，设 ( ) 11

2
k

K
kB − = ∆ −  

。 

证毕。 
我们将与第 j 个条目相关联的类型 i 的坏事件记为 ( ),i j –事件( , [[1, ]]ii j B∈ ∈ )。记录 R 由“Color ” 

行与“Uncolor ”行组成，因此可以被看作一条带有参数集 ( )( ),i i i
A B

∈
标注的广义 Dyck 路。记录的数目 

等于带标注的广义 Dyck 路的数目，其对应关系规定如下： 
1. 每个上步对应一行“Color ”； 
2. 长度为 的每个下降(即一段极长的连续下步序列)被标注为一对 ( ),i j ，对应于一个 ( ),i j –事件， 

iA= 。这里， _A i 是类型 i 坏事件发生后被去色的边的数目。 
下面的定理使我们可以对带标注 Dyck 路的数目进行界定。 
定理 2. 对任意集合  ，具有参数 ( )( ),i i i

A B
∈

、大小为 t 的带标注广义 Dyck 路的数目至多为

( ) tQ xO
x

       
，其中对任意 ( ]0,1x∈ ， ( ) 1 iA

i
i

Q x B x
∈

= +∑


。 

为证明定理 2，我们将采用 Meir 与 Moon 提出的光滑隐函数模式(smooth implicit-function schema)。 
定义 1 (光滑隐函数模式) [19]。 
设 ( )M y 是在 0 处解析的函数， ( )

0

t
t

t
M y a y

≥

= ∑ ，其中 0   0a = 且 0ta ≥ 。若存在二元函数 ( ),G y z 使

得 ( ) ( )( ),M y G y M y= ，则称该函数属于光滑隐函数模式，其中 ( ),  G y z 满足以下条件： 
1. ( ) ,

, 0
, m n

m n
m n

G y z g y z
≥

= ∑ 在区域 y R< 与 z S< 内解析，其中  ,  0R S > 为某常数。 

2. G 的系数满足 , 0,0 0,10, 0, 1m ng g g≥ = ≠ ，并且对某个 0m ≥ 与某个 2n ≥ 有 { }_ , 0g m n > 。 
3. 存在两个数 r 和 s ，满足 0 < r < R 且  0 < s < S，并满足方程组 

( ) ( ), , , 1,zG r s s G r s= =  

其中 ,r R s S< < ，该方程组称为特征系统(characteristic system)。 
定理 3 [(Meir 与 Moon) [19] [20]，定理 VII.3，第 468 页]。设 ( )M y 属于由 ( ),  G y z 定义的光滑隐函

数模式， ( ),r s 为特征系统的正解。则 ( )M y 在 y r= 处收敛，且在此处具有平方根奇点， 

( ) ( )
( )

2 ,
lim 1 1 ,  

,
y

y r
zz

rG r sy yM y s O
r r G r s

γ γ
→

 = − − + − = 
 

， 
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在 ∆ -域内成立。若 ( )M y 非周期，则 r 是唯一主导奇点，系数渐进满足 

( ) ( )( )1

3
lim 1

2
t t

t
y r O t

t
M y γ

π
− −

→∞
= +   。 

断言 4. 
( )Q x
x

的最小值在多项式 ( ) ( )1 1 iA
i i

i
P x A B x

∈

= − + −∑


的唯一正根处取得。平凡地，若对所有

i∈ 有 1iA = ，则最小值在 1x = 处取得，且
( )

1 i
i

Q x
B

x ∈

= +∑


。 

设表示具有参数 ( )( ),i i i
A B

∈
的带标注广义 Dyck 路的集合，设 ⊆ 为在水平 0 处终止的带标注

路的子类。我们将与的生成函数分别定义为 ( )
0

t
t

t
H y h y

≥

= ∑ 与 ( )
0

t
t

t
K y k y

≥

= ∑ ，其中 th  (相应地 tk )是

  (相应地 )中大小为 t 的元素的数目。我们的目标是证明 ( )t
th o λ= ，其中

( )
0 1min x

Q x
x

λ < ≤= 。 

断言 5. 与的生成函数分别由 

( ) ( ) ( ) 1

0 0n n
H y H y y K y +

≤ ≤ ≤ ≤

= =∑ ∑ 





 

 

与 

( ) ( ) ( )1 1 ii AA
i i

i i
K y K y y B K y

∈ ∈

= + = +∑ ∑
 

 

给出。 
证明. 设 ⊆



 为中在水平 处终止的带标注广义Dyck路的集合。


 中的一条带标注广义Dyck
路 R 可以被拆分为 个上步和 1+ 条带标注 Dyck 路{ }1 2 1, , ,K K K +⋅ ⋅ ⋅ ⊆



。因此，


 的生成函数满足

( ) ( ) 1H y y K y += 





。所以， 

( ) ( ) ( ) 1

0 0n n
H y H y y K y +

≤ ≤ ≤ ≤

= =∑ ∑ 





 

。 

设 i ⊆ 为中以标注为 ( ),i j 的下降终止(对某个 j )的带标注 Dyck 路的集合。则 i中的任意带标

注 Dyck 路 H 都以一个最终上步后接一段长度为 iA 的末端下降结束。设 H ′为从 H 中删去这最后一个上

步与末端下降后得到的子路；可以验证 1iAH −′∈ 。相应地， i的生成函数为 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

i ii i
i

A AA A
i A i i iK y H y yB y K y yB y B K y−

−= × = × × = 。 

此外，中的每条带标注 Dyck 路 H 要么是空的(即大小为 0)，要么以标注为 ( ),i j 的下降终止(对某

个 i∈ 与 j )，因此我们得到 

( ) ( ) ( )1 1 ii AA
i i

i i
K y K y y B K y

∈ ∈

= + = +∑ ∑
 

。 

断言 5 证毕。 
现在我们旨在证明定理 2，论证分两种情形进行。 
情形 1： 1iA = 。 
由上式，我们有 ( ) ( )1 i

i
K y yB K y

∈

= +∑


，由此可得 

( )
0

1
1

t
t

i
t ii

i

K y B y
yB ≥ ∈

∈

 
= =  −  

∑ ∑∑ 


， 
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相应地，系数 tk 满足

t

t i
i

k B
∈

 
=  
 
∑


。 

记 1 i
i

Bλ
∈

= +∑


，注意最小值在 1x = 处取得。显然 ( )1 t
tk λ= − ，且简化形式为 ( ) ( )

1
1 1

K y
y λ

=
− −

。

将其代入 ( )H y 的表达式可得 

( ) ( ) ( )
1

0 0 0

1 1
1 1

l
al a l

l m l m a

a l
H y y y

ay
λ

λ

+

+

≤ ≤ ≤ ≤ ≥

  +
= = − 

 
 
 − −  

∑ ∑ ∑ 。 

令 t a l= + ，则 ( ) ( )
0 0

1 t l t

t l m

t
H y y

l
λ −

≥ ≤ ≤

 
= −  

 

 
 
 

∑ ∑ 。由此立即可得系数 th 为 ( )
0

1 t l
t

l m

t
h

l
λ −

≤ ≤

= −
 
 
 

∑ 。因此我

们推出不等式 ( ) ( )11 1 tn
tr n λ λ+< + − ，从而 ( )t

tr o λ= 。 

情形 2：若 2iA ≥ 。 
根据 Esperet 与 Parreau [6]，存在一个常数 C  (仅依赖于下降的长度)，使得 t t Ch k +≤ 。只需证明

( )t
tk o λ= 。 

由于 0 1k = 不满足条件 0 0k =  (参见定义 1)，且 ( ) ( )
1

1 1
k y

yλ
=

− −
的隐式方程为 ( ) ( ), 1 1G y z yzλ= + − 。

此时， ( ),G y z 的系数为 0,0 1 0g = ≠ ，故 ( )k y 不满足光滑隐函数模式(SIFS)。我们需要定义一个新函数

( )
1

1dF y k y
 

= −  
 

，其中 { }gcd id A i= ∈∣  。 

断言 6. 函数 ( )
1

1dF y k y
 

= −  
 

满足光滑隐函数模式，其特征系统为 ( ),r s 。 

证明. 注意中带标注 Dyck 路的大小都是 d 的倍数，因此 

( )
0 0

 

t t
t t

t t
t d

K y k y k y
≥ ≥

= =∑ ∑
是 的倍数

 

由此可得
1

1
1 td

dt
t

K y k y
≥

 
= +  

 
∑ 。相应地，我们定义生成函数 ( )

0

t
t

t
F y f y

≥

= ∑ ，其中 0 0f = ，且对 1t ≥ 有

t dtf k= 。函数 ( )F y 在 0 处解析。 

此外，对所有 0t ≥ 有 0tf ≥ ，且对足够大的 t 有 0tf ≥ 。为证明这一性质，注意对任意足够大的整数

t ，值 dt 可以表示为集合{ }iA i ε∈ 的组合。这意味着对足够大的 t 有 0t dtf k= > ，并进一步推出 ( )F y 是

非周期的。然后我们通过变量代换，将 ( )K y 所满足的隐式方程转化为 ( )F y 的相应隐式方程。 

由于
1

( ) 1dF y k y
 

= −  
 

，我们可以得到 

( )
1 1

1 1
ii

AA
d d d

i
i

K y F y B y k y
∈

   
= + = +      

   
∑


， 

( ) ( )( )
1

1
ii i

i

AA A
A

d d d
i i

i i
F y B y k y B y F y

∈ ∈

 
= = +  

 
∑ ∑
 

。 

因此， 
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( ) ( )
0

, 1
i i

i

i

A A
A i jd d

i i
i i j A

A
G y z B y z B y z

j∈ ∈ ≤ ≤

 
 


= + =


∑ ∑ ∑
 

。 

设 ( )1/ 1dX r s= + ，则 ( ),G r s s= 与 ( ), 1zG r s = 分别变为 

iA
i

i
B x s

∈

=∑


 

与 

1iA
i i

i
A B x s

∈

= +∑


。 

用后一式减去前一式，可得 x 是 ( )P x 的唯一正根。将两个方程结合，可得 

( ) ( )
1 1 ( 1)1 1

1

i

i

d
d

Ad d
i d

i A
i

i

s r xr B x s r r
Q x

B x
∈

∈

 + 
+ = + = =          + 

 

∑
∑

和




。 

因此， ( ),G y z 是满足定义 1 三个条件的二元幂级数。证毕。 
根据定理 3， ( )F y 在 y r= 处具有平方根奇点，且系数满足 

( ) ( )( )1

3
~ 1

2
t try F y r O t

tπ
− −  +  。 

因此， ( )
3
2 t t

tf O t r o r
− − − 

= =  
 

，且 ( )k y 的系数满足 

( )
( )

( )( )
1

d d 1

3
~ 1

2 d
t t td ry F y y F y r O t

tπ

− − 
  = +      

 
。 

因此， ( ) ( ) ( )d (
t

t t
t

Q x
k O r o o

x
λ−

   = = =      
。 

由于 x 是 ( )P x 的唯一正根，证毕。 

4. 图 G 的广义无圈边色数上界 

注意
( ) t

t

Q x
h o

x

   =      
，现在我们需要对可能记录的数目进行界定。 

引理 2. 算法 AcyclicEdgeColoringGamma_G 至多产生 ( )to κ 条不同的记录 R 。 

证明 . 由定理 2，AcyclicEdgeColoringGamma_G 至多产生
( ) tQ xo
x

       
条可能的记录，其中

( ) 1 iA
i

i
Q x B x

∈

= +∑


， ( ]0,1x∈ ，参数如下： { }, ,N C P= ， 1NA = ， 2 2NB = ∆ − ；当 2
2
kl  ≤ ≤   

时， 2 2CA l= − ，

( )2 21 l
CB −= ∆ −  ；当 2l k m≤ ≤ 时， 2PA k= − ， ( ) 11

2
k

P
kB − = ∆ −  

。因此有： 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 12 2 2

2
2

2 2 2 2 1 2

2
2

1 2 2 1 1
2

1 2
2

l kl k

kl

l l k k

kl

kQ x x x x

kx x x

− −− −

 ≤ ≤  

− − − −

 ≤ ≤  

 = + ∆ − + ∆ − + ∆ −  

 < + ∆ + ∆ + ∆  

∑

∑ 。

 

所以，对
1x <
∆
， 

( ) 2 2 2 3 1 3

2
2

2
1 3

2 2

1 2
2

1        
2 2 2

l l k k

kl

k k

Q x kx x
x x

k xx
x x

− − − −

 ≤ ≤  

− −

 < + ∆ + ∆ + ∆  

∆ < + ∆ +  − ∆ 

∑

。

 

根据均值不等式，当 k 为偶数时，令 ( )
1

11 2
223

2

kk
kk

kx k
− −

− −− −−
 = − ∆ 
 

， 

( )

( ) ( ) ( )

( )( )

2
1 3

2 2

2
1 3

2 2 2

1
13 2
22

1
2 2 2

        

1 1        2
3 3 2 2 2

       

        2 3 3
2

k k

k k
k

kk k
kk

Q x k xx
x x x

k xk x
k x k x x

kk k κ

− −

− −
−

−− −− −−

∆
< + ∆ +

− ∆

∆
≤ − ×⋅⋅⋅× × ∆ +

− − − ∆

 ≤ − − ∆ + ∆ ≤ 
 

  

当 k 为奇数时，令 ( )
1

11 2
22

13
2

kk
kk

kx k
− −

− −− −−
+ = − ∆ 

 
， 

( )

( ) ( ) ( )

( )( )

2
1 3

2 2

2
1 3

2 2 2

1
13 2
22

1 1
2 2 2

1 1 12
3 3 2 2 2

12 3 3
2

k k

k k
k

kk k
kk

Q x k xx
x x x

k xk x
k x k x x

kk k κ

− −

− −
−

−− −− −−

+ ∆
< + ∆ +

− ∆
+ ∆

≤ − ×⋅⋅⋅× × ∆ +
− − − ∆

+ ≤ − − ∆ + ∆ ≤ 
 

  

于是，令 ( )
1

11 2
223

2

kk
kk

kx k
− −

− −− −−
  ∆  

= − ，我们有： 

( ) ( )( )
1

13 2
222 3 3

2

kk k
kk

Q x kk k
x

κ
−− −− −−

 
 

∆


< − − + ∆ ≤ 。 

因此，至多有 ( )to κ 条可能的记录 R 。所以可能输出 ( ), Rψ 的数目为 ( )to κ ，因为它至多为

( )(1 )m toκ κ+ ×  ( t m )。由此得到矛盾：当 t 选择得足够大时，可能输出的数目 ( )to κ 严格小于可能输入

的数目 tk 。这就完成了定理 1 的证明。 
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