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摘  要 

研究带有时变源项的Chaplygin气体Aw-Rascle交通流模型的阴影波解。由于源项具有时变性，系统失去

自相似性，波结构较齐次及常系数情形更为复杂，对阴影波方法的适用性提出了新的要求。本文构造了

该模型的超压缩阴影波解，利用超压缩条件建立了其弱唯一性，并证明该解在分布意义下收敛于系统自

身的狄拉克激波解。该结果为时变源项作用下交通流中奇异波的形成提供了理论依据，同时拓展了阴影

波方法在非齐次系统中的应用范围。 
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Abstract 
This paper investigates the shadow wave solution for the Chaplygin gas Aw-Rascle traffic flow model 
with a time-dependent source term. Due to the time dependence of the source term, the system loses 
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self-similarity and the wave structure becomes more complex than in the homogeneous and con-
stant-coefficient source cases, which poses new challenges for the applicability of the shadow wave 
method. In this work, we construct the overcompressive shadow wave solution for this model, es-
tablish its weak uniqueness under the overcompressibility condition, and prove that this solution 
converges to the delta-shock wave solution of the system itself in the distributional sense. The re-
sults provide a theoretical foundation for the formation of singular waves in traffic flows under 
time-dependent source terms, and also extend the applicability of the shadow wave method to non-
homogeneous hyperbolic conservation law systems.  
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1. 引言 

考虑带有时变源项的 Aw-Rascle 交通流模型 
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其中 0u ≥ 表示车辆的实际速度， 0ρ ≥ 为交通密度， ( )p p ρ= 为交通压力，用以描述司机的应急反应。

( )f t 为 0t ≥ 时的连续函数，旨在刻画外部因素对交通流的持续影响，从而描述复杂环境下的交通状态。 
当 ( ) 0f t = 时，模型(1)由 Aw 和 Rascle [1]在 2000 年提出，是分析交通拥堵现象的重要基础。本文

考虑如下带负压的 Chaplygin 气体压力 

 ( ) 1p ρ ρ−= − . (2) 

该状态方程由 Chaplygin [2]，Tsien [3]和 von Karman [4]引入并且用来研究机翼升力问题。2013 年，

Pan 和 Han [5]考虑了齐次 Chaplygin 气体 Aw-Rascle 交通流模型(1)和(2)的黎曼问题，在解中获得了狄拉

克激波。基于此，他们将此模型应用于实际交通情境，借助狄拉克激波对严重交通堵塞的形成给出了合

理的数学解释。事实上，Chaplygin 负压交通流以等效宏观吸引力(即负压)来刻画车流的抱团聚集行为。

从数学结构上看，该交通压力会促使狄拉克激波形成：此时系统仍保持双曲性，两个特征场发生共振，

所有右侧特征线与左侧特征线完全重叠，从而形成狄拉克激波。就实际交通情形而言，这意味着后方车

辆的信息传播速度远快于前方车辆，进而导致严重堵塞。 
尽管齐次交通流及其黎曼问题已被广泛研究，但带有各种源项的非齐次模型目前仍研究较少。有鉴

于此，本文将状态方程(2)代入系统(1)，进而考虑如下带时变源项的 Chaplygin 气体 Aw-Rascle 交通流模

型 
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当 ( )f t β=  ( β 为常数)时，外力项 βρ 称为类库仑摩擦项。针对此类源项，Shen [6]求解了零压流模
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型的黎曼问题，构造了包含狄拉克激波的黎曼解，并讨论了拉东测度初值问题。关于交通流模型(1)带有

常系数源项的相关研究可参见[7] [8]等。而对于带时变源项的交通流模型(1)，Cui 等[9]考虑了广义 Chap-
lygin 气体的流扰动问题，并分析了解的消失流扰动极限。 

鉴于狄拉克激波出现在(3)的黎曼解中，本文进一步引入 Nedeljkov [10]提出的阴影波理论，以期对该

奇异波进行系统研究。阴影波是一种基于波前追踪算法构造的近似解，表现为依赖于小参数 ε 的分片常

数网。其核心思想是通过 ε 来扰动波的传播速度，使左右状态由激波相连，其中中间状态的某些分量与
1ε − 同阶。目前，阴影波方法已被应用于多个双曲守恒律系统，如 Daw 和 Nedeljkov [11]构造了带有类库

仑摩擦项零压流模型的阴影波解；Nedeljkov [12]探讨了等熵流 Chaplygin 气体方程组的高阶阴影波；Sun 
[13]研究了色谱方程的阴影波解；贾艺菲等[14]则给出了相对论 Chaplygin 气体欧拉方程组的阴影波解。 

本文首先求解系统(3)带有分片常初值 
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的黎曼问题，其中 0, 0uρ± ±> ≥ 为任意常数，获得了包含接触间断和狄拉克激波的黎曼解，并在适当的广

义 Rankine-Hugoniot 条件和超压缩熵条件下确定了狄拉克激波解的存在唯一性；其次，建立系统(3)阴影

波解的存在性与弱唯一性，并在分布意义下证明其收敛于系统的狄拉克激波解。 

2. 基本波解和狄拉克激波解 

本节考虑黎曼问题(3)和(4)。其求解过程可借鉴[6]-[8]，所得结果亦可视为[9]中的特例，故此处不再

赘述重复的推导步骤，而直接陈述最终结果。 
当 1u u ρ−

+ − −> − ，(3)和(4)的黎曼解包含常状态和介于两接触间断(记为 J )之间的非真空状态，即： 

( )( ) ( )( ) ( )( )* *1 2, , ,J Ju G t v G t u G tρ ρ ρ− − + ++ + + + ++ + , 

其中 ( ) ( )
0

d
t

fG t s s= ∫ ，中间状态满足 1 1
* u uρ ρ+

−
−

−
−= − + ， *v u+= ，且 

( ) ( ) ( )1
1 0

d
t

x t u t Gρ τ τ−
− −= − + ∫ , ( ) ( )2 0

d
t

x t u t G τ τ+= + ∫  

分别表示接触间断 1J 和 2J 的位置。 

当 1u u ρ−
+ − −≤ − ，需构造狄拉克激波解。记 [ )0,+ = +∞ ， ( , )= −∞ +∞ 。给出如下定义： 

定义 1 以光滑曲线 ( ) ( )( ){ },S t s x s a s b= < < 为支集的二维加权δ -函数 ( ) Sw s δ 定义为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , d
b

S a
w s t s x s w s t s x s sδ φ φ= ∫ , 

其中 ( )0Cφ ∞
+∈ ×  为任意测试函数。 

定义 2 称 ( ),uρ 为系统 (3)和 (4)在分布意义下的解，若存在光滑曲线 S 和函数 ( )w t ，使得

( ) ( ), Sx t w tρ ρ δ= + ， ( ),u u x t= ，其中 ρ ， ( )( );u L∞ +×∈   
， ( ) ( )0w t C S∞∈ ， ( )Su u tδ= ，且对于任

意测试函数 ( )0Cφ ∞
+∈ ×  成立 
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其中 ( ) ( )
0

, d d ,i i i
Su u x t w t tuδρ φ ρ φ δ φ

+∞ +∞

−∞
= +∫ ∫ ， 0,1, 2i = 。 

借助定义 1 和定义 2，当 1u u ρ−
+ − −≤ − 时，寻求(3)和(4)形如 
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的狄拉克激波解，其中 vδ 为常数，它是变量 v 在狄拉克激波曲线上的取值， ( ) ( )xt tσ = ′ ， ( )w t 以及

( )x tx= 分别表示狄拉克激波的速度、权重和位置。此外，当 ( )x tx< 时， 1ρ− 取 1ρ−
− ；当 ( )x tx> 时， 1ρ−

取 1ρ−
+ ；当 ( )x x t= 时， 1ρ− 取 0。 
可以证明，狄拉克激波解(5)满足广义 Rankine-Hugoniot 条件 
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其中 ( )( ) ( )( ) ,  0,1, 2
i iiu u G Gt u itρ ρ ρ+ + − −  = + − + =  。 

此外，为保证解的唯一性，狄拉克激波解(5)还需满足超压缩熵条件 

 ( ) ( ) ( ) 1u G ut tGtσ ρ−
+ − −+ +≤ ≤ − . (7) 

在熵条件(7)的限制下求解(6)带有初值 ( )0 0x = 和 ( )0 0w = 的初值问题可知：当 [ ] 0ρ = 时，满足熵条

件的狄拉克激波解为 
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当 [ ] 0ρ ≠ 时，满足熵条件的狄拉克激波解为 
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3. 阴影波解 

本节考虑当 1u u ρ−
+ − −≤ − 时系统(3)和(4)形如 
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的阴影波解，其中 ( )x c t tε=  分别为接触间断 1J ε 与 2J ε 的位置。 
为保证阴影波解的弱唯一性，引入如下相容性条件。 
定义 3 称形如式(10)的阴影波解是超压缩的，若下述不等式成立： 

 ( ) ( ) ( )1 .u G c ut t tGρ−
−

+ −′+ +≤ ≤ −  (11) 

超压缩熵条件(11)表明，阴影波两侧的特征线均向内进入，从而保证了解的唯一性。此外，鉴于在激
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波线上 ρ 具有奇异性，而u 不具有奇异性，故给出如下假设(见[10]，[14])： 
假设 1 对于某个固定时间 0t > ，假设阴影波解(10)中的 ( )tερ 和 ( )u tε 满足 ( ) 1~tερ ε − ， ( ) ~u tε 常数

及 ( ) ~u tε′ 常数，即对于固定时间 0t > ，存在常数 0iM >  ( 1, 2,3i = )使得 ( ) 1
10

lim t Mεε
ρ ε −

→
= ， ( ) 20

limu Mtεε→
=

及 ( )
0 3lim t Mu

ε ε→
′ = 成立。 

定理 1 假设 1u u ρ−
+ − −≤ − 。若黎曼问题(3)和(4)具有形如(10)的超压缩阴影波解，则：当 [ ] 0ρ = 时，

( ) ( )( ), tutε ερ 满足 

 ( ) ( )1
2

u utερ ρ
ε − + −= − , ( ) ( ) ( )11

2
u u ut tGε ρ −

+ − −−= + + ; (12) 

而当 [ ] 0ρ ≠ 时， ( ) ( )( ), tutε ερ 满足 
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2

tερ ρ ρ µ
ε + −= ⋅ , ( ) [ ] ( ) ( )1u t u u G tε ρ ρ ρ ρ µ

ρ + + − − + −+ ⋅= − + , (13) 

其中 ( )( )1 1u u uuµ ρ ρ− −
+ + − + −− −−− += 。 

证明：任取测试函数 ( ) ( )0,x t Cϕ ∞
+∈ ×  ，阴影波解(10)在 Schwartz 广义函数意义下满足弱解定义： 
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为方便起见，定义 + → 的函数 ( ) ( )x h t c t tε±= = ± ，并记其反函数为 ( )1t h x−
±= 。先考虑 ( )2I ε ，

有： 

 ( ) 12 2 3:I K K Kε ε εε + += , (15) 

其中 
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对于 1K ε ，交换积分次序得： 

 

( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1

1 0 0

2

0 0

0

0 0

2

0

d d d d

, d , d d

d d d d

, d

h t h t

t

h tx h t

x

h xt t

K u x t f t x t

u t u t x t t f t x t x t

u t t x u t t x

u t

G t

G G

G G

G G

G

u t h t t t

u t c t u

ε ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ

ρ ε ρ

− −

−−

−
−

+∞ +∞

− − ∞

+∞ +∞=

− − −=−∞ −∞

+∞ +∞ +∞

− − − −−∞

−−∞ −

−

−

−

+∞

− − −

− − −

= − + +

− − + −+

+

+

= − + − +

− − +

′= + − −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

( )( ) ( )( )( )}{ ( )( )2

0
, d .t u t c t t tG tG ϕ ε

+∞

−− + −∫

 (16) 

同理可得： 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ){ } ( )( )2
3 0
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而对于 2K ε ，我们有 
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− − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0

0

0 0

2
0

0

, d , d

, , d

+ , d d , d d
c t t c t t

tc t t c t

t

t

h

t

c c tt u t c t t t t t t u t c t t t t

t u t u t c t t t c t t t t

t u t x t x t t f t x t x t

ε ε ε ε

ε ε ε

ε ε
ε ε εε ε

ρ ϕ ε ρ ϕ ε

ρ ϕ ε ϕ ε

ρ ϕ ρ ϕ

ε ε

++∞

+∞ +∞

+∞

+ +∞ +

− −

+∞

′ ′− += − − + +

− − + − −

−

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

 (18) 

将 ( ),x tϕ 在 ( )x c t= 处展开，得： 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2

2

2

, , , ,

, , , ,

, , , .

x

x

x

x t c t t x c t c t t O

c t t t c t t t c t t O

c t t t c t t t c t t O

ϕ ϕ ϕ ε

ϕ ε ϕ ε ϕ ε

ϕ ε ϕ ε ϕ ε

 = + − +

 + = + +


− = − +

 (19) 

于是，(18)中的最后两项可化简为 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )0

0 0

0

, d d 2 , d ,

, d d 2 , d .

c t t

t tc t t

c t t

c t t

tt u t x t x t t u t c t t t

t f t x t x t t f t c t t tt

ε
ε ε ε εε

ε
ε εε

ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ

ε

ε ρ ϕ

+ + +∞

−

+∞ + ∞

∞

+

−

 ≈

 ≈


∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (20) 

此处及下文中符号“ ≈”表示 0ε → 时的极限。从而，结合(15)~(20)，有 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ){ } ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ){ } ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )

2

0

2

0

0

2
0

2 , d

, d

2 2 , d

2 , d .

t

x

G t c t G t G t t

G t c t G t G t t

t t f t t t

c t t t t

I u u u c t t

u u u c t t

tu t c t t

u u u ct t t tt t

ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ρ ρ ϕ

ρ ρ ϕ

ρ ρ ϕ

ρ ρ ϕ

ε ε

ε

+∞

+

− − − − −

+ + + + +

∞

+∞

+∞

′+ − + +

′− +

≈ −

+ −

+ ⋅ −

+ +

⋅

′+ − −

∫

∫

∫

∫

 (21) 

使用完全类似的讨论可知，对于 ( )1I ε ，有： 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 0

0 0

, d

           2 , d 2 , d .xt

I c t u u t c t c t t t

t t c t t t t c t u t t c t

G t G

t tε ε ε

ε ρ ρ ρ ρ ϕ

ερ ϕ ερ ϕ

+∞

− − − ++ +

+∞ +∞

′ ′≈ − + −

′+ ⋅ + − ⋅

+ +∫

∫ ∫
 (22) 

根据 ( ) 0iI ε ≈ ( )1,2i = 及假设 1，由(22)和(21)分别可得 

 
( )( ) ( )[ ] [ ]

( ) ( ) ( )( )
0

0

2 lim ,

lim 0
t

t t c t u

t c t u t

εε

ε εε

ερ ρ ρ

ερ
→

→

 ′⋅ −


′ − =

=

 ，
 (23) 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]

0

2

0 0

lim 0,

2lim 2 lim .
t

t u t c t u t

t tu t tf t t c t u u u

ε ε εε

ε ε εε ε

ερ

ερ ερ ρ ρ
→

→ →

 ′ − =


 ′⋅ − = − −  

 (24) 
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令 ( ) ( )
0

: limt tεε
ζ ερ

→
= ， ( ) ( )

0
: limsu t u tεε→
= ，则(23)和(24)可分别表示为 

 
( )( ) [ ] ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 ,
2

,

t

s

t t c t G t

u t c t

u uζ ρ ρ ρ+ + − −
 ′= − − −

 ′=

 (25) 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

21 ,
2

0.

s t

s s

t t u t tf t t c t u u u

t u t c t u t

ζ ζ ρ ρ

ζ

  ′− = − −  

 ′ − =

 (26) 

注意到初始数据 ( )0 0t xρ ρ±=
= ± > 不包含δ 函数，故 ( )0 0ζ = 且 ( )0 0c = 。因此，对(25)的第一个方

程从 0 到 t 积分得 

 ( ) [ ] ( ) ( )( ) ( )
0

1 1d
2 2

t
t t t Gc u u tζ ττρ ρ ρ+ + − −= − − −∫ . (27) 

将(27)代入(26)的第一个方程可得 

 

[ ] ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
[ ] ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) [ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

0

2 2

d

  

  .

t

t
c G u u t c

c u u

t t G t

t G t G t

t G t G t

G t

c u u

u u u u u u

ρ τ τ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

+ + − −

+ + − −

+ + − −

+ + − − + + − − + −

′− − − −

′+ − − − ⋅

′= − − +

− − + − − −

∫

 (28) 

令 ( ) ( ) ( )
0

d
t

k t c t G τ τ= − ∫ ，则(28)可表示为 

( ) [ ] ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0
t

k t k t u u t u u k t u u u uρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ + − − + + − − + + − − + −′ ′− − − − + − − − = . 

该式从 0 到 t 关于变量 t 积分两次可得 

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 21 1 0
2 2

k t u u tk t u u u u tρ ρ ρ ρ ρ+ + − − + + − − + −− − + − − − = . (29) 

情形 1 若 [ ] 0ρ = ，则由(29)可得 ( ) ( )11
2

k t u u tρ−
+ − −= + − ，从而阴影波的速度为 

( ) ( ) ( )1
0

1 d
2

t
c t u u t Gρ τ τ−

+ − −= + − + ∫ . 

又因为 1u u ρ−
+ − −≤ − ，故 

( ) ( ) ( )11 0
2

u G t c t u u ρ−
+ + − −′+ − − + ≤= , ( ) ( ) ( )1 11 0

2
u G t c t u uρ ρ− −
− − − − +=′+ − − − − ≥ . 

这表明 ( )c t′ 满足超压缩条件(11)。结合(27)和(25)的第二个方程有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

1 1lim , lim .
2 2st t u u u t u t c t u u G tε εε ε

ζ ερ ρ ρ−
− − + + − −→ →

′= −= − = = = + +  

因此，当 [ ] 0ρ = 时，阴影波解(10)中的 ( )tερ 和 ( )u tε 可取为如(12)所示。 
情形 2 若 [ ] 0ρ ≠ ，则方程(29)是关于 ( )k t 的一元二次方程。由于 1u u ρ−

+ − −≤ − ，故(29)的判别式
2 0tµρ ρ+ −∆ = > ，其中常数 µ 同定理 1 中所示。由此可知方程(29)有两个不同的实根 

( ) [ ] ( )1k t u u tρ ρ µρ ρ
ρ + + − − + −− ±= , 

则 
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( ) [ ] ( ) ( )
0

1 d
t

c t u u t Gρ ρ µρ ρ τ τ
ρ + + − − + −− ±= + ∫ . 

下面验证超压缩不等式(11)成立，分以下两种情形： 

情形 2.1 当 ( ) [ ] ( ) ( )
0

1 d
t

c t u u t Gρ ρ µρ ρ τ τ
ρ + + − − + −− −= + ∫ 时，不难验证： 

( ) ( ) [ ] ( )( )( )
( ) ( ) [ ] ( )( )

1 1 11 ,

1 .

u G t c t u u

u G t c t u u

ρ ρ ρ ρ µρ ρ
ρ

ρ µρ ρ
ρ

− − −
− − + − + + −

+ − +

− +

−− +

 ′+ − − = − +


 ′

−

+ − =

+

+


−


 

结合 1u u ρ−
+ − −≤ − 可知，当 [ ] 0ρ < 时 ( ) ( ) 1t u Gc t ρ−

− −+ −′ > ；而当 [ ] 0ρ > 时 ( ) ( )c ut G t+′ < + 。因此，

这样的 ( )c t 不满足超压缩条件(11)。 

情形 2.2 当 ( ) [ ] ( ) ( )
0

1 d
t

c t u u t Gρ ρ µρ ρ τ τ
ρ + + − − + −− += + ∫ 时，有 

 ( ) ( )( ) [ ] ( )( )1c t t uu G uµρ ρ ρ
ρ+ + − − − +′ − + −= − . (30) 

注意到 ( )( ) ( )( ) ( )( )2
1u u uu u uµρ ρ ρ ρ ρ ρ+ − − +− + + −− + − −− = −− − − + ，因此当 [ ] 0ρ < 时，结合 

1u u ρ−
+ − −≤ − 有 ( )uuµρ ρ ρ+ − − − +≤ − 。从而由 (30)可得 ( ) ( )c t u G t+′ ≥ + ；类似地，当 [ ] 0ρ > 时，有

( ) ( )c t u G t+′ ≥ + 。 
另一方面，不难验证 

 ( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )1 11u G t c t u uρ ρ ρ ρ ρ µρ ρ
ρ −

− −
− − + − + − + −+− −′+ − − = − − , (31) 

其中 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0u uρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − −
+ − + − + − − + −− + − − ≥ − −− = > 。故 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )21 1 1)( 1 .u u uu u uρ ρ ρ ρ µρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − −
+ − + − + − +− − − ++ − + −− +− − − −− −− − = − +  (32) 

结合 1u u ρ−
+ − −≤ − 可知，当 [ ] 0ρ > 时，由(32)有 ( ) ( )1uuρ ρ ρ ρ µρ ρ−

+ − ++ − +− −− − ≥− ，从而由(31)可得

( ) ( )1u G t c tρ−
− − ′+ − ≥ ；当 [ ] 0ρ < 时，由(32)可以推知 ( ) ( )1uuρ ρ ρ ρ µρ ρ−

+ − ++ − +− −− − ≤− ，同样由(31)可
得 ( ) ( )1u G t c tρ−

− − ′+ − ≥ 。因此，只要 [ ] 0ρ ≠ ，超压缩条件(11)总成立，故这样的 ( )c t 是可容许的。 
由(27)和(25)的第二个式子可得 

( ) ( )

( ) ( ) [ ] ( ) ( )

0

0

1lim ,
2
1lim .s

t t

u t u t u u G t

εε

εε

ζ ερ ρ ρ µ

ρ ρ ρ ρ µ
ρ

+ −→

+ + − − + −→

 = = ⋅

 = = − + ⋅ +


 

由此可知，阴影波解(10)中的中间变量 ( )tερ 和 ( )u tε 可取为如(13)所示，且此时阴影波的传播速度为

( ) [ ] ( ) ( )
0

1 d
t

c t u u t Gρ ρ µρ ρ τ τ
ρ + + − − + −− += + ∫ 。证毕。 

4. 阴影波的收敛性 

定理 2 在 Schwartz 广义函数意义下，当 ε 趋于 0 时，黎曼问题(3)和(4)的阴影波解(10)收敛于系统本

身的狄拉克激波解(5)，如图 1 所示。 
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Figure 1. Convergence of the shadow wave solution to the delta-shock solution 
图 1. 阴影波解收敛到狄拉克激波解 

 
证明：只证 [ ] 0ρ ≠ 的情况，[ ] 0ρ = 的情况同理可得。对于任意的测试函数 ( ) ( )0,x t Cϕ ∞

+∈ ×  ，令： 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 0

2 0

: , , , d d ,

: , , , d d .

N x t x t x t x t

uN u x t x t x t x t

ε δ

ε δ

ε ρ ρ ϕ

ε ϕ

+∞ +∞

−∞

+∞ +∞

−∞

= −

=




 −


∫ ∫

∫ ∫
 (33) 

记 A ρ ρ µ+ −= ⋅ 。将(33)第一个式子展开得 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1

0 0

0

0

0

, , , d d

, d d , d
2

, d d , d d .

c t t c t c t t

c t t c t c t t

c t t

c t t

c t c t t

c t t c t

N x t x t x t x t

A x t x t At c t t t
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ε ε
ε δε ε

ε

ε

ε

ε
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ϕ ϕ
ε

ρ ϕ ρ ϕ

+∞

−

− + +∞

−∞ − +

+∞ + +∞

−

+∞ +∞ +

− +

= + + + −

= −

− +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

借助测试函数ϕ 的泰勒展开式(19)可得： 

( )( )
( ) ( )( )0 0

, d d , d
2

c t t

c t t

A x t x t At c t t t
ε

ε
ϕ ϕ

ε
+∞ + +∞

−
≈∫ ∫ ∫ . 

又由于 ( ) ( )0,x t Cϕ ∞
+∈ ×  ，则 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0

, d d , d d 0
c t c t t

c t t c t
x t x t x t x t

ε

ε
ρ ϕ ρ ϕ

+∞ +∞ +

− +−
+ ≈∫ ∫ ∫ ∫ . 

于是， ( )10
lim 0N
ε

ε
→

= 。 

类似地，记
[ ] ( )1 u uB ρ ρ ρ ρ µ
ρ + + − − + −− + ⋅= ，将(33)第二个式子展开得 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
0

2 0

0

, , , d d

, d d , d d 0,

c t t c t c t t

c t t c t c t t

c t c t t

c t t c t

N u x t x t x t x t

x

u

B u Bt x t xu t x t

ε ε
ε δε ε

ε

ε

ε ϕ

ϕ ϕ

+∞

− +

− + +∞

−∞ − +

+∞ +∞ +

−

= + + + −

= + ≈− −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

即 ( )
0 2lim 0N

ε
ε

→
= 。证毕。 

5. 总结 

本文研究了带有时变源项的 Chaplygin 气体 Aw-Rascle 交通流模型阴影波解的存在唯一性及其在分

布意义下的收敛性。与齐次系统及常系数源项情形不同，时变源项的引入使系统不再具有自相似结构，
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特征速度中出现了源项的累积效应，波前位置与激波强度均随时间非线性演化，这给黎曼问题的求解和

阴影波的构造带来了更大的困难。本文的结果在更一般的时变源项框架下统一并推广了已有工作，为时

变源项作用下交通流中奇异波的形成提供了理论依据，同时也拓展了阴影波方法在非齐次系统中的应用

范围，为将来研究带有复杂源项的交通流模型提供了有益的参考。 
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