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摘  要 

本文探讨了第二型曲线积分的求解方法，重点阐述了如何利用斯托克斯公式求解第二型曲线积分，文中

结合例题展开讲解，针对以有向闭曲线为边界所张成的不同有向曲面，详细分析利用斯托克斯公式进行

求解的过程，并总结如何选择有向曲面能使求解更为简便。 
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Abstract 
This paper investigates the solution methods for line integrals of the second kind, with emphasis on 
evaluating such integrals by means of Stokes’ formula. Explanations are illustrated with typical ex-
amples. For different oriented surfaces bounded by an oriented closed curve, the solution proce-
dures using Stokes’ formula are analyzed in detail. Moreover, the paper summarizes how to select 
a proper oriented surface to simplify the calculation. 
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1. 引言 

关于第二型曲线积分的求解，我们常用的方法有两种，方法一，直接求解法，即把曲线方程化为参

数方程的形式，进一步把第二型曲线积分转化为定积分来求解。方法二，利用斯托克斯公式，即把第二

型曲线积分转化为第一型曲面积分来求解。 
斯托克斯公式这部分内容是《高等数学》学习中的一个难点[1]，特别是在利用公式时，针对分段光

滑的空间有向闭曲线，相应的有向曲面如何选择？很多同学卡在这里，就会有疑问，利用斯托克斯公式

求解第二型曲线积分时，如何选择以有向曲线为边界所张成的有向曲面，为什么选择这个有向曲面，而

不选择其他的有向曲面，选择不同，对我们的求解会有什么影响呢？文中第二部分我们给出斯托克斯公

式，第三部分我们就结合例题展开讲解如何更有效地利用斯托克斯公式来解决相关问题。 

2. 斯托克斯公式 

斯托克斯公式把曲面 Σ上的曲面积分与沿着 Σ的边界曲线的曲线积分联系起来。陈述如下： 
定理[1] 设 Γ为分段光滑的空间有向闭曲线，Σ是以 Γ为边界的分片光滑的有向曲面，Γ的正向与 Σ

的侧符合右手规则，若函数 ( ), ,P x y z ， ( ), ,Q x y z 与 ( ), ,R x y z 在曲面 Σ (连同边界 Γ)上具有一阶连续偏导

数，则有 

d d d d d d d d dR Q P R Q Py z z x x y P x Q y R z
y z z x x y Γ

Σ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − + − + − = + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
∫∫ ∫ 。 

为了便于记忆，利用行列式记号把上述公式写成 

d d d d d d

d d d

y z z x x y

P x Q y R z
x y z

P Q R

Γ
Σ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫ 。 

利用两型曲面积分之间的关系，可得公式的另一种形式 

cos cos cos

d d d dS P x Q y R z
x y z

P Q R

α β γ

Γ
Σ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫ 。 

其中， ( )cos ,cos ,cosα β γ=n 为有向曲面 Σ在点 ( ), ,x y z 处的单位法向量。 
需要强调的是斯托克斯公式的使用条件，第一点空间曲线 Γ为分段光滑的有向闭曲线，曲面 Σ是分

片光滑的有向曲面；第二点 Γ 的正向与 Σ 的侧符合右手规则；第三点函数 , ,P Q R 在曲面 Σ (连同边界 Γ)
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上具有一阶连续偏导数。 

3. 例题探究 

本部分主要结合例题，讨论第二型曲线积的求解[2]，主要探讨如何利用斯托克斯公式求解第二型曲

线积分，定理中提到只要是以有向闭曲线为边界的有向曲面，二者符合右手规则，就可以使用斯托克斯

公式[3]。怎样选择合适的有向曲面是我们求解的关键[4]，下面结合例题我们展开详细讨论。 

例 1：计算 d d d
L

y x z y x z+ +∫ ，其中 L 为
2 2 2 1

0
x y z
z

 + + =


=
，若从 z 轴正向往 z 轴负向看去为逆时针方

向。 
分析：本题是第二型曲线积分的计算，可以将曲线化为参数方程直接利用定积分求解，也可以利用

斯托克斯公式来求解。下面给出详细求解过程。 

解法一：曲线的参数方程为

cos
: : 0 2sin

0

x
L y

z

θ
θθ

=
 →=
 =

π，所以 

2 2 2
0 0

d d d sin d cos sin d
L

y x z y x z θ θ θ θ
π π

+ + = = − = π−∫ ∫ ∫

。 

解法二：利用斯托克斯公式(所选曲面为平面) 

取 Σ为有向平面
2 2 2 1

0
x y z
z

 + + ≤


=
的上侧，则其法向量为 ( )0,0,1=n ，对应的单位法向量为 ( )0,0,1n =e 。

故 cos 0α = ， cos 0β = ， cos 1γ = ，所以 

cos cos cos

d d d d d
L

y x z y x z S S
x y z
y z x

α β γ

Σ Σ

∂ ∂ ∂
+ + = = − = −

∂ ∂
π

∂∫ ∫∫ ∫∫

。 

解法三：利用斯托克斯公式(所选曲面为上半球面) 
取 Σ为有向曲面 ( )2 2 2 1 0x y z z+ + = ≥ 的上侧，令 ( ) 2 2 2, , 1F x y z x y z= + + − ，则有向曲面 Σ的法向量

为 ( )2 , 2 , 2x y z=n ，对应的单位法向量为
2 2 2 2 2 2 2 2 2

, ,n
x y z

x y z x y z x y z

 
 =
 + + + + + + 

e 。故 

2 2 2
cos x

x y z
α =

+ +
，

2 2 2
cos y

x y z
β =

+ +
，

2 2 2
cos z

x y z
γ =

+ +
， 

所以 

2 2 2

cos cos cos

d d d d d
L

x y zy x z y x z S S
x y z x y z
y z x

α β γ

Σ Σ

∂ ∂ ∂ + +
+ + = = −

∂ ∂ ∂ + +
∫ ∫∫ ∫∫

 

由对称性得，
2 2 2

d 0x S
x y zΣ

=
+ +

∫∫ ，
2 2 2

d 0y S
x y zΣ

=
+ +

∫∫ 。所以 

2 2 2
d d d d

L

zy x z y x z S
x y zΣ

+ + = −
+ +

∫ ∫∫

。 
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因为 2 21z x y= − − ，所以 

2 21
x

xz
x y
−

=
− −

，
2 21

y
yz

x y
−

=
− −

， 2 2

2 2

1d 1 d d d d
1

x yS z z x y x y
x y

= + + =
− −

， 

所以 

2 2 2

2 2
2 2

2 2

2 2

d d d d

1
1 d d

1

1 1 d d
1 1

d d

xy

xy

xy

L

x y
D

D

D

zy x z y x z S
x y z

x y
z z x y

x y
x y

x y
x y σ

Σ

+ + = −
+ +

− −
= − ⋅ + +

− −
= − ⋅

− −

= − = − = −π

∫ ∫∫

∫∫

∫∫

∫∫



 

其中， xyD 为 Σ在 xoy 面上的投影区域，其面积记为σ ， 21σ = π⋅ = π。 
解法四：利用斯托克斯公式(所选曲面为下半球面) 
取 Σ为有向曲面 ( )2 2 2 1 0x y z z+ + = ≤ 的下侧，令 ( ) 2 2 2, , 1F x y z x y z= + + − ，则有向曲面 Σ的法向量

为 ( )2 , 2 , 2x y z= − − −n ，对应的单位法向量为
2 2 2 2 2 2 2 2 2

, ,n
x y z

x y z x y z x y z

 − − − =
 + + + + + + 

e 。故 

2 2 2
cos x

x y z
α −
=

+ +
，

2 2 2
cos y

x y z
β −
=

+ +
，

2 2 2
cos z

x y z
γ −
=

+ +
，所以 

2 2 2

cos cos cos

d d d d d
L

x y zy x z y x z S S
x y z x y z
y z x

α β γ

Σ Σ

∂ ∂ ∂ + +
+ + = =

∂ ∂ ∂ + +
∫ ∫∫ ∫∫

 

由对称性得，
2 2 2

d 0x S
x y zΣ

=
+ +

∫∫ ，
2 2 2

d 0y S
x y zΣ

=
+ +

∫∫ 。所以 

2 2 2
d d d d

L

zy x z y x z S
x y zΣ

+ + =
+ +

∫ ∫∫

。 

因为 2 21z x y= − − − ，所以 

2 21
x

xz
x y

=
− −

，
2 21

y
yz

x y
=

− −
， 2 2

2 2

1d 1 d d d d
1

x yS z z x y x y
x y

= + + =
− −

， 

所以 

2 2 2

2 2
2 2

2 2

2 2

d d d d

1
1 d d

1

1 1 d d
1 1

d d

xy

xy

xy

L

x y
D

D

D

zy x z y x z S
x y z

x y
z z x y

x y
x y

x y
x y σ

Σ

+ + =
+ +

− − −
= ⋅ + +

− −
= − ⋅

− −

= − = − = −π

∫ ∫∫

∫∫

∫∫

∫∫



 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510409


刘佳 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.1510409 216 应用数学进展 
 

其中， xyD 为 Σ在 xoy 面上的投影区域，其面积记为σ ， 21σ = π⋅ = π。 

例 2：计算 d d d
L

y x z y x z+ +∫ ，其中 L 为

2 2 2 1
1
2

x y z

z

 + + =



= −

，若从 z 轴正向往 z 轴负向看去为逆时针方

向。 
分析：本题的求解方法同例 1。针对四种求解方法我们来分析对比一下。 

解法一：利用曲线的参数方程

3 cos
2
3: : 0 2sin

2
1
2

x

L y

z

θ

θθ


=


 → =



= −


π进行求解。 

解法二：利用斯托克斯公式(所选曲面为平面) 

取 Σ为有向平面

2 2 2 1
1
2

x y z

z

 + + ≤



= −

的上侧，则其法向量为 ( )0,0,1=n ，对应的单位法向量为 ( )0,0,1n =e 。

故 cos 0α = ， cos 0β = ， cos 1γ = 。 

利用斯托克斯公式求解即可。 

解法三：利用斯托克斯公式(所选曲面为球面在
11
2

z− < ≤ − 部分的小球冠) 

取 Σ为有向曲面 2 2 2 11 1
2

x y z z + + = − < ≤ − 
 

的上侧，则其法向量为 ( )2 , 2 , 2x y z= − − −n ，对应的单位

法向量为
2 2 2 2 2 2 2 2 2

, ,n
x y z

x y z x y z x y z

 − − − =
 + + + + + + 

e 。故
2 2 2

cos x
x y z

α −
=

+ +
，

2 2 2
cos y

x y z
β −
=

+ +
，

2 2 2
cos z

x y z
γ −
=

+ +
。 

利用斯托克斯公式求解即可。 

解法四：利用斯托克斯公式(所选曲面为球面在
1 1
2

z− ≤ < 部分的大球冠) 

取 Σ为有向曲面 2 2 2 11 1
2

x y z z + + = − ≤ < 
 

，此时曲面与平行于 z 轴的直线的交点多于一个，我们作

辅助曲线把曲面 Σ分成两个部分 ( )2 2 2
1 : 1 0 1x y z zΣ + + = ≤ < 与 2 2 2

2
1: 1 0
2

x y z z Σ + + = − ≤ ≤ 
 

，然后利用

斯托克斯公式进行计算并相加即可。这个求解过程相当繁琐。 

例 3：计算 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d d d
L

H y z x z x y x y z= − + − + −∫ ，其中 L 为
2 2 1

2
x y
z x y

 + =


= − −
，若从 z 轴正向往 z

轴负向看去为逆时针方向。 
解：对比前两个例题，本题利用斯托克斯公式来求解(所选曲面为斜平面 2z x y= − − ) 

取 Σ为有向斜平面
2 2 1

2
x y
z x y

 + ≤


= − −
的上侧，则其法向量为 ( )1,1,1=n ，对应的单位法向量为 

1 1 1, ,
3 3 3n

 =  
 

e 。故
1cos
3

α = ，
1cos
3

β = ，
1cos
3

γ = ，所以由斯托克斯公式可得 
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( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1
cos cos cos

3 3 3
4d d d
3

H S S x y z S
x y z x y z

y z z x x y y z z x x y

α β γ

Σ Σ Σ

∂ ∂ ∂ −
= = = + +∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

− − −
− − −

∫∫ ∫∫ ∫∫ 。 

因为 Σ在有向斜平面 2z x y= − − 上，所以有 

( )4 4 8d 2d d
3 3 3

H x y z S S S
Σ Σ Σ

− − −
= + + = =∫∫ ∫∫ ∫∫  

设 Σ在 xoy 面上的投影为 xyD ，其面积为 21σ = π⋅ = π，而 2 2d 1 d d 3d dx yS z z x y x y= + + = ，故 

8 8d 3d d 8 d d 8
3 3xy xy xyD D D

H S x y x y− −
= = = − = − π∫∫ ∫∫ ∫∫ 。 

4. 归纳总结 

在上述三个例题中，我们选用的有向曲面，都是题目中给的。有的学生还会有疑问，能否自己构造

一个以有向闭曲线为边界的有向曲面，且符合右手规则，再利用斯托克斯公式进行求解。答案是肯定的，

定理中提到只要是以有向闭曲线为边界所张成的有向曲面，二者符合右手规则，就可以使用斯托克斯公

式。但是构造这样的曲面是困难的，增加了我们求解的复杂度。怎样选择合适的有向曲面是我们求解的

关键。通过文中的讲解我们发现，在求解第二型曲线积分时，我们可以考虑使用斯托克斯公式，使用公

式的一般步骤为，在满足公式的条件下，第一步，判断边界曲线是否为平面曲线？若是，则选择其所在

的平面。若否，则进一步考察该曲线是否为某个规则曲面(如柱面、球面)的一部分？这样选择更易求解。

学生在求解问题的过程中要善于总结“一题多解”或“多题一解”，进一步加深对知识的理解。 
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