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摘  要 

本文以忆阻Chay神经元作为研究对象，采用电学突触构建双忆阻神经元耦合系统，研究不同参数条件下

耦合系统的放电模式、分岔类型与同步转迁规律。利用四阶变步长Runge-Kutta算法对系统方程进行数

值求解，绘制峰峰间期分岔图研究系统的放电节律随参数的演化过程，得出耦合系统会出现逆加周期分

岔、边界激变分岔、吸引子合并激变及逆倍周期分岔等多种典型分岔类型，且放电模式由簇放电转变为

尖峰放电。研究电耦合强度对耦合系统完全同步状态的影响，得出电耦合强度是决定系统能否进入完全

同步状态的主导因素，且耦合强度越大，完全同步状态所占的参数区域越大。研究忆阻神经元系统分岔

与同步状态可揭示不同参数值对耦合系统放电节律的影响，也为生物神经性疾病的治疗提供理论参考。 
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Abstract 
In this paper, the memristive Chay neuron is taken as the research object, and a coupled system of 
two memristive neurons is constructed by using electrical synapses. The firing patterns, bifurcation 
types, and synchronization transition laws of the coupled system are investigated under different 
parameter conditions. The system equations are solved numerically by using the fourth-order var-
iable-step Runge-Kutta algorithm, and the bifurcation diagram of the interspike interval is plotted 
to study the evolution of the firing rhythm with the variation of parameters. It is found that the cou-
pled system exhibits various typical bifurcation types, including inverse period-adding bifurcation, 
boundary crisis bifurcation, attractor merging crisis, and inverse period-doubling bifurcation, and 
the firing pattern changes from bursting to spiking. The effect of electrical coupling strength on the 
complete synchronization state of the coupled system is studied, and it is concluded that the elec-
trical coupling strength is the dominant factor in determining whether the system enters the com-
plete synchronization state; moreover, the larger the coupling strength is, the larger the parameter 
region occupied by the complete synchronization state becomes. The study of the bifurcation and 
synchronization states of the memristive neuron system can reveal the influence of different pa-
rameter values on the firing rhythm of the coupled system, and can also provide a theoretical refer-
ence for the treatment of biological neurological diseases.  
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1. 引言 

神经元是神经系统的基本组成单元，具有感受刺激和传导神经冲动的功能。自 1950 年以来，研究者

先后提出了多种神经元模型，HH 神经元[1]系统最先被提出，是从离子通道角度刻画了动作电位的产生

机理，此后大量简化模型[2]-[6]被陆续提出。其中 Chay 模型[6]具有静息态、簇放电、尖峰放电等丰富的

放电节律，被大量应用于神经元放电节律的研究中。1971 年，蔡少棠提出忆阻器概念直至 2008 年惠普实

验室成功制备出可实际工作的忆阻器件，忆阻器由此进入研究者的视野[7] [8]。忆阻器是关联了电荷与磁

通之间的本构关系，常被用于模拟电磁感应效应对神经元系统放电模式的影响。王梦蛟等人在 Holmes 型
Duffing 系统中引入双曲正切忆阻模型构造出新系统，并借助相图、转换相图与 Lyapunov 指数等手段，

揭示了可控簇发、簇发共存以及周期混沌共存等多种新颖动力学行为[9]。张雨航等人将压控型多稳态忆

阻器引入经典 FHN 神经元电路以替代隧道二极管，并结合哈密顿能量函数考察系统的能量调控特性，发

现在低频驱动下系统更易出现簇发振荡，且忆阻内部状态初值可诱导多个共存吸引子发生周期性平移，

展现出显著的多稳态特征[10]。杨喆等人设计兼具听觉与磁场感知功能的功能性 FHN 神经元模型，借助

Hamilton 能量函数发现外部刺激与磁场可诱发丰富放电行为，并通过电感线圈场耦合与耦合强度自适应

增长准则，实现了系统在能量调控下的能量平衡与完全同步[11]。因此，将忆阻器件引入神经元系统中模

拟电磁感应效应时，系统内部的状态变量会增多，且放电模式与同步转迁演化行为更加丰富。 
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单个神经元的动力学研究虽然能揭示放电活动的基本机制，却难以完整反映神经系统的真实工作方

式。在生物体内，神经元并非孤立运行的，而是通过电突触[12]或化学突触[13]彼此连接，构成双神经元

乃至大规模神经网络，完成神经元之间的协同活动。其中，双神经元耦合系统作为连接单神经元研究与

复杂网络研究的关键桥梁，结构相对简单却保留了耦合作用的本质特征，成为分析放电同步、分岔演化

等动力学行为的理想对象。文献[14]在经典三维 Chay 模型中引入外界刺激电流与磁控忆阻器，构建四维

Chay 神经元系统，通过单参数与双参数分岔图，得出系统随参数改变呈现丰富的动力学行为，且增大磁

通耦合强度可促进系统完全同步状态。何沛妍等人研究带时滞的耦合 FHN 神经元模型，利用时域法讨论

平衡点稳定性，两个神经元同时刺激则使系统由周期放电模式转变为静息状态、振荡状态转变为恢复稳

定状态[15]。邬开俊等人针对 HR 神经元的化学突触耦合同步问题，研究高斯白噪声对耦合系统同步行为

的影响，得出耦合强度既能改变耦合神经元的放电活动，也能使两个神经元系统由非同步转变为同步，

且适当强度的噪声同样可以诱发非同步耦合系统产生同步，结果表明耦合强度与噪声共同构成调控神经

元同步状态的重要因素[16]。因此，耦合强度是控制耦合系统同步状态的关键因素，对神经性疾病的治疗

由重要的意义。 
基于此，本文以忆阻 Chay 神经元为研究对象，采用电学突触构建双忆阻神经元耦合系统，从放电模

式、分岔类型与同步转迁三个层面展开数值研究。首先借助四阶变步长 Runge-Kutta 算法对系统方程求

解，绘制峰峰间期分岔图，考察参数变化下系统呈现的逆加周期分岔、边界激变分岔、吸引子合并激变

及逆倍周期分岔等典型分岔行为；随后在参数平面上分析不同电耦合强度下系统的同步转迁规律，明确

电耦合强度对完全同步状态建立与扩展的主导作用。研究结果有助于深化对忆阻神经元耦合系统信息编

码与传递机制的理解，也可为部分神经性疾病的病理分析及治疗策略提供理论参考。 

2. 双忆阻神经元耦合系统 

Chay 神经元系统是基于细胞膜离子通道动力学机理，是描述神经元电生理行为的经典动力学模型，

可模拟出丰富的神经元放电类型。三维 Chay 神经元模型[6]如(1)式 
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由于离子的跨膜运动会产生电位差形成电磁感应，而忆阻器是关联了电荷与电磁的本构关系，可以

使用忆阻器模拟电磁感应，文献[17]中的忆阻器是双曲正切忆阻器模型，其状态方程如(2)式 
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其中， k 是忆阻反馈系数，α 和 β 是忆阻参数。 
将忆阻器模型引入三维 Chay 神经元中，忆阻 Chay 神经元系统的状态方程如(3)式 
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其中， 2k 是磁耦合系数。 
针对电磁环境作用场景，采用忆阻器模拟电磁感应效果，建立电耦合忆阻 Chay 神经网络模型，对应

的状态方程如(4)式 
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文中所取参数值分别为 100 mVIV = 、 75 mVKV = − 、 40 mVLV = − 、 145 mVCV = 、 21800 mS cmIg = 、
21700 mS cmKVg = 、 210 mS cmKCg = 、 27 mS cmLg = 、 6extI = 、 3.3 18Ck = 、 0.27ρ = 、 230nλ = 、 1 0.5k = 、

2 0.5k = 、 0.5α = 、 0.1β = − ， D 是电耦合强度。 

3. 分岔与同步分析 

3.1. 分岔分析 

本文采用四阶变步长 Runge-Kutta 算法编写程序，初值设为 

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , 0.01,0.01,0.01,0.01,0.01,0.01,0.01,0.01V n C V n Cϕ ϕ = ，对方程(1)进行数值计算。经过多次数

值计算结果发现，在初值相同的两个神经元系统，由于电耦合是线性耦合，电耦合强度大小并不影响系

统的分岔特征；而参数 KVg 对应的放电节律更为丰富，故参数 KVg 确定为主要研究参数，并绘制出如图 1
所示的峰峰间期(ISI)分岔图。从图 1(a)可以得出，随着参数 KVg 逐步增大，耦合神经元系统处于逆加周期

放电模式。借助局部放大图 1(b)可知，其放电模式依次呈现为周期 9 簇放电 → 周期 8 簇放电 → 周期

7 簇放电连续更替；随后系统经过边界激变分岔跨入混沌区域，再经过吸引子合并激变进入逆倍周期放

电模式，对应放电模式依次为周期 4 簇放电 → 周期 2 尖峰放电 → 周期 1 尖峰放电模式。 
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Figure 1. Bifurcation diagram of peak-to-peak intervals with respect to parameter KVg  
图 1. 关于参数 KVg 的峰峰间期分岔图 

 
基于上述参数 KVg 的分岔模式，分别选取 1600KVg = 、 1700KVg = 、 1750KVg = ，对上述的放电模式

进行验证，绘制出如图 2 所示的相图和时间历程图。当 1600KVg = 时，耦合系统处于周期 7 簇放电；当

1700KVg = 时，系统处于周期 2 尖峰放电；当 1750KVg = 时，系统处于周期 1 尖峰放电。 
 

 
Figure 2. Phase diagram and time history diagram 
图 2. 相图和时间历程图 

3.2. 单参同步分析 

复杂神经网络的群体同步行为，源于神经元两两耦合的协同作用，双神经元系统是研究神经网络动

力学的最小基础单元，可有效规避复杂网络的参数干扰和拓扑结构对神经元放电行为的影响。因此，先

以双 Chay 神经元系统为研究对象，探究电磁激励下其同步演化与状态转迁规律，来分析电耦合强度、基

准参数及忆阻参数对同步状态的调控机制。 
为了研究双忆阻耦合神经元系统的同步状态，本文引入一个统计量相似函数[13] ( )0S 和同步统计因

子[18] R ，具体表达式如(5)式和(6)式所示： 
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其中， 1V 和 2V 表示的两个神经元的膜电位值， ⋅ 表示对时间的均值。从(5)式可以得出，当两个神经元的

放电节律相互独立时，有 ( )0 0S ≠ ；当两个神经元放电节律完全同步时，就有 ( )0 0S = 。 ( )0S 的值越小，

神经元之间的同步化程度越高。 
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其中， N 表示神经元个数， 1V 、 2V 表示第 1、2 个神经元的膜电位值。当 R 的值趋于 1 时，耦合系统处

于完全同步状态；当 R 的值趋于 0 时，耦合系统呈现出完全不同步的状态。 
以电耦合强度 D 为可变调控参数，对双神经元耦合动力学系统开展数值仿真，分别计算耦合系统的

相似函数 ( )0S 和同步统计因子 R 随耦合强度的演化规律，结果如图 3 所示。当 [ ]0,3.24D∈ 区间范围时，

相似函数的值波动幅度平缓，同步因子 R 缓慢抬升，表明此区间耦合强度对神经元同步行为的调控作用

微弱，系统处于非完全同步状态；当 [ ]3.36,3.6D∈ 时，相似函数 ( )0 0S ≡ ，同步统计因子 =1R ，两个指标

共同证实该参数区间下耦合双神经元实现完全同步；当 3.72D ≈ 时， ( )0 0S ≠ ，相似函数由零突变为非零，

系统处于异步状态；D 继续增大， ( )0S 逐步回落至 0、R 重新趋近于 1，耦合系统再次恢复完全同步。图

1(a)为相似函数随耦合强度 D 变化曲线，图 1(b)为同步统计因子随 D 变化曲线。 
 

 
Figure 3. Similarity function diagram and synchronization factor diagram 
图 3. 相似函数图和同步因子图 

 
选取 D = 1、2、3、3.3、4 五种耦合强度，数值计算出对应的时域图与相平面图，从膜电位时域演化

与相空间轨迹两个维度，验证双神经元系统同步状态随耦合强度 D 的转变规律。其中图 4(a1)~(e1)为两

个神经元膜电位的时间序列曲线图，图 4(a2)~(e2)为相平面图。当 D = 1 时，时域图 4(a1)中两条膜电位波

形存在明显相位差，两个神经元的放电节律不一致；对应相平面图 4(a2)轨迹集中在局部区域、无法沿对

角线重合，说明耦合强度较低时，两个神经元处于非同步放电状态。对比图 4(b)~(d)，随着耦合强度从 2
增大至 3.3，时域波形的相位偏差逐步缩小，脉冲时序趋近对齐；相平面轨迹缠绕范围逐步收拢，但仍为

复杂的缠绕曲线，未收敛至对角直线，系统处于不完全同步状态，同步程度随耦合强度提升持续改善。
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时域图 4(e1)中两条膜电位曲线完全重合，神经元脉冲发放时刻、波形高度完全一致；相平面图 4(e2)的轨

迹收敛为一条倾斜对角线，直观说明此时双神经元膜电位完全相等，系统达到完全同步，与前文相似函

数、同步因子的计算结论相互验证。 
 

 
Figure 4. Synchronous verification diagrams 
图 4. 同步验证图 

3.3. 双参同步分析 

为了研究多个参数同时变化对耦合系统的同步状态的影响，选取 D = 1、2、3、4、5，以磁耦合强度

1k 、参数 KVg 作为双调控参数，研究耦合强度变化对系统同步参数域的调控规律，得到如图 5 所示的双

参数同步云图，每一行从左至右依次为同步统计因子 R 云图、相似函数 ( )0S 云图、同步分区图(蓝色代

表完全同步，粉色代表非同步)。从图 5(a)和图 5(b)中可以得出，当 D = 1、2 时，R 云图整体呈黄、橙低

数值配色 ( )1R ， ( )0S 云图全域为绿色高值 ( (0) 0)S  ；右侧同步分区图 5(a3)和图 5(b3)整片区域均为

粉色，说明在 D = 1、2 的弱耦合条件下，在整个 1( , )KVk g 参数平面内，双神经元始终无法形成完全同步，

无论磁耦合强度 1k 与参数 KVg 如何改变，系统维持非同步放电状态。当 D = 3 时，R 云图的右上角区域出

现大面积深红色 ( )1R → ，对应 ( )0S 云图右上角变为红色低值区 ( )( )0 0S → ；同步分区图 5(c3)在参数平

面右上侧零散出现蓝色同步斑块，表明耦合强度提升至 D = 3 时，仅在大 KVg 、偏正 1k 的局部参数区间，

系统首次出现完全同步，其余大部分参数范围仍处于非同步状态。随着 D 继续增大， 1R ≈ 的红色高值

区、 ( )0 0S ≈ 的红色低值区持续向左、向下大范围拓展；同步分区图中蓝色同步区域不断扩张，仅在参数

平面左下角小范围保留粉色非同步区域，说明增大电耦合强度可显著扩大系统完全同步的参数区间。 
 

     
(a1) 1D =                        (a2) 1D =                         (a3) 1D =  
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(b1) 2D =                         (b2) 2D =                        (b3) 2D =  

     
(c1) 3D =                         (c2) 3D =                        (c3) 3D =  

     
(d1) 4D =                        (d2) 4D =                         (d3) 4D =  

     
(e1) 5D =                       (e2) 5D =                          (e3) 5D =  

Figure 5. Dual-parameter synchronized cloud diagrams (1) 
图 5. 双参同步云图(1) 
 

同理，以参数 nλ 、忆阻参数α 作为双调控参数，数值计算出如图 6 所示的双参同步云图，来揭示电

耦合强度对系统同步参数域的调控规律。当 D = 1 弱电耦合时，整个 ( ),nλ α 参数域内神经元始终无法完

全同步，改变 nλ 、α 值不能诱导系统同步，如图 6(a)所示。当 D = 2 时，R 云图仅在参数平面左下角极小

范围出现红色区域， ( )0S 对应局部下降；同步分区图 4(b3)仅左下角零星出现少量蓝色同步斑点，其余
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大面积粉色。当 D = 3 时，R 云图、 ( )0S 云图红色区域从左侧大范围向右拓展；同步分区图 6(c3)蓝色同

步区沿左侧大幅扩张，小 nλ 全α 区间基本实现完全同步，随 nλ 增大同步逐步消失。继续增大耦合强度 D
值，系统完全同步的参数范围从无到有、由左向右持续扩张，绝大部分 ( ),nλ α 参数域内的值均可实现完

全同步，如图 6(d)和图 6(e)所示，同步优先在 ( ),nλ α 参数域左下角生成，故提升电耦合强度可有效拓宽

神经元完全同步的参数区间。 
 

     
(a1) 1D =                        (a2) 1D =                         (a3) 1D =  

     
(b1) 2D =                       (b2) 2D =                          (b3) 2D =  

     
(c1) 3D =                        (c2) 3D =                        (c3) 3D =  

     
(d1) 4D =                       (d2) 4D =                         (d3) 4D =  
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(e1) 5D =                       (e2) 5D =                        (e3) 5D =  

Figure 6. Dual-parameter synchronized cloud diagrams (2) 
图 6. 双参同步云图(2) 

4. 结论 

本文围绕双忆阻 Chay 神经元电耦合系统，通过数值仿真系统研究其在不同参数条件下的放电模式、

分岔类型及同步转迁特性。首先，构建的双忆阻 Chay 神经元耦合系统，使用峰峰间期分岔图、相图和时

间历程图研究系统在相图初值下的放电模式；使用单(双)参同步图研究系统同步转迁演化过程。其次，在

基准参数条件下，随着参数 KVg 的逐步增大，耦合系统呈现出丰富的分岔结构，依次经历逆加周期分岔、

边界激变分岔、吸引子合并激变以及逆倍周期分岔等多种典型分岔模式。最后，在不同电耦合强度取值

下研究在参数平面 ( )1, KVk g 、 ( ),nλ α 上的同步转迁过程，可以得出电耦合强度是影响系统能否进入完全

同步状态的主要因素，且随着电耦合强度值的增大，完全同步状态在参数平面上所占的区域面积随之扩

大，说明较强的电耦合有利于系统实现全区域同步放电状态。因此，对耦合系统分岔行为与同步状态的

研究，有助于揭示复杂神经系统中神经信息编码与传递过程的内在规律，深化对神经元耦合机制的认识，

同时可为部分神经性疾病的病理分析与治疗策略优化提供理论依据。 
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