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摘  要 

本文研究一类特殊的多元Birkhoff插值问题，插值条件由单个节点及其上的微分条件构成。首先针对节

点为原点的情形，建立了关联矩阵与广义范德蒙矩阵之间的代数关系；其次对于一般节点，依据关联矩

阵中相应列对应的单项构造上三角矩阵，进而得到广义范德蒙矩阵的计算方法，然后基于上述理论提出

一种基于关联矩阵行约化的适定单项基的快速计算方法；最后用数值算例验证了方法的有效性与可行性。

本文结果为多元Birkhoff插值适定性的判别与基构造提供了新的理论依据与计算工具。 
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Abstract 
This paper investigates a class of special multivariate Birkhoff interpolation problems in which the 
interpolation conditions consist of a single node together with differential conditions imposed at 
that node. First, for the case where the node is located at the origin, the algebraic relationship be-
tween the incidence matrix and the generalized Vandermonde matrix is established. Furthermore, 
for general nodes, an upper triangular matrix is constructed from the monomials corresponding to 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510421
https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510421
https://www.hanspub.org/


李远鹤，姜雪 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.1510421 375 应用数学进展 
 

the relevant columns of the incidence matrix, which yields a computational method for the general-
ized Vandermonde matrix. Then, based on the above theory, we propose a fast algorithm for com-
puting the proper monomial basis via row reduction of the incidence matrix. Finally, numerical ex-
amples are provided to verify the effectiveness and feasibility of the proposed method. The results 
of this paper provide a new theoretical foundation and computational tool for the characterization 
of properness and the construction of basis in multivariate Birkhoff interpolation. 
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1. 引言 

Birkhoff 插值作为经典多项式插值理论的重要推广，同时涵盖了 Lagrange 插值与 Hermite 插值两种

特殊情形，其不仅在逼近论和微分方程数值解等数学领域起着至关重要的作用，在航天器轨迹优化[1]、
图像处理[2]及信息安全[3]等应用领域也有广泛的应用背景。 

与理想插值问题相比，Birkhoff 插值的显著特征在于其插值条件中可能缺失某些低阶导数值，从而使

得插值矩阵呈现更为复杂的结构[4]。因此，如何判定插值问题的适定性并构造较低次数的插值基，一直

是该领域研究的核心问题之一。 
Birkhoff 插值理论最早由 Birkhoff 在文献[5]中提出，Schoenberg 在 1966 年提出了一元 Birkhoff 插值

格式[6]。Makarov 与 Kashpur 从算子理论视角系统综述了多项式插值理论，为 Birkhoff 插值的泛函分析

解释提供了统一的数学框架[7]。近年来，Rhouni 等学者在现有算法基础上，提出了一元 Hermite-Birkhoff
插值多项式的递归算法 RHBPIA，解决了 Birkhoff 插值多项式的存在性与唯一性问题，并在数值稳定性

分析上取得进展[8]；其后续工作 RHBMPIA 进一步将这一算法框架推广至矩阵多项式插值情形，拓展了

Birkhoff 插值的适用范围[9]。此外，Xu 等人在特定函数空间中研究了 Birkhoff 插值的最优恢复问题，通

过计算相应的 Birkhoff 数来量化插值算法在最坏情形下的误差下界[10]；Cui 与 Jiang 引入不变插值空间

概念，给出了基于关联矩阵判定多元 Birkhoff 插值适定性的高效判据，为多元情形下的理论与应用提供

了新的分析框架[11]。Xia 等人则研究了单变量 Birkhoff 有理插值的线性化方法[12]，Xu 与 Lei 建立了多

元均匀可积张量积 Birkhoff 插值的 Lagrange 型插值基函数[13]，为相关数值计算提供了新的工具支撑。

崔凯将多元 Birkhoff 插值从单项微分条件推广到多项式微分条件，分别在插值格式正则性判定、适定基

构造和结点摄动下的稳定插值基计算三方面给出了新的理论结果与算法[14]。王筱颖针对多元 Birkhoff 插
值与二元 Lagrange 插值两类问题，分别利用连通性与连通闭包构造牛顿基，以及利用 Cartesian 子集构造

极小次数插值基并改进 BM 算法的预处理方法，系统地给出了插值基的构造理论与高效算法[15]。 
综上所述，Birkhoff 插值在理论与算法层面均已取得丰富成果，但多数研究侧重于一元情形或特定函

数空间，对于多元情形下插值条件的代数结构与基的构造问题，仍有待进一步深入。特别地，当插值节

点仅取单点时，关联矩阵与广义范德蒙矩阵之间的内在联系尚未被充分揭示。为此，本文将从多元 Birkhoff
插值的基本定义出发，围绕单节点情形，系统探讨关联矩阵与广义范德蒙矩阵之间的代数关系，并据此
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给出一种直接基于关联矩阵行约化构造适定插值单项基的方法。 
本文第 2 节介绍必要的预备知识，包括多元 Birkhoff 插值问题的数学描述、关联矩阵与广义范德蒙

矩阵的定义及相关记号。第 3 节给出主要定理及其证明。第 4 节通过具体算例讨论插值单项基的构造方

法，最后对全文进行总结。 

2. 预备知识 

在本文中，设表示实数域或者复数域，表示非负整数集， [ ] [ ]1 2: , , , nx x x=x   表示域上

的 n 元多项式环。设插值节点为 z ，给定符合单项序的序列 1 2, , , lS  =  x x x

αα α ，记 , 1, 2, ,hD h l= 

α

为 hxα 对应的微分算子。对于给定的 N 个线性无关的插值条件 

 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , NP D P D P Dδ z   , (1) 

其中 ( )
1

, 1, 2 , ,,i
ji

l

j j
i

iP e j N e
=

= ∈=∑x x  α ， ( )
1

i
j ji

i

l
P D e Dα

=

= ∑ 为对应的微分多项式。赋值泛函 ( ) ( )f fδ =z z 。 

单点 n 元 Birkhoff 插值问题可以描述为：对于任意给定的型值 1 2, , , Ny y y ，如何寻求一 N 维线性空

间 

{ }1 2span , , , N= x x x γγ γ , 

使得存在唯一的多项式 ( )
1

i
N

i
i

f c
=

= ∈∑x x γ ，满足 ( ) ( ) ,  1, 2, ,j jP D f y j N= =z  。称 

{ }1 2, , , NT = x x x

γγ γ 为插值问题的适定单项基， ( )f x 为插值多项式。 

事实上，插值多项式 ( )
1

i
N

i
i

f c
=

= ∑x xγ 唯一的充要条件是线性方程组 

( )

( )

( )

1 1
1

2 2
1

1

i

i

i

N

i
i

N

i
i

N

N i N
i

P D c y

P D c y

P D c y

δ

δ

δ

=

=

=

   =  
 

   =  
  


   =  

 
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关于 1 2, , , Nc c c 有唯一解，即等价于 
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的系数矩阵非奇异。本文称此系数矩阵为广义范德蒙矩阵。 
设 ( ) ( )1 1, , , , , n

n nα α β β= = ∈  α β ，如果 −α β 的最左端的非零元是负的，则称 lexα β ，等价地，

lexx x

α β 。如果 <α β 或 =α β 且 lexα β ，则称 grlexα β ，等价地， grlexx x

α β 。 
将插值条件中的多项式 ( )jP x 按给定序列 1 2, , , lS  =  x x x

αα α 展开，所有系数排列成一个 N l× 的矩

阵，即得到所谓的关联矩阵 E ， 
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其中第 j 行 h 列的元素 jhe 即为多项式 ( )jP x 中单项 hxα 的系数。插值条件也可以由关联矩阵直接定义[14]，
这与(1)定义的插值条件是等价的。例如，给定序列 31, , , ,S x y xy y =  和微分多项式 

( ) ( ) ( )3 3
1 2 31 2 ,  2 4 6 ,  3 2 4y x x y y y x yP D D P D D D D D P D D D D= + = + + = + + , 

则关联矩阵

1 0 0 0 2
0 2 0 4 6
3 0 2 4 0

E
 
 =  
 
 

。 

本文总是假设给定的 N 个插值条件 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , NP D P D P Dδ z  
是线性无关的，即对应的关联矩阵

E 行满秩，此时显然有 N l≤ 。 
定义矩阵 , 1, 2, , ; 1, 2, ,j hV j N h l×∈ = =  ，其第 j 行 h 列元素为 ( )( )h

j DPδ z x

α ，即 
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 
 
 =
 
 
 
 

   

   

  

   

z z z

z z z

z z z

x x x

x x x

x x x
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. (2) 

3. 主要结果 

3.1. 插值节点为原点 

构造一个 l l× 的阶乘对角矩阵  F ： 

( ) ( )

1

2
1 2

! 0 0

0 ! 0
diag !, !, , !

0 0 !

jh ll l

l

F f
×

 
 
 

= =  
 
 
 





 

  



α

α
α α α

α

, 

其中 ( )1 2 1 2, , , , ! ! ! !, 1, 2, ,n
h h h hn h h h hn h lα α α α α α= ∈ = =  α α ，易见 F 为对角线元素均非零的可逆矩阵。 

定理 1：给定 N 个线性无关的插值条件形如(1)，当插值节点取原点时，利用上述记号有 
V E F= ⋅ . 

证明：对任意的 1,2, , ; 1, 2, ,j N h l= =  ，矩阵 E F⋅ 的第 j 行 h 列元素为 , ,
1

l

j k k h
k

e f
=

⋅∑ 。由于 F 是对角

矩阵，故 , 0,  k h hf k= ≠ ，因此 , ,
1

!
l

j k k h jh h
k

f ee
=

⋅ = ⋅∑ α 。而对于等式左边V ，其第 j 行 h 列元素 

( )( ) ( )
1

 .h i h
j ji

i

l
P D e Dδ δ

=

 =  
 
∑x x 0 0

α α α  

逐项分析 ( ) , , 1, 2, ,i hD i h l=x 

α α 。当 i h=α α 时， ( ) !i h
iD =xα α α ， ( )( ) !h

j ji iP D eδ = ⋅x0
α α ；当 i h≠α α

时，则在原点赋值有 ( ) 0i hDδ =x0
α α 。因此， ( )( ) !h

jj hhP D eδ = ⋅x0
α α 。 
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综上所述，V E F= ⋅ ，定理得证。 
推论 1：在定理 1 的条件下，矩阵V 和 E 的秩相等，即 ( ) ( )rank rankV E= 。特别地，当 N l= 时，V

与 E 具有相同的奇异性。 
证明：由于 F 是可对角矩阵，任何矩阵右乘 F 均不改变矩阵的秩，即 ( ) ( ) ( )rank rank rankV E F E= ⋅ = 。

因此 ( ) ( )rank rankV E= 。 

当 N l= 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )
1

det det det det !
l

h
h

V E F E
=

= ⋅ = ⋅∏α 。由于
1

! 0
l

h
h=

≠∏α ，所以 

( ) ( )det 0 det 0V E= ⇔ = , 

即V 与 E 的奇异性完全一致。证毕。 
注：插值条件中 ( )jP x 中单项 ixα 的系数 jie 与赋值泛函 ( )( )i

jP Dδ x0
α 之间仅差一个阶乘因子 !iα 。

该阶乘因子来源于微分算子 iDα 对 ixα 求导后产生的常数 !iα ，在矩阵中体现为阶乘对角矩阵 F 的作用。 
下面给出单点 Birkhoff 插值问题插值基的计算方法。 
对于给定的插值条件及其关联矩阵 E ，通过 Gauss 消去将关联矩阵 E 进行行约化得到 ( )ref E ，记录

( )ref E 中每个主元列所在位置，将其对应的单项按序排成的序列记为 1 2, , , NT  =  x x x

γγ γ 。在 E 中按序

取T 对应的列构成一个新矩阵记为 N NE ×
 。下面给出主要定理。 

定理 2：上述定义的 1 2, , , NT  =  x x x

γγ γ 中的单项构成插值条件 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , NP D P D P Dδ  0 的一组

适定插值单项基。 
证明：记 ( )1 2diag !, !, , !NF = γ γ γ 。对于公式(2)定义的V ，在V 中按序取T 对应的列构成一个新矩阵

记为 N NV ×
 。由定理 1 可知V E F= ⋅ ，又由于 F 为对角矩阵，易证V E F= ⋅   。由 E 的定义可知，它是由行

约化后的关联矩阵确定主元所在列，并在 E 中由所得的主元列的位置按序提取 N 列构成的子矩阵，所以

E 是非奇异矩阵。因此， 

( ) ( ) ( )det det det 0V E F= ⋅ ≠   , 

即广义范德蒙矩阵V 非奇异。定理得证。 
注 1：不同的分次序会导致不同的主元列选择，从而得到不同的插值单项基。 
注 2：构造适定插值基的目标在于选取一组单项基，使得相应的广义范德蒙矩阵非奇异。定理 1 与定

理 2 揭示了广义范德蒙矩阵与关联矩阵之间的内在联系，据此可避免直接计算广义范德蒙矩阵，而仅通

过对关联矩阵的行约化操作即可确定适定插值单项基。 

3.2. 插值节点为任意节点 

设 S 为一个按给定分次序排列的单项序列， { }1 2, , , n
nz z z= ∈z   为插值节点，插值条件(1)对应的

关联矩阵为 E 。与 3.1 的情形类似，对 E 进行行约化可求得 ( )ref E ，找出 ( )ref E 中主元所在列对应的单 
项仍按序记为 1 2, , , NT  =  x x x

γγ γ 。在 E 中取T 中单项对应的列按序构成一个子矩阵，仍记为 N NE ×
 。根

据 T 构 造 矩 阵 ( ) ( )( ) , , 1, 2, ,k m

N N
B D k m Nδ

×
= =zz x

 

γ γ 。 记 N NV ×
 为 插 值 条 件

( ) ( ) ( ){ }1 2, , , NP D P D P Dδ z  
作用在T 上的广义范德蒙矩阵。 

定理 3：按上述记号， 

( )V E B= ⋅ z   , 

且T 中元素{ }1 2, , , Nx x x

γγ γ 构成插值条件 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , NP D P D P Dδ z  
的一组适定插值基。 
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证明：将子矩阵 N NE ×
 表示为

1 2

1 2

1 2

1 1 1

2 2 2
1 2,1

N

N

N

h h h

h h h
N

Nh Nh Nh

e e e

e e e
E h h h N

e e e

 
 
 = ≤ < < < ≤ 
 
 
 









  



。由 E 和V 的定义可

知，子矩阵 E 在 E 中列的选取与V 在V 中列的选取是一致的，即对任意 , 1, 2, ,j m N=  ，V 的第 j 行 m
列元素为 

( )( ) ( )
1

m k m
k

N

j jh
k

P D e Dδ δ
=

= ∑z zx x 

γ γ γ . 

对任意 , 1, 2, ,k m N=  ， ( )B z 的第 k 行m列元素为 ( )
( ) ,

!,
0,

k m k m

k m k m

m k

m

D
D

δ
δ




=  =



z

z

x x x
x x x

x x

 





γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ

γ 。 

则可计算矩阵 ( )E B⋅ z  的第 j 行m 列元素为 ( ) ( )
1 1

k m k m
k k

N N

jh jh
k k

e D e Dδ δ
= =

⋅ =∑ ∑z zx x 

γ γ γ γ 。故有 

( )E B V⋅ =z   成立。与定理 2 类似，由 E 的构造可知它是非奇异的。又因为 ( )B z 为上三角矩阵，且对角

线元素非零，所以 ( ) ( ) ( )( )det det det 0V E B= ⋅ ≠z   ，即V 非奇异，T 为一组适定插值基。定理得证。 
注：本文方法的核心贡献在于解决插值问题的适定性，即保证插值单项基的存在性与唯一性，而非

优化基底的数值性质。本节从代数角度揭示了广义范德蒙矩阵与关联矩阵之间的内在联系，使得可以通

过行约化操作确定适定插值单项基，从而避免了直接计算广义范德蒙矩阵。不过，这一过程并未直接改

善基底的数值条件。事实上，当插值节点发生微小摄动时，原本适定的极小单项基可能不再适定，插值

多项式也会随之发生显著变化。已有的稳定性研究指出，通过极小单项基算法得到的基对节点摄动较为

敏感，而稳定单项基算法则能在给定误差范围内保持适定性。因此，如何在保证适定性的前提下进一步

优化基底的数值性质，例如提高其抗扰动能力，仍是一个值得继续研究的问题。 

4. 算例 

4.1. 插值节点为原点的算例 

考虑二元 Birkhoff 插值问题，给定分次字典序 glrexy x ，插值节点为原点 ( )0,0=z ，插值条件为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 4, , ,P D P D P D P Dδ 0 ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3
1 2 3 41 2 ,  2 4 6 ,  3 2 4 ,  2 2 7y x x y y y x y x x y yP D D P D D D D D P D D D D P D D D D D= + = + + = + + = + + + . 

根据插值条件，在单项序列 2 31, , , ,S x y xy y =  下关联矩阵为 

1 0 2 0 0
0 2 0 4 6
3 0 2 4 0
2 1 0 2 7

E

 
 
 =
 
 
 

. 

对关联矩阵进行行约化得到 

( )

1 0 2 0 0
0 1 0 2 3

ref
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

E

 
 
 =
 −
 

− 

, 
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主元分别位于第 1 列(对应单项 1)、第 2 列(对应单项 x )、第 3 列(对应单项 2y )和第 4 列(对应单项

xy )。由定理 2 可知 { }21, , ,T x y xy= 构成插值问题的适定插值基。 

事实上，主元列构成的子矩阵

1 0 2 0
0 2 0 4
3 0 2 4
2 1 0 2

E

 
 
 =
 
 
 

 ，且 E 非奇异。各主元所在列对应单项 21, , ,x y xy 的

多重阶乘为 ( )0,0 ! 1= ， ( )1,0 ! 1= ， ( )0,2 ! 2= ， ( )1,1 ! 1= ，即对角矩阵

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

F

 
 
 =
 
 
 

 。插值条件作用

在T 上的广义范德蒙矩阵

1 0 4 0
0 2 0 4
3 0 4 4
2 1 0 2

V E F

 
 
 =
 
 
 

= ⋅ =   ，因此 ( ) ( ) ( )det det det 0V E F= ⋅ ≠   ，故V 非奇异。T

为给定插值条件的一组适定插值单项基。 

4.2. 插值节点为任意节点的算例 

考虑二元 Birkhoff 插值问题，给定分次字典序 glrexx y ，插值节点为原点 ( )2,1=z ，插值条件为

( ) ( ) ( ){ }1 2 3, ,P D P D P Dδ z  ，其中 

( ) ( ) ( )2 2 2 3 2 2 3
1 2 31 2 3 ,  2 2 ,  1 4 2 7 6 .x y x x y x x x y y xP D D D D P D D D D P D D D D D D= + + = + + = + + + +  

根据插值条件，在单项序列 2 2 31, , , ,S x xy y x =  下的关联矩阵 

1 0 2 0 3
0 2 0 2 1
1 4 2 7 6

E
 
 =  
 
 

. 

对关联矩阵进行行约化得到 

( )
1 0 2 0 3

ref 0 2 0 2 1
0 0 0 3 1

E
 
 =  
 
 

, 

主元分别位于第 1、2、4 列，对应的单项分别为 2 21, ,x y 。由定理 3 可知 { }2 21, ,T x y= 构成插值问题

的适定插值基。 

容易验证，主元列构成的子矩阵

1 0 0
0 2 2
1 4 7

E
 
 =  
 
 

 ，且 E 非奇异。根据 ( )B z 的定义构造矩阵

( )
1 4 1
0 2 0
0 0 2

B
 
 =  
 
 

z 。插值条件作用在T 上的广义范德蒙矩阵 ( )
1 4 1
0 4 4
1 12 15

V E B
 
 =  
 



= ⋅



z   ，且V 非奇异，这

说明T 为给定插值条件的适定插值单项基。 
注：传统方法计算适定插值基，首先需要求出各插值条件在单项上的取值，即对单项求导后再在插

值节点处赋值，由此构造出广义范德蒙矩阵，再通过判断其非奇异性来确定适定插值基。构造广义范德

蒙矩阵V 本身的运算量不可忽略，尤其在多元高次插值情形下，单项式数量 N 随次数增长而迅速增加，
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直接构造并计算V 的行列式将面临较大的计算负担。相比之下，通过关联矩阵 E 的行约化确定适定插值

单项基，广义范德蒙矩阵V 可直接由关联矩阵得到，无需逐项计算偏导并赋值。关联矩阵 E 的构造仅涉

及插值条件中偏导系数的直接提取，无需构造完整的广义范德蒙矩阵，这避免了求导与赋值带来的额外

计算，并通过行约化直接获得主元列，进而得到适定插值基。本文方法在处理高维、高次插值问题时具

有更好的计算可行性。 

5. 结论 

本文针对多元 Birkhoff 插值中的单节点情形，系统建立了关联矩阵与广义范德蒙矩阵之间的代数关

系。当插值节点为原点时，证明了两者之间相差一个由多重阶乘构成的可逆对角矩阵；对于任意节点情

形，进一步给出了广义范德蒙子矩阵的分解表达式。基于上述理论，提出了一种适定插值单项基的构造

方法：仅需对关联矩阵进行行约化，由主元列位置直接确定一组单项基，即可保证相应的广义范德蒙矩

阵非奇异，从而避免了传统方法中直接计算广义范德蒙矩阵的复杂过程。该方法将适定基的判定与构造

统一于关联矩阵的行约化操作，形式简洁、计算高效。数值算例验证了方法的有效性与可操作性。 
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