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摘  要 

本文主要研究了一个简化双曲型的Helmholtz方程组带有δ -初值的广义黎曼问题，这个模型可以通过对

几何光学中薄凸透镜的模拟和各种合理的简化和假设推导出来。由于其最初的黎曼解中含有狄拉克δ -激
波，因此我们很自然地研究其带有δ -初值的广义黎曼问题。本文通过对δ -初值的局部扰动来研究狄拉克

δ -激波和真空状态之间的相互作用问题，这里我们采用特殊的三片常状态的初值来逼近带有δ -函数的

黎曼初值。然后，我们利用广义Rankine-Hugoniot条件和过度压缩的狄拉克熵条件来研究所有可能出现

的波的相互作用问题，并在此基础上构造性地得到了在此局部扰动下的整体黎曼解。最后，我们通过让

扰动参数趋于零并在广义函数意义下求其相应的弱极限，以便最终获得这个模型带有δ -初值的广义黎曼

问题的整体解。 
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Abstract 
This paper is mainly concerned with the generalized Riemann problem with delta initial data for a 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510422
https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510422
https://www.hanspub.org/


王姣月，沈春 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.1510422 383 应用数学进展 
 

simplified hyperbolic system of Helmholtz equations. This model can be derived through the simu-
lation of a thin convex lens in geometric optics under some reasonable simplifications and assump-
tions. Since its original Riemann solution contains Dirac delta shock wave, it is natural for us to 
study its generalized Riemann problem with Dirac delta-type initial data. We study the interaction 
between the Dirac delta shock wave and the vacuum state by locally perturbing the delta initial data. 
In this work, we employ a special set of initial data consisting of three piecewise constant states to 
approximate the Riemann initial data involving Dirac delta function. Then, we study all the possible 
appearing wave interactions by employing the generalized Rankine-Hugoniot conditions together 
with the over-compressive Dirac entropy condition before we constructively obtain the global Rie-
mann solutions under this special local perturbation of such initial data. Finally, by letting the per-
turbation parameter tend to zero and taking the corresponding weak limits in the sense of distri-
butions, we eventually obtain the global solutions to the generalized Riemann problem for the sim-
plified Helmholtz equations with Dirac delta-type initial data.  
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Helmholtz System, Generalized Rankine-Hugoniot Condition, Over-Compressive Entropy 
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1. 引言 

通过几何光学中薄凸透镜的模拟可得到如下的双曲守恒律形式的 Helmholtz 方程组[1]： 
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其中 ,u µ分别表示速度和强度，它们的取值范围为 ( ) [ )1,1 , 0,u µ∈ ∈− +∞ 可参考文献[1]-[3]。在文[1]中对

方程组(1.1)取黎曼初值如下： 
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对于黎曼问题(1.1)和(1.2)，其黎曼解中包含狄拉克δ -激波和真空状态这两种不同的情形[4]。更具体

地，当 u u− +< 时，其黎曼解是由两个接触间断组成，并在由两个接触间断包围的中间区域是真空状态，

即 0µ = 时的状态；当 u u− +> 时，其黎曼解由一个狄拉克δ -激波直接连接左右两个常状态 ( ),u µ± ± 构成[5]。 
在文[4]的基础上，我们将进一步研究初始条件带有δ -函数初值的广义黎曼问题[6] [7]，来揭示奇异

双曲波的非线性现象。本文考虑方程组(1.1)取狄拉克δ -函数初值的广义黎曼问题，其初始条件如下： 
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其中 ( )xδ 表示标准狄拉克δ -函数。为了研究广义黎曼问题(1.1)和(1.3)，我们首先考虑其扰动的黎曼问题，
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其扰动的黎曼初值可取为： 
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 (1.4) 

其中扰动参数 ε 取一个充分小的正数。我们通过研究狄拉克δ -激波和真空状态之间的相互作用问题，来

构造扰动黎曼问题(1.1)和(1.4)在各种初值下的整体解。当 0ε → 时，利用弱解的稳定性理论，借助广义

Rankine-Hugoniot 条件和过度压缩的δ -熵条件，我们可得狄拉克δ -函数初值的广义黎曼问题(1.1)和(1.3)
的解。我们设 0 0β = ，那么(1.1)和(1.3)的解恰好对应于黎曼问题(1.1)和(1.2)的相应解。该方法已在文献[8]
中用于研究一维 Chaplygin 气体方程组的具有δ -初值的黎曼问题。此外，该方法还研究了 Chaplygin 压交

通流 AR 模型[9]和一个简化的趋化型模型含狄拉克δ -函数的黎曼问题[10]。波的相互作用已被广泛研究，

如文献[11]-[16]中所述；同样，三片光滑的黎曼初值在[12] [17]-[20]中被广泛应用于研究不同双曲守恒律

系统基本波的相互作用。 

2. 预备知识 
在本节中，我们简单回顾方程组(1.1)在黎曼初值(1.2)下的黎曼问题，详细研究参考[4]。方程组(1.1)

只有一个相重合的特征值
21

u
u

λ =
−

以及与其相对应的右特征向量 ( )T0,1=r ，通过简单的计算，得到 

0λ∇ ⋅ =r 。因此，方程组(1.1)是一个完全线性退化的非严格双曲型方程组，并属于 Temple 类型的双曲型

方程组[21]。对于给定的黎曼初值(1.2)，方程组(1.1)的黎曼解可能包含接触间断、真空或δ -激波。 
当 u u− +< 时，黎曼解由两个接触间断 1J 和 2J 以及中间的真空状态组成，可以表示为： 
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其中， 1J 和 2J 的传播速度为： 
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 (2.2) 

当 u u− += 时，则 ( ),u u± ± 通过位于
2 21 1
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处的单个接触间断直接相连接。 

当 u u− +> 时，特征线必然在两条射线
21

u tx
u

−

−

=
−

和
21

u tx
u

+

+

=
−

所围成的区域中重叠，这导致解在该

三角形区域内出现奇异性。从文献[5]中可知，上述奇异性不可能是一个有限范围的跳跃，因此需要把δ -
激波引入到黎曼解中，为此需要首先引入如下定义： 

定义 2.1 设Γ是 ( ),x t 平面上由 ( )x x t= 参数化的光滑曲线，对于任意 ( ) ( )0,x t C R Rψ ∞
+∈ × ，则上的二

维加权狄拉克δ -函数 ( )tβ δΓ 可以定义为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0
, , , d .t x t t x t t tβ δ ψ ψβΓ

+∞
= ∫  (2.3) 

在定义 2.1 的基础上，我们可以构造黎曼问题(1.1)和(1.2)的δ -激波解如下： 
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其中 
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上述δ -激波解(2.4)~(2.5)满足如下广义 R-H 条件 
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和过度压缩的δ -熵条件 
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3. 具有δ -初值的黎曼问题 

本节首先考虑扰动的黎曼问题(1.1)和(1.4)，通过具体研究狄拉克δ -激波和真空状态之间的相互作用

问题来构造扰动的黎曼问题(1.1)和(1.4)的整体解。随后令 0ε → ，得到具有δ -初值的广义黎曼问题(1.1)
与(1.3)的解。根据 u−，u+和 0u 之间的关系，下面我们逐一讨论扰动的黎曼问题(1.1)和(1.4)并分为如下三

种情况： 
1) 0u u±<  
这种情况下，在充分小的时间 t 内，扰动的黎曼问题(1.1)和(1.4)的局部解可以简要表示为： 
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这里， 1Sδ 的传播速度是： 
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并满足过度压缩的熵条件： 
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u u
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此时， 1J 的传播速度 1σ 为 0
2
01

u
u−

，因此，易得 1Sδ 与 1J 在某一时刻相遇，其交点 ( )1 1,x t 可用下式确
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定： 
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通过计算可得： 

 ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

2
0 0 0 0

1 1 2 2 2 2
0 0 0 0

1
, , .

1 1 1 1 1 1

u u u u u u
x t

u u u u u u u u

ε ε
ε− −

− − − −

 − − − = +  − − − + − − − + 

 (3.2) 

在 1t t= 时刻，我们遇到了具有如下δ -函数初值的特殊柯西问题： 
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此外，δ -激波 1Sδ 在点 ( )1 1,x t 处的强度可计算如下： 
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通过整理得： 
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在 1t 之后，δ -激波 1Sδ 进入真空区域，并被标记为 2Sδ 。通过(2.1)不难发现，真空区域中点 ( ),x t 处的

虚拟速度由
( )2 2

x

t
u

x

ε

ε− +

−
= 给出。因此， 2Sδ 的曲线表达式由下式给出： 
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并满足 ( )1 1x t x= 。 
值得注意的是， δ -激波 2Sδ 的左侧为常状态 ( ),u µ− − ，而右侧为虚拟速度变化的真空状态

( )2 2
,0x

x t

ε

ε

 − 
 − + 

。因此，由(2.6)推断，δ -激波 2Sδ 在穿透真空区域的过程中，其强度可以通过以下公

式计算： 
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并满足初始条件(3.4)。 
对于常微分方程(3.5)和(3.6)无法进行显式计算，但可以借助前面讨论的结果来判断。如果 u u− +> ，

则 2Sδ 能在有限时间内穿过整个真空区域，并且 2Sδ 与 2J 的交点 ( )2 2,x t 可由(3.5)式与 2
2 2 2 21
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来共同确定(见图 1(a))。为了清晰起见，在穿过 2J 后，将该δ -激波标记为 3Sδ ，在 2t 之后， 3Sδ 的表达式

和强度分别表示为： 
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Figure 1. 0u u u+ −< <  situation 
图 1. 0u u u+ −< < 情形 
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 (3.8) 

相反，如果 u u− +< ，则 2Sδ 无法在有限时间内穿过整个真空区域，并最终以真空区域中的射线

21
ux t

u
ε−

−

= +
−

作为其渐近线(见图 2(a))。 

 

    
(a) 0ε >                                     (b) 0ε →  

Figure 2. 0u u u− +< <  situation 
图 2. 0u u u− +< < 情形 
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扰动黎曼问题(1.1)和(1.4)在初始条件(1.4)满足 0u u±< 情形下的解已经完全构造完成，当 0ε → 时，由

(3.2)式易得： 

 ( ) ( )1 10
lim , ,0,0x t
ε→

=  (3.9) 

即点 ( )1 1,x t 在 0ε → 时将趋向于 ( )0,0 。另外，(3.5)式中的 u 在真空区域中将从 0u 连续地变化到 u+ ，

在 0u u u+ −< < 时，如果 
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这时 Sδ 的速度在初始时刻 0t = 比 2J 的速度快，此时 ( ) ( )1 10
lim , 0,0x t
ε→

= ，因此该极限解即为单个弯曲

的 Sδ  (见图 1(b))。如果 
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这时 Sδ 的速度在初始时刻 0t = 比 2J 的速度慢，该 Sδ 将在有限时间内穿越整个真空区域并与 2J 相

遇，此时 ( ) ( ) ( )2 2 * *0
lim , , 0,0x t x t
ε→

= ≠  (见图 1(c))。 
显然，而当 0u u u− +< < 时，有 
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此时 Sδ 无法在有限时间内穿过整个真空区域，并最终以真空区域中的射线
21

u
u
tx −

−

=
−

作为其渐近线

(见图 2(b))。 
对上述(1.1)和(1.4)的黎曼解取极限，即可得如上所述的广义黎曼问题(1.1)和(1.3)的黎曼解。当 0 0β →

时，易知 ( )* *, 0x t → 且图 1(b)和图 1(c)中弯曲的 Sδ 将变直，而图 2(b)的 Sδ 将退化成在直线
21

u
u
tx −

−

=
−

的

1-接触间断，与最初的黎曼问题(1.1)和(1.2)的解相一致。 
2) 0u u u− +< <  
扰动的黎曼问题(1.1)和(1.4)的局部解可精确地表示为(见图 3(a))： 

 

    
(a) 0ε >                                   (b) 0ε →  

Figure 3. 0u u u− +< <  situation 
图 3. 0u u u− +< < 情形 
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其中 2J 和 3J 的传播速度都为 0
2
01

u
u−

。因此，我们看到 2J 不能在有限的时间内与 3J 相遇，相互作用不会

发生。 
在极限的情况下，其解可精确地表示为： 

( )( )

( )
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
 

< <   + − − 

 >

−

 

因此当 0ε → 时， 2J 和 3J 将彼此重合，两个真空状态将聚集在一起合并成一个整体的真空状态，δ -

激波 Sδ 以不变的速度 0
2
01

u
u−

和强度 0β 向前传播。很容易看出(1.1)和(1.3)的黎曼解与(1.1)和(1.4)的黎曼

解在 0ε → 时的极限是一致的，即在这种情况下构造的解在该扰动下是稳定的(见图 3(b))。 
3) 0u u u+ −< <  
扰动的黎曼问题(1.1)和(1.4)的局部解可精确地表示为(见图 4(a))： 
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(a) 0ε >                                       (b) 0ε →  

Figure 4. 0u u u+ −< <  situation 
图 4. 0u u u+ −< < 情形 

 

1Sδ 的传播速度 1δσ ， 2Sδ 的传播速度 2δσ 满足： 

 
2 2

0 1
1 2

0 1

1 1
,

1

u u u
u u u

δ
δ

δ

σ −

−

− − −
=

− −
 (3.10) 

 
2 2
0 2

2 2
0 2

1 1
,

1

u u u
u u u

δ
δ

δ

σ +

+

− − −
= =

− −
 (3.11) 

并且满足过度压缩的熵条件 

0
2 12 2 2

0

,
1 1 1

uu u
u u u

δ δσ σ+ −

+ −

< < < <
− − −

 

因此，我们看到 1Sδ 和 2Sδ 将在有限时间内发生碰撞，相互作用点 ( )1 1,x t 由下式确定： 

 1 1 1

1 2 1

,
,

x t
x t

δ

δ

σ
ε σ

=
 − =

 (3.12) 

通过计算可得： 

 
( )( )

( ) ( ) ( )

2 2
0 0

1
1 2 2 2

1 2 0 0 0

1 1
,

1 1 1

u u u u
x

u u u u u u u u u
δ

δ δ

εεσ
σ σ

+ −

+ − + − − +

− − − −
= =

− − − − − − + − −
 (3.13) 

 ( )( )
( ) ( ) ( )

0 0
1 2 2 2

1 2 0 0 0

.
1 1 1

u u u u
t

u u u u u u u u uδ δ

εε
σ σ

+ −

+ − + − − +

− −
= =

− − − − − − + − −
 (3.14) 

在时间 1t t= 时，我们再一次得到具有以下初始数据的黎曼问题： 

 ( ) ( )
1 1

1 1
1 1 1

1 1

, , ,
, .

, , ,t t t t

u x x x x
u t x t

u x x x x
µ

µ β δ
µ

− −
= =

+ +

< <  
= = +  > >  

 (3.15) 

在相互作用前， 1Sδ 和 2Sδ 的强度可分别计算为： 

 ( )
( )( )2 2

0 0 0
1 2 2

0 0

1 1 1
,

1 1

u u u u
t t

u u u u
βµβ

ε

− − −

− −

  − − − +  = +  − − −   

 (3.16) 
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 (3.17) 

在 1t 时刻的强度 ( )1tβ 为 1Sδ 和 2Sδ 在此时刻的强度之和，其计算公式为： 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 ,t t tβ β β= +  (3.18) 

这里设： 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 01 1 1 ,A u u u u u u u u u+ − + − − += − − − − − + − −  (3.19) 

将(3.14)代入(3.18)，化简得： 
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把 0β 项合并： 
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整理得： 

 ( ) ( ) ( )2 20 0
1 0 0 0 0 02 2

1 11 1 .
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εβ β µ µ− +
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 (3.20) 

1Sδ 和 2Sδ 相互作用后会产生一道新的δ -激波，我们将其记为 3Sδ ，其速度为 3δσ ， 3Sδ 的表达式和

强度分别表示为： 

 ( )
2 2

1 1
1 1

,
u u

x t t x
u u
− +

+ −

 − − −
 = − +
 − 

 (3.21) 

 ( )
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( ) ( )
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1 12 2

1 1 1
.

1 1

u u u u
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u u u u
µ µβ β
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  − − − +  = + − +  − − −   

 (3.22) 

扰动黎曼问题(1.1)和(1.4)在初始条件(1.4)满足 0u u u+ −< < 情形下的解已经完全构造完成，当 0ε → 时，

由(3.13)，(3.14)和(3.20)式易得： 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 00 0
lim , 0,0 , lim .x t t
ε ε

β β
→ →

= =  (3.23) 

因此在极限 0ε → 的情况下，其解可精确地表示为： 
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这里 

( )
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因此当 0ε → 时，该极限解即为单个的δ -激波 Sδ 以不变的速度
2 21 1u u

u u
− +

+ −

− − −
−

和强度 ( )tη 向前传

播，见图 4(b)，因为我们得到在情形 0u u u+ −< < 下的广义黎曼问题(1.1)和(1.3)的解，当 0 0β → 时，与最

初的黎曼问题(1.1)和(1.2)的解相一致。 

4. 结论 

当 0u u±> 时，解的结构与情形(1)可以类似的处理。至此，我们已经完成了对所有相互作用情况的讨

论，并且已经完全构造了扰动黎曼问题(1.1)和(1.4)的整体解。我们通过令 0ε → 得到了(1.1)和(1.3)的解。

由于狄拉克δ -函数的出现，所以这里取的极限都是在广义函数意义下的弱极限，因此我们依赖于在广义

函数意义下狄拉克δ -激波的相关理论[5] [22] [23]。我们将结果总结如下： 
定理 4.1：广义黎曼问题(1.1)和(1.3)的解可以通过对扰动黎曼问题(1.1)和(1.4)的解取极限 0ε → 获得，

且在 0 0β = 时与最初的黎曼问题(1.1)和(1.2)的解保持一致。 
本文的工作可以进一步推广到更复杂的双曲色谱方程、等熵的 Chaplygin 气体二相流方程组，以及双

曲守恒律方程组中含有δ -初值的广义黎曼问题的研究中。δ -初值问题可视为对点源或高度集中初值的能

量与动量如何影响系统演化的一种刻画，在几何光学、交通流、气体动力学等领域具有潜在的应用价值。

通过对不同初值情况的分类讨论，本文揭示了一个双曲型的 Helmholtz 方程组δ -初值下解的结构和动力

学行为，给出了狄拉克δ -激波与真空状态、接触间断之间相互作用的情况，并证明了扰动参数趋于零时

极限解的稳定性。本文同时还可为其他双曲守恒律系统中狄拉克δ -激波的生成、传播与波的相互作用研

究提供参考。 
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