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摘  要 

本文基于双星符号模式的结构特点，研究双星符号模式是否符号非奇异。借助组合矩阵论和图论的理论

知识，根据双星符号模式对角线中零元素的数量分情形讨论，给出了n阶双星符号模式符号非奇异的具体

结构。该研究结果丰富了树符号模式理论，对符号模式矩阵的相关研究提供了一点新思路，具有一定借

鉴意义。 
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Abstract 
This paper investigates whether a double‑star sign pattern is sign‑nonsingular based on its struc-
tural characteristics. With the aid of theories from combinatorial matrix theory and graph theory, 
we discuss different cases according to the number of zero entries on the diagonal of a double‑star 
sign pattern, and present the concrete structures for an n-order double‑star sign pattern to be 
sign‑nonsingular. The obtained results enrich the theory of tree sign patterns, offer some new ideas 
for relevant research on sign pattern matrices, and possess certain reference value.  
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1. 引言 

符号模式矩阵是组合矩阵论当中一类十分重要的研究对象。该类矩阵仅依靠矩阵各元素的正负符号

开展组合性质分析，与元素实际数值的大小没有关系。符号模式的相关概念最早由 Samuelson [1]提出，

后续 Eschenbach [2]进一步对定性矩阵分析中的特征值相关内容做了系统性整理。 
符号非奇异是符号模式矩阵方向中一个备受关注的核心课题，它刻画了一类定性性质：即某个符号

模式对应的所有实矩阵都具备可逆性。Brualdi 与 Shader [3]搭建起符号模式矩阵研究的基础理论框架；

Lim [4]探讨了非奇异符号模式同正交群之间的结构联系。Mou 等[5]针对符号树开展最小秩问题研究，从

图的结构角度讨论符号树矩阵的秩约束；焦旸[6]围绕 4 阶双星符号模式，探究其允许代数正的结构条件，

拓展了双星类符号模式的研究视角。 
在各类符号模式当中，树符号模式结构相对简单，内在规律清晰，得到众多学者的关注。星符号模

式可以看作一类特殊的树符号模式。Yubin 等人[7]围绕星符号模式的潜在稳定性展开讨论；MacGillivray
等[8]完整刻画了谱任意星型符号模式；Catral 等[9]对树符号模式的谱任意相关问题做了综述梳理。Li H H
与 Li J S [10]研究过双星符号模式的潜在幂零特性，但并未针对它的符号非奇异属性做系统性分析。作为另

一类典型的树型符号模式，双星符号模式在符号非奇异方面，仍然缺少完整的结构刻画结果。 
结合上述已有研究成果，本文选取 n 阶双星符号模式作为研究对象，借助行列式以及特征多项式的

分析手段，以对角元中零元素的数量为依据划分不同情形进行讨论，推导出使双星符号模式满足符号非

奇异的充要条件，以此完善树符号模式方向的相关理论。 

2. 预备知识 

定义 2.1 [3]若矩阵中所有元素取自集合{ }, ,0+ − ，则称该矩阵为符号模式。 
定义 2.2 [3]设 A 是符号模式，若任取实方阵 ( )M Q A∈ ， M 是非奇异矩阵，则称 A 符号非奇异。 
引理 2.3 [3]设 A 是符号模式方阵， ( )M Q A∈ 。则 A 符号非奇异当且仅当 M 的行列式的标准展开式

中至少有一项非零，并且所有非零项的符号都相同。 
引理 2.4 [4]设 A 是符号模式，则 A 符号非奇异当且仅当 A− ， TPAP 符号非奇异。 

3. 符号非奇异的 n 阶双星符号模式 

双星图可由两颗星的中心顶点之间连一条边得到，该图依旧保留两颗星各自的中心顶点与叶顶点结

构。对于组合对称的符号模式 A ，若将其伴随图 ( )G A 去掉全部环之后所得的图为双星图，则称 A 为双

星符号模式。 
符号模式 A 形如： 
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其中 { }, ,i iβ γ ∈ + − ， { }2,3, ,i n∈  ， 4n ≥ 且 2 2m n≤ ≤ − 。称 A 是双星符号模式，记为 ( ),A m n 。 
下面以 ( )3,5A 为例简单介绍： 

1 2 3 4

2 2

3 3

4 4 5

5 5

A

α β β β
γ α
γ α
γ α β

γ α

 
 
 =
 
 
 

 

其中 { }, ,i iβ γ ∈ + − ， { }2,3, ,5i∈  。 
任取矩阵 ( )M Q A∈ ，则令 

1 2 3 4

2 2

3 3

4 4 5

5 5

a b b b
c a
c aM
c a b

c a

 
 
 =
 
 
 

 

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 5 53

5 5 5 4 4
21 2 4 2

4

M j i i j j j
ij j j j

j i j

f x x a b c x a x a b c x a b c x a
== = = =

≠ ≠

    = − − − − − − − −      
∑∏ ∏ ∏ ∏ . 

令 0x = ，则 

1 1 1 1
1 1

1 1

5 5 3 34 3

5 5 5 5
2 21 2 1 2

det j i i j j i i j
i ij j j j

j i j i

M a b c a b c a b c b c a
= == = = =

≠ ≠

= − − +∑ ∑∏ ∏ ∏ ∏  

若 2 3,a a 都为 0，则 det 0M = ，此时 A 不是符号非奇异的。所以，如果 A 符号非奇异，那么 2 3,a a 中

零元的个数为 0 或 1。因此可以这分这两种情况，结合引理 2.3， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有

的非零展开项对应的符号相同，通过讨论得到 A 符号非奇异的具体形式。推广这种方法到 n 阶，可得到

如下定理。 
定理 2.1 设 A 是一个 ( )4n n ≥ 阶双星符号模式，则 A 符号非奇异，当且仅当 A 或 A− 通过置换相似满

足如下结构条件： 
1) 左星叶顶点对应的对角元 2 , , ma a 中零元至多一个，右星叶顶点对应的对角元 2 , ,m na a+  中零元

至多一个。 
2) 各星的叶顶点对应边乘积

1 1i ib c 和
2 2i ib c 的符号，结合两个中心顶点对应的对角元 1a 和 1ma + ，保证行

列式所有的非零展开项符号相同。 
例： 

#
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#
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证明：设 A 是一个 ( )4n n ≥ 阶双星符号模式。任取矩阵 ( )M Q A∈ ，则令 

1 2 1

2 2

1 1 2

2 2

m m

m m

m m m n

m m

n n

a b b b
c a

c a
M

c a b b
c a

c a

+

+ + +

+ +

 
 
 
 
 
 =  
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 
 
 
 
 



 



 

, 

其中 ,i ib c ， { }2,3, ,i n∈  都是非零实数。 
由文献[10]可知，双星特征多项式可拆分为两个星矩阵对应的特征多项式相乘，再减去分支间连接元

素所对应的交叉项。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 21 2 1 2 2

1

m m n n nm n

M j i i j j i i j m m j
i i mj j j m j m j

j i j i j m

f x x a b c x a x a b c x a b c x a+ +
= = += = = + = + =
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令 0x = ， 

1 1 2 2 1 1 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1

2 2 2 21 2 1 2
, 1 , , 1

det
n n n nm n m n

j i i j i i j i i i i j
i i m i i mj j j j

j i j i m j i i m

M a b c a b c a b c b c a
+

= = + = = += = = =
≠ ≠ + ≠ +

= − − +∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏ ∏ . 

若 2 , , ma a 中有 2 个及以上元素为 0，则 det 0M = ，此时 A 不是符号非奇异的。同理，若 2 , ,m na a+ 

中有 2 个及以上元素为 0，则 det 0M = ，此时 A 不是符号非奇异的。所以，如果 A 符号非奇异，那么

2 , , ma a 中零元的个数为 0 或 1， 2 , ,m na a+  中零元的个数为 0 或 1。因此，分以下四种情况讨论。 
1) 2 , , ma a 中只有一个元素为 0， 2 , ,m na a+  中只有一个元素为 0。 
不妨设

1
0ia = ， { }1 2,3, ,i m∈  ，

2
0ia = ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  。则 

1 1 2 2

1 2
2

, , 1

det
n

i i i i j
j
j i i m

M b c b c a
=
≠ +

= ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异。 
2) 2 , , ma a 中只有一个元素为 0， 2 , ,m na a+  中元素均非 0。 
不妨设

1
0ia = ， { }1 2,3, ,i m∈  。记 2 , , ma a 中负元个数为 s ， 2 , ,m na a+  中负元个数为 t 。 

a) 1 0ma + = . 

( )
1 1 2 2

2
1 2

2

2 2
, , 1

det 1
nns t

i i i i j
i m j

j i i m

M b c b c a+ −

= + =
≠ +

= − ∑ ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
2 2

0i ib c > ；或
2 2

0i ib c < 。 
b) 1 0ma + > . 

( )
1 1 2 2

2
1 2 1

2 2 2
, , 1

det 1
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i i i i j j
i m j j

j i i m j i
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= + = =
≠ + ≠
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根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
2 2

0i ib c > 。 
c) 1 0ma + < . 

( )
1 1 2 2

2
1 2 1

2 2 2
, , 1

det 1
n nns t

i i i i j j
i m j j

j i i m j i

M b c b c a a+

= + = =
≠ + ≠

 
 = − −  
 
∑ ∏ ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
2 2

0i ib c < 。 
3) 2 , , ma a 中元素均非 0， 2 , ,m na a+  中只有一个元素为 0。 
不妨设

2
0ia = ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，记 2 , , ma a 中负元个数为 s ， 2 , ,m na a+  中负元个数 t 。 

a) 1 0a = . 

( )
2 2 1 1

1
1 2

2

2 2
, , 1

det 1
nms t

i i i i j
i j

j i i m

M b c b c a+ −

= =
≠ +

= − ∑ ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, ,i m∈  ，均满足
1 1

0i ib c > ；或
1 1

0i ib c < 。 
b) 1 0a > . 

( ) ( )

( )

2 2 1 1 2 2
1

1 2 2

2 2 1 1
1

1 2 2

2

2 2 1
, , 1 , 1

2 2 1
, , 1 , 1

det 1 1

1 .

n nms t s t
i i i i j i i j

i j j
j i i m j i m
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M b c b c a b c a

b c b c a a

+ − +
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+
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 
 = − +  
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根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, ,i m∈  ，均满足
1 1

0i ib c > 。 
c) 1 0a < . 

( )
2 2 1 1

1
1 2 2

2 2 1
, , 1 , 1

det 1
n nms t

i i i i j j
i j j

j i i m j i m

M b c b c a a+

= = =
≠ + ≠ +

 
 = − −  
 
∑ ∏ ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, ,i m∈  ，均满足
1 1

0i ib c < 。 
4) 2 , , ma a 中元素均非 0， 2 , ,m na a+  中元素均非 0。 
不妨设 2 , , ma a 中负元个数为 s ， 2 , ,m na a+  中负元个数为 t 。 
a) 1 0ma + = . 
① 1 0a > . 

( ) ( )

( )

1 1 2 2 2 2
1 2 2

1 2 2

1 1 2 2 2 2
1 2 2

1 2 2

2

2 2 22 1
, , 1 , 1

2

2 2 22 1
, , 1 , 1

det 1 1

1

n nm n ns t s t
i i i i j i i j

i i m i mj j
j i i m j i m
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i i m i mj j
j i i m j i m
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b c b c a b c a

+ − +

= = + = += =
≠ + ≠ +

+ −

= = + = += =
≠ + ≠ +

= − + −

 
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根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, ,i m∈  ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c > 且
2 2

0i ib c > ；或
1 1

0i ib c > 且
2 2

0i ib c < 。 
② 1 0a < . 

( )
1 1 2 2 2 2

1 2 2
1 2 2

2

2 2 22 1
, , 1 , 1

det 1
n nm n ns t

i i i i j i i j
i i m i mj j

j i i m j i m

M b c b c a b c a+ −

= = + = += =
≠ + ≠ +

 
 = − −  
 
∑ ∑ ∑∏ ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, ,i m∈  ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c < 且
2 2

0i ib c > ；或
1 1

0i ib c < 且
2 2

0i ib c < 。 
③ 1 0a = . 

( )
1 1 2 2

1 2
1 2

2

2 2 2
, , 1

det 1
nm ns t

i i i i j
i i m j

j i i m

M b c b c a+ −

= = + =
≠ +

= − ∑ ∑ ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, ,i m∈  ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c > ，
2 2

0i ib c > ；或
1 1

0i ib c < 且
2 2

0i ib c < 。
1 1

0i ib c > ，

2 2
0i ib c < ；或

1 1
0i ib c < 且

2 2
0i ib c > 。 

b) 1 0ma + ≠ . 
① 1 0ma + > , 1 0a > . 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1 2 2
1 2

1 2

1 1 2 2
1 2

1 2

1 1 2 2
1 2

1 2

1

2 21 2 1
, 1

2

2 2 2
, , 1

1

2 22 1
, 1

det 1 1 1

1

1

n n nm ns t s t s t
j i i j i i j

i i mj j j
j i j i m

nm ns t
i i i i j

i i m j
j i i m

n nm ns t
j i i j i i j

i i mj j j
j i j i m

M a b c a b c a

b c b c a

a b c a b c a

+
+ + +

= = += = =
≠ ≠ +

+ −

= = + =
≠ +

+
+

= = += =
≠ ≠ +

= − + − + −

+ −

= − + +

∑ ∑∏ ∏ ∏

∑ ∑ ∏

∑ ∑∏ ∏ 1 1 2 2
1 2

1 2
2 21 2

, , 1

n nm n

i i i i j
i i m j

j i i m

b c b c a
= = += =

≠ +

 
 +  
 

∑ ∑∏ ∏

 

由
1

n

j
j

a
=
∏ 一项为正，根据引理 2.3 可得，A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的

符号相同，即对于所有 { }2,3, ,i n∈  ， 0i ib c > 。 

② 1 0ma + > , 1 0a < . 

( )
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2
1 2 1 2

11

2 2 2 21 2 1 2
, 1 , , 1

det 1
n n n nm n m ns t

j i i j i i j i i i i j
i i m i i mj j j j

j i j i m j i i m

M a b c a b c a b c b c a
+

+ +

= = + = = += = = =
≠ ≠ + ≠ +

 
 = − − + −  
 

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏ ∏  

由
1

n

j
j

a
=
∏ 一项为正，根据引理 2.3 可得，A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的

符号相同，即对于所有 { }1 2,3, , 1i m∈ + ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c < 且
2 2

0i ib c > 。 

③ 1 0ma + > , 1 0a = . 

( )
1 1 2 2 1 1

1 2 1
1 2 1

12

2 2 22 2
, , 1

det 1
n nm n ms t

i i i i j i i j
i i m ij j

j i i m j i

M b c b c a b c a
+

+ −

= = + == =
≠ + ≠

 
 = − +  
 
∑ ∑ ∑∏ ∏ . 
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根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, , 1i m∈ + ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c > 且
2 2

0i ib c > ；或
1 1

0i ib c < 且
2 2

0i ib c > 。 
④ 1 0ma + < , 1 0a > . 

( )
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2
1 2 1 2

11

2 2 2 21 2 1 2
, 1 , , 1

det 1 .
n n n nm n m ns t

j i i j i i j i i i i j
i i m i i mj j j j

j i j i m j i i m

M a b c a b c a b c b c a
+

+ +

= = + = = += = = =
≠ ≠ + ≠ +

 
 = − + − −  
 

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏ ∏  

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, , 1i m∈ + ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c > 且
2 2

0i ib c < 。 
⑤ 1 0ma + < , 1 0a < . 

( )
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2
1 2 1 2

12

2 2 2 21 2 1 2
, 1 , , 1

det 1 .
n n n nm n m ns t

j i i j i i j i i i i j
i i m i i mj j j j

j i j i m j i i m

M a b c a b c a b c b c a
+

+ +

= = + = = += = = =
≠ ≠ + ≠ +

 
 = − − − +  
 

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏ ∏  

由
1

n

j
j

a
=
∏ 一项为正，根据引理 2.3 可得，A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的

符号相同，即对于所有 { }1 2,3, , 1i m∈ + ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c < 且
2 2

0i ib c < 。 

⑥ 1 0ma + < , 1 0a = . 

( )
1 1 2 2 1 1

1 2 1
1 2 1

12

2 2 22 2
, , 1

det 1
n nm n ms t

i i i i j i i j
i i m ij j

j i i m j i

M b c b c a b c a
+

+ −

= = + == =
≠ + ≠

 
 = − −  
 
∑ ∑ ∑∏ ∏ . 

根据引理 2.3 可得， A 符号非奇异当且仅当其行列式中所有的非零展开项对应的符号相同，即对于

所有 { }1 2,3, , 1i m∈ + ， { }2 2, 3, ,i m m n∈ + +  ，均满足
1 1

0i ib c > 且
2 2

0i ib c < ；或
1 1

0i ib c < 且
2 2

0i ib c < 。 

4. 结论 

本文主要研究了 n 阶双星符号模式的符号非奇异问题。利用特征多项式方法，分情况讨论。给出了

n 阶双星符号模式符号非奇异的具体结构。本文是将星符号模式进行推广，研究双星符号模式，丰富了

树符号模式的研究，为后续树符号模式组合性质的研究提供了一定参考意义。 
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