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摘  要 

本文通过构造正对角矩阵D，证明γ-弱对角占优矩阵可经双边正对角放缩转化为严格γ-对角占优矩阵，从

而得到其为非奇异H-矩阵。该结果建立了两类矩阵之间的放缩联系，为进一步研究γ-弱对角占优矩阵的

性质提供了工具。进一步比较其与相关矩阵类的关系，并讨论参数γ的端点情形及可行集合。 
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Abstract 
We construct a positive diagonal scaling matrix to show that every γ-weakly diagonally dominant 
matrix can be transformed by a two-sided diagonal scaling into a strictly γ-diagonally dominant 
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matrix. Consequently, every γ-weakly diagonally dominant matrix is a nonsingular H-matrix. This 
result establishes a scaling relationship between the two classes of matrices. We also compare this 
class with related matrix classes and examine the endpoint cases and the admissible set of the pa-
rameter γ. 
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1. 引言 

本文研究由分块行和与列和共同刻画的 γ -弱对角占优矩阵，并通过正对角放缩证明其为非奇异 H-
矩阵。矩阵逆范数界与最小奇异值估计是数值线性代数中的基本问题。Nedović 和 Arsić[1]给出了 H-矩
阵的新放缩判据及其应用，进一步丰富了相关理论。 

Huang [2]于 2008 年提出 γ -对角占优矩阵，并给出了相应的逆范数上界和最小奇异值下界；赵建

兴[3]等于 2015 年进一步研究了严格 γ -对角占优 M-矩阵的逆范数上界。构造正对角放缩矩阵是研究非

奇异 H-矩阵及其子类的常用方法。2018 年，Zhao 等人[4]中提出了 H-矩阵的新子类——DZT 矩阵，并

利用 M-矩阵的相关性质证明其为非奇异 H-矩阵；2023 年，Zeng 等人[5]中通过构造放缩矩阵，进一步

证明 DZT 矩阵是非奇异 H-矩阵；2024 年，刘丹、王诗云、周立新、吕振华在文献[6]中给出了 DZT 矩

阵放缩矩阵的一般构造形式。上述工作表明，正对角放缩是研究非奇异 H-矩阵的重要工具。与仅使用

行和的 S-严格对角占优条件相比，本文的条件同时引入行和、列和及参数 γ 。因此，有必要明确其与

已有矩阵类的关系，并给出可直接检验的放缩参数区间。 
针对这一问题，本文通过构造正对角放缩矩阵，建立 γ -弱对角占优矩阵与严格 γ -对角占优矩阵之

间的放缩关系，并由此证明 γ -弱对角占优矩阵是非奇异 H-矩阵，从而为 γ -对角占优矩阵的进一步研究

提供理论基础。此外，本文比较该矩阵类与 S-严格对角占优矩阵及 DZT 矩阵的关系，并讨论 0γ = 、

1γ = 及一般参数下的可行集合。 

2. 预备知识 

令 n n× 表示 n 阶复矩阵的全体，记 { }1,2, ,n n=  。对任意 n nA ×∈ ，采用以下记号： 

( )

( )

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

:

:

i ij
j i

i ji
j i

ii i

ii i

r A a

c A a

N A i n a r A

N A i n a r A

≠

≠

+

−

=

=

= ∈ >

= ∈ ≤

∑

∑
 

以下统一记 N n= 。对任意 S N⊆ ，定义分块行和与列和 
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( ) ( ), .S S
i ik i ki

k S k S
k i k i

r A a c A a
∈ ∈
≠ ≠

= =∑ ∑  

全文的 ( )N A+ 和 ( )N A− 均采用上述按行和的划分；不致混淆时省略集合后的 ( )A 。 
定义 1：设 n nA ×∈ ，给定 [ ]0,1γ ∈ 。若 

( ) ( ) ( )1 ,ii i ia r A c A i Nγ γ> + − ∀ ∈  

则称矩阵 A 为严格 γ -对角占优矩阵。 
定义 2 ：设 n nA ×∈ ，且 ( )N A+ ≠ ∅ 、 ( )N A− ≠ ∅ 。给定 [ ]0,1γ ∈ ，若对所有 ( )i N A+∈ 、

( )j N A−∈ 均有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 ,

N N N N
ii i i jj j j

N N N N
i i j j

a r A c A a r A c A

r A c A r A c A

γ γ γ γ

γ γ γ γ

+ + − −

− − + +

   − − − − − −   
   > + − + −   

 

则矩阵 A 为 γ -弱对角占优矩阵。 
上述非空条件是定义 2 及下述定理 1 的前提。若 ( )N A− = ∅，则 A 已是严格行对角占优矩阵；若

( )N A+ = ∅，则不属于本文定义 2 的适用范围，不能仅凭交叉不等式对空指标集自动成立而作出判定。

下文讨论不同 γ 时，均保持按行和确定的划分 ( )N A+ 、 ( )N A− 不变。 
引理 1：若 n nA ×∈ 是严格 γ -对角占优矩阵，则它是非奇异 H -矩阵。 

3. 主要结论 

定理 1：设 A 是定义 2 中的 γ -弱对角占优矩阵，且 ( )N A+ ≠ ∅、 ( )N A− ≠ ∅， ,N N+ −  沿用预备

知识中的按行和划分。令 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
, ,

1

N N
j j

j N N
jj j j

r A c A
L j N

a r A c A

γ γ

γ γ

+ +

− −
−+ −

= ∈
− − −

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
, ,

1

N N
ii i i

i N N
i i

a r A c A
R i N

r A c A

γ γ

γ γ

+ +

− −
+− − −

= ∈
+ −

 

并记 max jj N
L L−∈
= 、 min ii N

R R+∈
= 。当 iR 的分母为零时，约定 iR = +∞ 。则 0 L R≤ < 。任取有限 

的 ( ),X L R∈ ，构造正对角矩阵 

( )1
1, ,diag , , ,

, .n i
i ND d d d

X i N

+

−

 ∈
= = 

∈


 

则C DAD= 为严格 γ -对角占优矩阵，且 A 和C 均为非奇异 H -矩阵。 
证明：首先证明有关量的正性和参数区间的非空性。记 

( ) ( ) ( )1 , ,N N
i ii i iu a r A c A i Nγ γ

+ + += − − − ∈  

( ) ( ) ( )1 , .N N
j jj j jv a r A c A j Nγ γ

− − −= − − − ∈  

由于 N + 内部的行和总和等于列和总和，且 ( )ii ia r A> 对所有 i N +∈ 成立，故 

( )( ) ( ) 0.N N
i ii i i

i N i N i N

u a r A r A
+ −

+ + +∈ ∈ ∈

= − > ≥∑ ∑ ∑  
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于是存在 0i N +∈ 使
0

0iu > 。定义 2 的交叉不等式右端非负，因此
0

0i ju v > ，从而所有 0jv > 。再固

定任意 j N −∈ ，同理得到所有 0iu > 。 
当 iR 的分母为正时，由交叉不等式除以正数可得 j iL R< ，对所有 j N −∈ 均成立；当该分母为零

时， iR = +∞ 。由于两个指标集均有限且非空，故 0 L R≤ < 。因此可以选取有限的 ( ),X L R∈ ，且

0X > 。 
当 i N +∈ 时， 1id = ，因而 ii iic a= 。由 ij i ij jc d a d= 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .N N N N
i i i i i ir C r A Xr A c C c A Xc A

+ − + −
= + = +  

因此 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1

1

1 .

ii i i

N N N N
ii i i i i

N N
i i i

c r C c C

a r A Xr A c A Xc A

u X r A c A

γ γ

γ γ

γ γ

+ − + −

− −

− − −

= − + − − +

 = − + − 

                   (1) 

若括号内的量为正，则 iX R R< ≤ 保证式(1)大于零；若该量为零，则式(1)等于 0iu > 。所以 

( ) ( ) ( )1 , .ii i ic r C c C i Nγ γ +> + − ∈  

当 i N −∈ 时， id X= ，因而 2
ii iic X a= ，并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, .N N N N
i i i i i ir C Xr A X r A c C Xc A X c A

+ − + −
= + = +  

代入并提取 X ，得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

1

1

1 .

ii i i

N N N N
ii i i i i

N N
i i i

c r C c C

X a Xr A X r A Xc A X c A

X Xv r A c A

γ γ

γ γ

γ γ

+ − + −

+ +

− − −

= − + − − +

 = − − − 

               (2) 

由 iX L L> ≥ 及 0iv > ，式(2)中方括号内的量为正。再由 0X > ，可得 

( ) ( ) ( )1 , .ii i ic r C c C i Nγ γ −> + − ∈  

综上，C DAD= 为严格 γ -对角占优矩阵。由引理 1，C 是非奇异 H -矩阵。记 ( )B 为矩阵 B 的比

较矩阵，即其对角元为 iib ，非对角元为 ijb− 。由于 ( ) ( )C D A D=  ，且非奇异 M -矩阵在正对角左

右缩放下保持，故 A 也是非奇异 H -矩阵。 

4. 与相关矩阵类的比较 

首先比较 S -严格对角占优( S -SDD)矩阵。对非空真子集 S N⊂ ，记 S 为 S 在 N 中的补集。其标准

条件为[7] 

( ) , ,S
ii ia r A i S> ∈  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) , , .S S S S
ii i jj j i ja r A a r A r A r A i S j S− − > ∈ ∈  

当 ( )S N A+= 时，第一个条件由 ( )N A+ 的定义自动满足，第二个条件恰为定义 2在 1γ = 时的交叉不
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等式。因此，在这一固定划分下，1-弱对角占优条件与 S -SDD 条件等价。上述等价关系限于

( )S N A+= ，并非对任意可选划分的等价刻画。 
再比较 DZT 矩阵。根据文献[4] [7]，在 ( )N A− ≠ ∅时，DZT 条件可表述为：对每个 ( )j N A−∈ ，存

在 ( )k N A+∈ ，使得 

( )( ) ( ).jj j jk kk jk ka r A a a a r A− + >                            (3) 

这一条件依赖每个非占优行所对应的一个指标，而定义 2 要求两个指标集之间的所有交叉对同时满

足不等式。以下两个对称矩阵说明，即使允许 γ 在 [ ]0,1 内变化，这两类矩阵也一般互不包含。取 

1 2

3 0 2 4 0 3
0 3 2 , 0 12 3 .
2 2 3 3 3 4

B B
   
   = =   
   
   

 

两者均有 { }1,2N + = 、 { }3N − = ，且分块行和与列和相等，所以定义 2 中的条件不依赖 γ 。对 1B ，

两个交叉对均满足 3 3 2 4× > × ，故它对每个 [ ]0,1γ ∈ 都是 γ -弱对角占优矩阵。但对 3j = ，无论取 1k =
还是 2k = ，式(3)均要求 ( )3 4 2 3 2 2− + × > × ，即 3 4> ，不成立。因此 1B 不是 DZT 矩阵。 

对 2B ，在式(3)中取 3j = 、 2k = ，得到 ( )4 6 3 12 12 3 3 9− + × = > × = ，故 2B 是 DZT 矩阵。然而，定

义 2 中 ( ) ( ), 1,3i j = 对应的条件要求 4 4 3 6× > × ，不成立。因此 2B 对任何 [ ]0,1γ ∈ 都不满足定义 2。这表

明本文条件与 DZT 条件提供了不同的可检验判据。 

5. 参数γ 的作用 

参数 γ 决定行和与列和在判据中的权重。当 1γ = 时，定义 1 为严格行对角占优，定义 2 退化为上一

节中取 ( )S N A+= 的 S -SDD 条件，定理 1 给出严格行对角占优的放缩矩阵 DAD 。当 0γ = 时，定义 1 为

严格列对角占优，定义 2 则成为 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) , , .N N N N
ii i jj j i ja c A a c A c A c A i N j N

+ − − + + −− − > ∈ ∈  

此时定理 1 给出严格列对角占优的 DAD 。需要注意，这里的 N + 、 N − 仍按 A 的行和确定，因而不

能不加说明地将其换为 AT 的按行和划分。定理 1 的证明对两个端点均适用。 
对给定的矩阵 A ，假设 ( )N A+ 、 ( )N A− 均非空。为描述全部可行参数，记 

( ) ( ) ( ) ( )1 , ,S S S
i i iw r A c A S Nγ γ γ= + − ⊆  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ,N N N N
ij ii i jj j i jF a w a w w wγ γ γ γ γ

+ − − +
= − − −  

( ) [ ] ( ){ }0,1 : 0 , .ijA F i N j Nγ γ + −Γ = ∈ > ∈ ∈对所有                       (4) 

每个 ( )S
iw γ 都是仿射函数，因此每个 ( )ijF γ 都是次数不超过 2 的多项式。由严格不等式的连续性，

( )AΓ 在 [ ]0,1 中相对开。若某个 ijF 恒为零，则 ( )AΓ =∅；否则，这些多项式在 [ ]0,1 内的全部零点把参

数区间分为有限段，每段上所有多项式的符号均不变。因此 ( )AΓ 是有限个相对开区间的并，也可能为

空。求出这些零点并在各段检验符号，即可确定全部可行参数。 
一般不能断言 ( )AΓ 是单个区间。例如，取 

3

2 1
.

4 3
B  

=  
 
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此时 { }1N + = 、 { }2N − = ，定义 2 只有一个交叉条件： 

( )( ) ( )6 4 3 1 3 4 9 1 .γ γ γ γ> − + = + −  

解此严格不等式，得到 

( )3
1 20, ,1 .
3 3

B    Γ = ∪     
 

所以两个端点都可行，而 1 2γ = 不可行。相反，若 ij jia a= 对所有 ,i j 成立，则各分块行和与列和

相等，定义 2 与 γ 无关，此时 ( )AΓ 只能是 [ ]0,1 或空集。上一节的 1B 、 2B 分别给出了这两种情形。 
具体算例 
算例 1： 

5 0 2 2 1
2 4 1 0 1

, 0.41 2 7 1 0
2 0 0 6 0
0 2 1 1 5

A γ

 
 
 
 = =
 
 
  

 

计算行和与列和： 

( ) ( ) ( ) ( )5,4,4,2,4 , 5,4,4,4,2 .r A c A= =  

( )diag 5,4,7,6,5 .A =  

故 { } { }3 4 5 , 1 2N N+ −= = 。 
分块行、列和： 
行分块(列下标属于 { }3 4 5N + = 与 { }1 2N − = )： 

( ) ( )
( ) ( )

5,2,1,0, 2 ,

0,2,3,2,2 .

N

N

r A

r A

+

−

=

=
 

列分块(行下标属于 N + 与 N − )： 

( ) ( )
( ) ( )

3 4 1 2 0

2 0 3 2 2

N

N

c A

c A

+

−

=

=
 

验证定义 2 (对 ,i N j N+ −∈ ∈ )： 

计算各分量：

( )

( )

33 3 3

11 1 1

3 : 1 7 0.4 1 0.6 1 6,
4 : 6 0.4 0 0.6 2 4.8,
5 : 5 0.4 2 0.6 0 4.2,

1: 1 5 0.4 0 0.6 2 3.8,
2 : 4 0.4 2 0.6 0 3.2.

N N

N N

i a r c
i
i

j a r c
j

γ γ

γ γ

+ +

− −

= − − − = − × − × =
= − × − × =
= − × − × =

= − − − = − × − × =
= − × − × =

 

( ) ( )1 : 3 2 2N N
i ir cγ γ

− −
+ − 对应 3,4,5i =  

( ) ( )1 : 3.8 3.2N N
i ir cγ γ

++ + − 对应 1,2j =  

逐一验证六个交叉对(表 1) 
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Table 1. Verification of the cross inequalities in Definition 2 for Example 1 
表 1. 算例 1 中定义 2 交叉不等式的逐项验证 

( ),i j  左端 右端 是否> 

( )3,1  6 3.8 22.8× =  3 3.8 11.4× =  是 

( )3,2  6 3.2 19.2× =  3 3.2 9.6× =  是 

( )4,1  4.8 3.8 18.24× =  2 3.8 7.6× =  是 

( )4,2  4.8 3.2 15.36× =  2 3.2 6.4× =  是 

( )5,1  4.2 3.8 15.96× =  2 3.8 7.6× =  是 

( )5,2  4.2 3.2 13.44× =  2 3.2 6.4× =  是 

 
全部严格成立，故 A 是 γ -弱对角占优矩阵。 
设 R 和 L 分别为 X 的上界和下界，确定参数 X 的区间： 
下界(取 { }1,2j N −∈ = )： 

( )
( )

1 1
1

11 1 1

2

1 3.8 1
3.81

3.2 1
3.2

N N

N N

r c
L

a r c

L

γ γ

γ γ

+ +

− −

+ −
= = =

− − −

= =

 

上界(取 { }3,4,5i N +∈ = )： 

( )
( )

33 3 3
3

3 3

4 5

1 6 2,
31

4.8 4.22.4, 2.1.
2 2

N N

N N

a r c
R

r c

R R

γ γ

γ γ

+ +

− −

− − −
= = =

+ −

= = = =

 

故 X 的取值区间为： { } { }( ) ( )1 2 3 4 5max , ,min , , 1, 2X L L R R R∈ =  
取 ( )1.5 1,2X = ∈ ，则 
构造正对角矩阵 ( ) ( )1 2 3 4 5diag , , , , diag 1.5,1.5,1,1,1D d d d d d= =  
按 ij i ij jc d a d= 逐元素计算： 

计算结果为：

11.25 0 3 3 1.5
4.5 9 1.5 0 1.5
1.5 3 7 1 0
3 0 0 6 0
0 3 1 1 5

C DAD

 
 
 
 = =
 
 
  

 

最后验证C 为严格 γ -对角占优矩阵： 
计算C 的行和与列和，验证 ( ) ( ) ( )1ii i ic r C c Cγ γ> + − ： 
表 2 所有行均满足严格不等式，故C 为严格 γ -对角占优矩阵。由引理 1 知，C 是非奇异 H -矩

阵。 
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Table 2. Verification that C is strictly γ -diagonally dominant for Example 1 
表 2. 算例 1 中矩阵 C 的严格 γ -对角占优性验证 

i  ( )ir C  ( )ic C  ( ) ( ) ( )1i ir C c Cγ γ+ −  iic  

1 7.5 9 0.4 7.5 0.6 9 8.4× + × =  11.25 8.4>  

2 7.5 6 0.4 7.5 0.6 6 6.6× + × =  9 6.6>  

3 5.5 5.5 5.5 7 5.5>  

4 3 5 0.4 3 0.6 5 4.2× + × =  6 4.2>  

5 5 3 0.4 5 0.6 3 3.8× + × =  5 3.8>  

 
算例 2 (对称矩阵， 0.7γ = ) 

6 0 1 2 0
0 4 0 1 1

, 0.71 0 4 1 2
2 1 1 4 0
0 1 2 0 5

A γ

 
 
 
 = =
 
 
  

 

计算行和、列和(对称矩阵 i ir c= )： 

( ) ( ) ( ) ( )3,2,4,4,3 ,diag 6,4,4,4,5r A c A A= = =  

划分 N + 与 N − ： 
阈值 ( )1 0.7 0.3i i i i ir c r c rγ γ+ − = + =  (对称)： 

1 11

2 22

3 33

4 44

5 55

1: 3, 6 3 1 ,
2 : 2, 4 2 2 ,
3 : 4, 4 4 3 ,
4 : 4, 4 4 4 ,
5 : 3, 5 3 5 .

i r a N
i r a N
i r a N
i r a N
i r a N

+

+

−

−

+

= = = > ⇒ ∈
= = = > ⇒ ∈
= = = ≤ ⇒ ∈
= = = ≤ ⇒ ∈
= = = > ⇒ ∈

 

故 { } { }1,2,5 , 3,4N N+ −= =  
分块行、列和(对称矩阵 ,N N N Nr c r c

+ + − −
= = )： 

( ) ( )
( ) ( )

0,1,3,3,1 ,

3,1,1,1,2 .

N

N

r A

r A

+

−

=

=
 

验证定义 2 (对 { } { }1,2,5 , 3,4N N+ −= = )： 

各分量：

( )

( )

11 1 1

33 3 3

1: 1 6 0.7 0 0.3 0 6,
2 : 4 0.7 1 0.3 1 3,
5 : 5 0.7 1 0.3 1 4,

3 : 1 4 0.7 1 0.3 1 3,
4 : 4 0.7 1 0.3 1 3.

N N

N N

i a r c
i
i

j a r c
j

γ γ

γ γ

+ +

− −

= − − − = − × − × =
= − × − × =
= − × − × =

= − − − = − × − × =
= − × − × =
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当 1,2,5i = 时， ( )1N N N
i i ir c rγ γ

− − −
+ − = 的值依次为 3,1,2；当 3,4j = 时， ( )1N N N

j j jr c rγ γ
+ + +
+ − = 的值

均为 3。 
交叉验证见表 3： 

 
Table 3. Verification of the cross inequalities in Definition 2 for Example 2 
表 3. 算例 2 中定义 2 交叉不等式的逐项验证 

( ),i j  左端 右端 是否 

( )1,3  6 3 18× =  3 3 9× =  是 

( )1,4  6 3 18× =  3 3 9× =  是 

( )2,3  3 3 9× =  1 3 3× =  是 

( )2,4  3 3 9× =  1 3 3× =  是 

( )5,3  4 3 12× =  2 3 6× =  是 

( )5,4  4 3 12× =  2 3 6× =  是 

 
全部严格成立， A 是 γ -弱对角占优矩阵。 
设 R 和 L 分别为参数 X 的上界和下界，由此确定参数 X 的区间： 
下界(取 { }3,4j N −∈ = )： 

3 4
3 1

4 1

N
j

N
jj j

r
L L

a r

+

−= = = =
−−

 

上界(取 { }( )1,2,5i N +∈ = )： 

1 2 5
6 0 3 42, 3, 2.

3 1 2
R R R−
= = = = = =  

故 { } { }( ) ( )3 4 1 2 5max , ,min , , 1, 2X L L R R R∈ =  
取 1.5X = ，则 ( )diag 1,1,1.5,1.5,1D =  

6 0 1.5 3 0
0 4 0 1.5 1

1.5 0 9 2.25 3
3 1.5 2.25 9 0
0 1 3 0 5

C DAD

 
 
 
 = =
 
 
  

 

最后验证 C 为严格 γ -对角占优矩阵(表 4)： 
所有行均满足严格不等式，故 C 为严格 γ -对角占优矩阵。由引理 1 知，C 是非奇异 H-矩阵。 
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Table 4. Verification that C is strictly γ -diagonally dominant for Example 2 
表 4. 算例 2 中矩阵 C 的严格 γ -对角占优性验证 

i  ( )ir C  ( )ic C  ( ) ( ) ( )1i ir C c Cγ γ+ −  iic  

1 4.5 4.5 4.5 6 4.5>  

2 2.5 2.5 2.5 4 2.5>  

3 6.75 6.75 6.75 9 6.75>  

4 6.75 6.75 6.75 9 6.75>  

5 4 4 4 5 4>  

 
算例小结(表 5)： 

 
Table 5. Summary of the results of the two numerical examples 
表 5. 两个算例的计算结果汇总 

算例 γ  结构 N +  N −  X 区间 选取 X  

算例 1 0.4 非对称 { }3,4,5  { }1,2  ( )1,2  1.5 

算例 2 0.7 对称 { }1,2,5  { }3,4  ( )1,2  1.5 

 
两个算例均满足： 
1) A 是定义 2 意义下的 γ -弱对角占优矩阵(交叉对不等式全部严格成立)； 
2) 由定理 1 可构造正对角矩阵 D ，参数 X 落在非空开区间内； 
3) C DAD= 是严格 γ -对角占优矩阵。由引理 1 知，C 为非奇异 H -矩阵。 
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