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摘  要 

在本文中，我们证明下述热流方程在 [ )n T 0,× 上存在光滑凸解的短时间存在性 
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该研究源于一些带外力项的热流问题以及Minkowski问题的热流方法。文中还给出了曲率估计和凸性估

计，这是由 ijh 的最大特征值和最小特征值的一些微分不等式推导而来的。 
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Abstract 
In the present paper, we prove a short-time existence of smooth convex solutions to the following 
heat flow equation on [ )n T 0,×   
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which was motivated by some heat flow problems with forced term and heat flow approach to Min-
kowski type problem. The curvature estimates and convexity estimates follows from some differ-
ential inequalities of largest eigenvalue and smallest eigenvalue of ijh  respectively. 
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1. 引言 

类似于 Eells 和 Sampson [1]提出的调和映射，以及 Hamilton 针对黎曼流形的里奇流[2]。热流法是研

究超曲面几何与拓扑性质的有力工具。 
设 X 表示超曲面 M 的位置向量，其满足以下发展方程： 
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                                 (1.1) 

其中ν 是 M 的单位外法向量，我们有理由期望方程(1.1)的凸解整体存在并收敛。此外，该流的自相似解

还会引出有趣的几何结构。 
若 R H= 为超曲面 M 的平均曲率，则方程(1.1)可化简为如下方程： 
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                          (1.2) 

关于方程(1.2)，Huisken 建立了一系列精妙的结果，包括自相似解的存在性，收敛性与刚性，以及它

们的几何应用，参见文献[3] [4]。 
另一个重要的几何研究对象是与高斯曲率相关的如下热流： 
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                          (1.3) 

Firey 提出的一个著名猜想指出，当
1

det ij

R K
h

= = ，球面是方程(1.3)唯一中心对称自相似解。为证明 

这一猜想，chou [5]证明了方程(1.3)解的整体存在性。对于 1n = 一维情形，Andrews [6]建立了高斯曲率流

方程的收敛性，并进一步将 Firey 猜想作为推论予以证实。然而，高维情形则相当微妙，需要付出大量的

技术努力。 
更一般地说，当 R Kα= 时，方程(1.3)也得到了充分研究，相关收敛结果可参考 Andrews [7]，Chow 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510425
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


谢海勤 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.1510425 413 应用数学进展 
 

[8] [9]，Guan 和 Ni [10]以及 Andrews，Guan 和 Ni [11]的文献。至于刚性结论以及对 Firey 猜想的后续验 

证，基于[7]-[9]中发展的分析技巧，Choi 和 Daskalopoulos [12]证明了任意
1 1,1
n n

α  ∈ +  
的刚性结果。特

别是，他们的工作为所有维度 2n ≥ 的 Firey 猜想提供了完整证明。此后，Brendle，Choi 和 Daskalopoulos 

[13]最终将刚性结论推广到任意
1

2n
α >

+
。 

对于满足椭圆性、凹性和强凹性(或逆凹性)等特定结构条件的更一般速度函数 R ，类似的流问题也

已被提出并得到系统研究。相关研究成果可见于 Gerhardt [14] [15]，urbas [16] [17]，Andrews [18]，Chow，

Liou 和 Tsai [19]，Chen 和 Gao [20]，Gao，Li 和 Wang [21]的著作。以及近期 Andrews，Chow，Guenther
和 Langford [4]的著作。近年来，带外力项的平均曲率和高斯曲率流也受到广泛关注，参见文献[22]-[26]。 

受到上述文献启发，本文主要研究如下涉及 Hessian 商算子 n

k

σ
σ

和外力项的热流问题： 
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其中 ( ) ( )( )
1

n k
n

ij ij
k

h hσ λ
σ

− 
=  
 

 ， u 和分别表示超曲面 M 的支撑函数和径向函数。若 0tX → 时 t →∞，

则极限超曲面 ( ) ( )lim ,
t

X X t
→∞

⋅ ⋅

 满足下述 Hessian 商方程 

( ) ( )q p
ijF h u f z=

                                  (1.5) 

对所有 nz∈ 成立，该方程可视为与 Hessian 商 相关的 Minkowski 型问题。 
设 ( ),X X z t= 为方程(4)的一个解，可以看出 M 的支撑函数 ( ),u u z t= 满足相应的演化方程 

( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( )
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,0 , ,

q p n
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n

u h u f z z t T

u z z zϕ

 = − ∈ ×
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

 
                    (1.6) 

正如引理 4.3 中所证明的。令 

( )2, .nC C α
+= ∩Γ                                   (1.7) 

在阐述本文的主要结果之前，我们作出如下假设。 
(f.1) 存在 ( )20 nf C< ∈  使得 

( )2 .nCf < ∞                                      (1.8) 

(f.2) 矩阵 ( )( )m m
ijij n n

f f δ
×

+ 在 n 上为半负定的，其中
1

1
m

q
=

−
。此条件限制了流形的曲率结构，确 

保流形在演化过程中保持某种凸性。 
(f.3) 函数 ( )20 nCϕ< ∈  满足 min 0

n t
t
ϕ

×
≥


以及 ( )ij ij n n

ϕ ϕδ
×

+ 在 n 上为正定的。通过正定性和时间单调 

性施加凸性限制，确保算子具有良好的性质(如椭圆性)，并为证明解的长期存在性和收敛性提供工具。 
本文主要定理如下。 
定理 1.1 1n ≥ ， [ ]0, 1k n∈ − ， [ )0,1q∈ ，q p≤ 和 1p q+ > ，设 ( )zϕ  (对应 nz∈ )为 1n+

 中一个光滑、

闭的严格凸超曲面的支撑函数。假设条件(f.1)~(f.3)成立，则方程(1.6)存在唯一解 u∈。 
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值得注意的是，超曲面 M 的曲率估计与支撑函数 u 的凸性估计，均可由算子

1
n k

n

k

F σ
σ

− 
 
 

= 的强凹性

推导得出。该性质由 R e n，W a n g 和 X i a o [ 2 7 ]证明，也可参考 G a o，L i 和 M a [ 2 8 ]。 
注 1.1 可以预见方程(1.6)解的整体存在性与收敛性，这将是我们后续研究的重点。 

本文的其余部分安排如下。第 2 节，我们给出一些关于商 n

k

σ
σ

的基本分析。第 3 节，我们推导解的先 

验估计，并给出定理 1.1 的证明。第 4 节，我们回顾微分几何中的一些基本事实。 

2. 预备知识 

定义 2.1 对任意的 1,2, ,k n=  ，令 

( )
1 21 21 kkk i i ii i i nσ λ λ λ λ

≤ < < < ≤
= ∑



                            (2.1) 

其中，任意 ( )1 2, , , n
nλ λ λ λ= ∈  。我们还设 0 1σ ≡ 以及当 j n> 时， 0jσ ≡ 。此外，定义凸锥 

( ) ( ) ( ){ }1 2: 0, 0, , 0 .n
k kλ σ λ σ λ σ λΓ = ∈ > > >                    (2.2) 

引理 2.2 对任意固定的 { }1,2, , 1k n∈ − ， kΓ 是一个满足以下条件的开锥 

1 .n k k+ +Γ = Γ ⊆ Γ ⊆ Γ                                 (2.3) 

引理 2.3 设 ( )ij n n
B b

×
= 为任意 n n× 矩阵，记 ( ) ( ) ( )1 2, , , nB B Bλ λ λ 是 B 的特征值，记向量 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nB B B Bλ λ λ λ=  。定义算子： 

( ) ( )( ).F B F Bλ=                                  (2.4) 

记 ( )ijF A 和 ( ),ij rsF A 分别表示 F 在 A 处沿方向 B 的 2C 的一阶导数和二阶导数。即 

( ) ( ) ,ij
ijF A sB F A B

s
∂

+ =
∂

                              (2.5) 

( ) ( )
2

,
2 .ij rs

ij rsF A sB F A B B
s
∂

+ =
∂

                            (2.6) 

对任意固定的下标 { }, 1, 2, ,i j n∈  ，有 

( ) ,ii

i

FA
λ
∂

=
∂

                                     (2.7) 

和 

( )
2

, 2
, , .i jii jj

ii jj ii jj iji j i j i j
i j i j

F F
FA B B B B B

λ λ
λ λ λ λ≠

∂ ∂
−

∂ ∂∂
= +

∂ ∂ −∑ ∑ ∑                 (2.8) 

引理 2.4 对于任意固定的 { }1,2, ,k n∈  ，令 

( ) ( )
1

.
n k

n

k

F σλ λ
σ

− 
=  
 

                                 (2.9) 

则以下结论成立： 
(i) F 在 nΓ 内是椭圆的且是凹的； 
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(ii)对任意 { }, 1, 2, ,i j n∈  ，均有不等式成立 
2 12 0.ij
i j i j

F F δ
λ λ λ λ
∂ ∂

+ ≥
∂ ∂ ∂

                             (2.10) 

(iii) 假设 1 2 nλ λ λ≥ ≥ ≥ ，则对任意整数 2p ≥ ，有 

1

1

1 .p

p p p

F F
Fλ λ

λ λ λ λ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂
≥

− ∂
                              (2.11) 

引理 2.3 的结论(i)和(ii)由 Andrews [18]给出，结论(iii)由 Ren，Wang 和 Xiao [27]给出。 
引理 2.5 [3] 假设超曲面 M 满足演化方程 

tX R ν= ⋅ ,                                  (2.12) 

则支撑函数u 与径向函数满足如下发展方程： 

,tu R=                                    (2.13) 

22

.t R R
u

+ ∇
= − = −

  



                           (2.14) 

3. 先验估计与全局存在性 

在本节，我们为问题(1.6)建立先验估计，并完成定理 1.1 的证明，后续分析分为两部分进行。 

3.1. 先验估计 

3.1 的主要结果表述如下。 
定理 3.0 给定固定整数 1n ≥ ， [ ]0, 1k n∈ − ， [ )0,1q∈ ，且满足 q p≤ 和 1p q+ > 。设 ( ),u t⋅ ∈是方程

(1.6)定义在区域 [ )0,nQ T= × 上的正解，则存在正常数 c以及 ( )0 0,1τ ∈ ，使得对任意 [ )0,t T∈ ，均有 

( ) ( )2, 0 .tC Q C Qu u cτα + ≤                                 (3.1) 

定理 3.0 的证明被分为以下两个部分。 

3.1.1. C 0 和C1 估计 
引理 3.1 给定任意固定整数 1n ≥ ， [ ]0, 1k n∈ − ， [ )0,1q∈ ，且满足 q p≤ 和 1p q+ > ，设 ( )( )nz zϕ ∈

是 1n+
 中光滑，闭，严格凸超曲面的支撑函数。假设条件(f.1)~(f.3)全部成立。若 ( ),u t⋅ ∈ 是方程(1.6)在

区域 [ )0,n T× 上的解，则存在一个与解 u 无关的正常数 c，使得对任意 [ )0,t T∈ ，有 

( )1 20 , ,A u t A< ≤ ⋅ ≤ < ∞                                  (3.2) 

其中常数 1A 和 2A 定义为 

( ) ( )

0

1

1
1min min ,

maxn
n

z
z

A z
f z

σ

ϕ
∈

∈

 
    =       




                           (3.3) 

和 
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( ) ( )
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z
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


                         (3.4) 

其中 0 1p qσ = + − 。 
证明。为推导 u 的 0C 估计，我们对空间变量定义如下最大值函数：对任意固定的 [ )0,t T∈  

( ) ( )max ,
nz

R t u z t
∈

=


                                    (3.5) 

设 ( ),u z t 在区域 [ )0,n T× 上的最大值取于点 ( )1 1 1,Q z t= 。如果 1 0t = ，则所需结论可由条件(f.3)直接

推出。因此，不失一般性，我们不妨设 1 0t > ，根据最大值原理，在该点满足 

0u∇ = ,                                        (3.6) 

并且在点 1Q 处，Hessian 矩阵 ( )ij n n
u

×
半负定。由此可推出，在点 1Q 处有 

( ) ( ) , .ij ijh t R t uδ≤ =                                    (3.7) 

对所有固定的 [ )0,t T∈ ，我们假设 

( ) ( )

0

1

1 ,
min

np

R t
f p

σ

∈

 
 ≥   
 





                                 (3.8) 

其中 0 1p qσ = + − 。否则， ( )R t 的上界可直接得到。 
于是可得不等式 

( ) ( )( )0 01 1 min 0,
nt

z
R R R f R R f zσ σ

∈
≤ − ≤ − ≤    


                         (3.9) 

由此可推出，对任意 [ )0,t T∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

0

1

1, max max , .
minn

n
z

z

u t R t z
f z

σ

ϕ
∈

∈

 
    ⋅ ≤ ≤       




                      (3.10) 

采用与上文完全对称的论证方式，我们进一步可得到 

( ) ( ) ( )

0

1

1, min min , .
maxn

n
z

z

u t z
f z

σ

ϕ
∈

∈

 
    ⋅ ≥       




                          (3.11) 

联立不等式(3.10)与(3.11)即可证得式(3.2)。至此，完成 0C 估计的证明。 
推论 3.2 对任意固定 1n ≥ ， [ ]0, 1k n∈ − ， [ )0,1q∈ ， q p≤ 和 1p q+ > ，令 ( )( )nz zϕ ∈ 是 1n+

 中光

滑，闭，严格凸超曲面的支撑函数。假设条件(f.1)~(f.3)全部成立，假设 ( ),u t⋅ ∈是方程(1.6)在 [ )0,n T×
上的解，则存在与解 u 无关的正常数 c，使得对任意 [ )0,t T∈ 成立 

( ), .u t c∇ ⋅ ≤ < ∞                                      (3.12) 

证明。由等式 
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2

22
,u =

+ ∇



 
                                    (3.13) 

可知，在径向函数 ρ 的任意极大值点处，均满足 u= 。结合引理 3.1 具有一致有界性。再联立几

何恒等式 
22 2 ,u u= + ∇                                      (3.14) 

我们可以直接推出u 的梯度一致有界。 

3.1.2. C 2 估计与速度函数估计 
引理 3.3 令 ab

ab tLv v v= − ，则超曲面的第二基本形式与速度函数 tu 满足如下演化方程： 

( )( )1 trq p
t tLu q p fu u−= − −                               (3.15) 

和 

( )

( ) ( )

,ab cd ab
ij i ab j cd bi ja ba ji ji ba ja bi

ab

q p q p
ij ij

Lh h h h h h h

u f u f

δ δ δ δ

δ

− = ∇ ∇ + − + −

+ − −

∑ 

  
              (3.16) 

特别地，若 ijh 为对角矩阵(此时 ij 也对角)，则 

( ),
11 1 1 11 11

tr 2 .ab cd q p q p
ab cdLh h h h F u f u f− = ∇ ∇ − + − −                  (3.17) 

证明。先推导 tu 的演化方程，首先有等式 

( ) ( ) ( ) trab ab ab ab
t ab ab ab t ab tab t t

u u h u h uδ= = − = ∂ −                    (3.18) 

和 

( ) ( ) ( ) .q p ab q p
t t t t ab t

u u f h u f∂ = ∂ − = ∂ −                         (3.19) 

计算时间导数： 

( ) ( )1 1 1 ,q p q p q p q p
t t tt

u qu u pu q p fu u− − −= + = −                        (3.20) 

代入算子定义得到 

( )( )1 tr .q p
t tLu q p fu u−= − −                             (3.21) 

为推导第二基本形式 ijh 的演化方程，对方程(1.6)两侧关于任意固定的下标 { }, 1, 2, ,i j n∈  连续求两

次 i 方向偏导数。回忆第二基本形式满足关系式 ij ij ijh u uδ= + ，可得 

( ) ,ab q p
t i i ab i
u h u f∂ = ∇ −                               (3.22) 

( ),ab ab cd q p
t ij i j ab i ab j cd ij
u h h h u f∂ = ∇ ∇ + ∇ ∇ −                       (3.23) 

由此进一步推出 

( )
( )

,

, .

ab ab cd q p
t ij i j ab i ab j cd t ijij

ab ab cd q p q p
i j ab i ab j cd ij ij

h h h h u f u

h h h F u f u f

δ

δ

∂ = ∇ ∇ + ∇ ∇ − +

= ∇ ∇ + ∇ ∇ + − −

  

   
 

由引理 2.5 可得 
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i j ab a b ij bi ja ba ji ji ba ja bih h h h h hδ δ δ δ∇ ∇ = ∇ ∇ + − + −                     (3.24) 

于是 

( )

( ) ( )

,ab ab cd ab
t ij a b ij i ab j cd bi ja ba ji ji ba ja bi

ab ab

q p q p
ij ij

h h h h h h h h

u f u f

δ δ δ δ

δ

∂ − ∇ ∇ = ∇ ∇ + − + −

+ − −

∑ ∑  

  
          (3.25) 

假设 ijh 是对角矩阵(此时 ij 同样是对角)，经计算有 

( ) 11 11tr tr ,ab aa
bi ja ba ji ji ba ja bi aa

ab a
h h h h h h F hδ δ δ δ− + − = − = −∑ ∑              (3.26) 

由此可知 11h 满足 

( ),
11 1 1 11 11

tr 2 ,ab cd q p q p
ab cdLh h h h F u f u f− = ∇ ∇ − + − −                     (3.27) 

该式即为式(3.17)。 
引理 3.4 给定任意固定 1n ≥ ， [ ]0, 1k n∈ − ， [ )0,1q∈ ， q p≤ 和 1p q+ > ，令 ( )( )nz zϕ ∈ 是 1n+

 内

光滑，闭，严格凸超曲面的支撑函数。假设条件(f.1)~(f.3)全部成立。若 ( ),u t⋅ ∈ 是方程(1.6)在区域

[ )0,n T× 上的解，则存在与解 u 无关的正常数 1 2,c c ，使得对任意 [ )0,t T∈ ，成立 

( ) ( )2
1 2, e .p q t

tc u t c + −≤ ⋅ ≤                               (3.28) 

证明。 tu 的下界可直接由最大值原理推得。具体来说，由于 q p≤ ，结合(3.15)可知，当 ( )log 0v∇ =

时，函数 tv u= 满足微分不等式： 

( ) ( ) ( ) 1log log tr 0.ij q p
ij tv v q p u f−− = − − ≤                     (3.29) 

因此对任意固定的 [ )0,t T∈ ，有 

( ) ( ) ( ), ,0 min .
nt t t

z
u t u zϕ

∈
⋅ ≥ ⋅ =


                              (3.30) 

为得到 tu 的上界，对任意固定的 [ )0,t T∈ ，定义 

( ) ( )
( )

,
, ,

,
tu t

G t
u t r

⋅
⋅ =

⋅ −
                                  (3.31) 

其中 ( ) [ ) ( ), 0,

1 min ,
2 nz t T

r u z t
∈ ×

=


。假设对每一固定时刻 [ )0,t T∈ ，函数 ( ),G z t 在球面 nS 上的最大值于点 

2
nz ∈ 处取得。由最大值原理可知， 

( )log 0iG =                                      (3.32) 

并且在点 ( )2 ,z t 处，Hessian 矩阵 ( )log ijG 是半负定的。我们可以选取标准正交标架{ }1 2, , , ne e e ，且

满足 ( ),i j ije e δ= ，使得在点 ( )2 ,z t 处有 

( ) ( ) .ij i ijh t tλ δ=                                    (3.33) 

直接计算可得 

( )log ,ti i
i

t

u uG
u u r

= −
−

                                 (3.34) 

( )log
q p

tt t tt
t

t t

u u u u fG
u u r u u r

−
= − = −

− −
                            (3.35) 
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和 

( )log tii ii tii ii
ii

t t

u u u h uG
u u r u u r u r

= − = − +
− − −

                        (3.36) 

上式对任意 { }1,2, ,i n∈  成立。注意到不等式 2up q p q
u r

+ − ≤ + −
−

，在极值条件 ( )log 0iG = 下，我们可

以推得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )1

1 1log log tr

tr 2 log .

ii ii ii q p
t t iiii t ii t

t

q p

uG G u u h u f
u u r u r

r uq p fu p q G
u r u r

−

− = − + − − +
− −

 = + − − ≥ − + − − − 

     

 
 

由此可以得到 

( ) ( ) ( )2, ,0 e p q tG t G + −⋅ ≤ ⋅                                (3.37) 

进而对所有 [ )0,t T∈ ，有 

( ) ( )2, e .p q t
tu t c + −⋅ ≤                                  (3.38) 

为得到超曲面 M 的曲率估计，我们做如下定义：对任意固定的时刻 [ )0,t T∈ ，令 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 2, max , , , , , , .ij ij n ijt h t h t h tλ λ λ λ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

                    (3.39) 

引理 3.5 (曲率估计) 对任意固定 1n ≥ ， [ ]0, 1k n∈ − ， [ )0,1q∈ ，q p≤ 和 1p q+ > 。设 ( )( )nz zϕ ∈ 是
1n+

 中光滑，闭，严格凸超曲面的支撑函数。假设条件(f.1)~(f.3)全部成立。若 ( ),u t⋅ ∈ 是方程(1.6)在

[ )0,n T× 上的解，则存在与解 u 无关的正常数 c，使得对任意 [ )0,t T∈ ，都有 

( ), .t cλ ⋅ ≤ < ∞                                  (3.40) 

证明。证明基于最大值原理。对任意固定的 [ )0,t T∈ ，定义 ( ) ( ) ( ), log , ,P t t u t Mλ β β⋅ = ⋅ − ⋅ + 。其中

0β > 为待定常数。假设 ( ),P z t 在球面 nS 上的最大值在 ( ) [ )3 3 3, 0,nQ z t S T= ∈ × 处取得。若 3 0t = ，则结论

可由条件(f.3)直接得到。因此，不失一般性，不妨设 3 0t > 。此外，我们可以旋转标架{ }1 2, , , ne e e ，使得

( ),i j ije e δ= ，并且在点 3Q 处满足 

ij i ijh λδ= , 1 2 nλ λ λ λ= ≥ ≥ ≥

                           (3.41) 

由此可以推出：在点 3Q 处，对任意下标 { }1,2, ,i n∈  ，有 

, iii
ij

jj ih
λ δ

λ
∂ ∂

= =
∂ ∂


                               (3.42) 

我们给出下述命题： 
命题 C.1 在点 3Q 处成立不等式 

( )11 2 4 2 .ii p
ii t

i

cP P u p uβ β λ
λ

−− ≥ − + −∑  



                        (3.43) 

直接计算可得到 

; ,i
i iP u

λ
β

λ
= − −







                                   (3.44) 
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( ); ; ,t t q p
t tP u u f

λ λ
β β

λ λ
= − − = − − −

 



 

                          (3.45) 

并且对任意下标 { }1, 2, ,i n∈  ，有 
2

; ;
2

2
; ;

2

ii i
ii ii

ii i
i

P u

u

λ λ
β

λ λ
λ λ

βλ β
λ λ

= − + −

= − + − +

 



 

 

 

 

由于 0ii > ，当 0> 时，于是有 

( )

( )

2
;

; 11

1 tr

1 ,

iii ii ii ii q p
ii t ii t i

i

iii q p

P P u f u

L u u f

λ
λ λ β λ β β

λ λ

λ
λ β β

λ λ

 
− = − −∂ − + − − +  

 
 

≥ − + −  
 

∑


  

 





 

      

  

 

结合(3.17)可得 

( ) ( ) ( ),
1 1 11

.ab cd aa q p q p
ab cd

a
aL h h F u f u fλ λ λ= − ∇ ∇ + − − + +∑                 (3.46) 

计算有 

( ) 2 2
1 1 111

,p p p
l lp u h p u h− −= =    

( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2 4
1 1 11 1 111

2 2 2
1 1 1 11 1 1

2 2 2 2 2
11 11 11 1 11

24 2 2 2 2 2
1 11 11 11

4 2 2 2 2
1 11 11

2

2

2

2

1

p p p
l l l l l l k k

p
l l l l l l l k k

p
l l

p p p
l l

p p

p u h u h p p u h u h

p h uh u h p u h u h

p h uh u h p u h

p u u p u h pu h p u h

p u p u h pu h

p

δ

− −

− −

− −

− − −

− −

= + ∇ + −

= − + ∇ + −

= − + ∇ + −

= + ∇ + − − + ∇

≥ + − −

≥

  

 

 

  

 
4 2 2 2

11 11,
p pu h pu h− −− 

 

以及 

( ) 1
11 111

q qu f qu h f A−≥ +  

其中 1A 为有界常数(这里用到条件 1 1p q> + > )。于是我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

11 11 1 1 11

4 2 2 2 1 2
11 11 1 11

2

.

q p p q q p p q

p p q p p q p

u f u f u f u f

p u h h pu qu f p u u f A− − − −

= + +

≥ + − + + +

   

    
 

因此，在点 3Q 处可得 
2
;, 11 4 2

1 1
1 .iii ab cd ii p

ii t ab cd
i

cP P h h u p u c
λ

β λ
λ λ λ λ

− 
− ≥ − ∇ ∇ − + + − − −  

 
∑



 

   


      

对于项
2
;, 11

1 1
1 iab cd ii

ab cdh h u
λ

β
λ λ
 
− ∇ ∇ − +  
 



 

   ，利用引理 2.4 的第(iii)条结论，在点 3Q 处有 
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2
;,

1 1

21
;12 2

1 ;
1 1

1 1
2 2
; ;1

1 1 1 1

2 2
;1 ;11 11 11 2 2 11 2 2
2 2

1

1

1

iab cd ii
ab cd

i
ij ii

ij i
ij i i

i i

i
i i

i

h h

h

u

λ
λ λ

λ
λ

λ λλ λ

λ λ
λ λ λ λλ

λ λ
β β

λ λ

≠

≠

 
− ∇ ∇ −  
 
 −

= − + −  − 
  −

≥ − −   −  

≥ − = − = − ≥ −

∑ ∑

∑



 





 

 



 

 

 

 
 

   

    

 

因此得到 

( )
2
;, 11 11 2

1 1
1 .iab cd ii

ab cdh h u u
λ

β β β
λ λ
 
− ∇ ∇ − + ≥ −  
 



 

                    (3.47) 

对于项
c

λ λ
− −
 


，结合式(3.28)，在点 3Q 处有 

.
q p

tu u f cc c
λ λ λ λ

+ +
− − = − ≥ −
   

                           (3.48) 

在点 3Q 处得到 

( )11 2 4 2 ,ii p
ii ti

cP P u p uβ β λ
λ

−− ≥ − + −∑  



                         (3.49) 

至此命题 C.1 得证。 
我们选取 

2

1 ,
22 max

min n
n

z
z

u

β

∈
∈

=
 
 +
 
 






                              (3.50) 

由此可推出 

2 1 min , .
2 2nz

pu u p uβ β
∈

− ≥ − ≥


                             (3.51) 

记
[ )

4 2
0

0,
min
n

p

T
p uδ −

×
=


 。结合(3.51)与(3.49)，当 P 充分大时，有 

0 0ii
ii ti

cP P δ λ
λ

− ≥ − ≥∑  



                              (3.52) 

这就导出矛盾。 
因此存在常数 c，使得 

,cλ ≤                                       (3.53) 

由此即证得不等式(3.40)。 
为证明 ijh 的正定性，只需给出 ijh 最小特征值的下界。对任意固定的时刻 [ )0,t T∈ ，定义 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 2
ˆ , min , , , , , , .ij ij n ijt h t h t h tλ λ λ λ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅                   (3.54) 
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引理 3.6 (凸性估计) 对任意固定的 1n ≥ ， [ ]0, 1k n∈ − ， [ )0,1q∈ ，q p≤ 和 1p q+ > ，令 ( )( )nz zϕ ∈
是 1n+
 中光滑，闭，严格凸超曲面的支撑函数。假定条件(f.1)~(f.3)成立。若 ( ),u t⋅ ∈是方程(1.6)在区域

[ )0,n T× 上的解，则存在与解 u 无关的正常数 c，使得对所有 [ )0,t T∈ ，都有 

( )ˆ , 0.t cλ ⋅ ≥ >                                       (3.55) 

证明。证明思路沿用 Guan 和 Ma [10]以及 Ivaki [29]文中的论证方法。设函数 ( )ˆ ,z tλ 在球面 n 上的最

小值在点 ( ) [ )4 4 4, 0,nQ z t T= ∈ × 处取得。若 4 0t = ，则结论可由条件(f.3)直接得到，不失一般性，可设

4 0t > 。进一步选取坐标系，使得在点 ( )4 4,z t 处有 

ij i ijh λδ=                                         (3.56) 

并且满足 11 22 nnh h h≤ ≤ ≤ 。同时不妨设在点 4Q 处成立 

11 22
ˆ 0.llh h hλ = = = = =                                  (3.57) 

为证明(3.66)，仿照 Guan 和 Ma [10]以及 Ivaki [29]的方法，只需验证 λ̂ 满足如下微分不等式： 

; ;
ˆ ˆ ˆ ˆ.aa

aa taa c cλ λ λ λ− − ∇ ≤∑                                 (3.58) 

事实上，由等式(3.17)可得 

( )
( )

( ) ( )

( )

,
; ; 1 1 11 11

2
1,

1 1

2
1

11 11

2
1,

1 1

ˆ ˆ tr 2

2

2 tr 2

2

2

aa ab cd q p q p
aa t ab cdaa

ibab cd ii
ab cd b l i

bb

ibii q p q p
b l i

bb

ibab cd ii
ab cd b l i

bb

ii

h h h u f u f

h
h h

h

h
h u f u f

h

h
h h

h

λ λ

>

>

>

− = − ∇ ∇ + − + +

 ∇
 = − ∇ ∇ +
 
 

∇
+ + − + +

 ∇
 ≤ − ∇ ∇ +
 
 

∇
+

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

     

 

    

 


( ) ( )

2
1

11 11
tr .ib q p q p

b l i
bb

h
h u f u f

h>
− + + +∑ ∑    

 

根据引理 2.3 中的第(ii)条结论，在点 4Q 处有 

( )2
1,

1 1 2 0.ibab cd ii
ab cd b l i

bb

h
h h

h>

 ∇
 − ∇ ∇ + ≤
 
 

∑ ∑                        (3.59) 

此外，利用 Codazzi 方程有， 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1111 ˆ2 2 2 .ib b i bii ii

b l i b l i b l
bb bb bb

h h h
c

h h h
λ

> > >

∇ ∇ ∇
= = ≤ ∇∑ ∑ ∑ ∑ ∑            (3.60) 

不难看出 

11 tr 0,F h F F− + ≤ − + ≤                              (3.61) 

在点 4Q 处成立等式 ii
ii

i
h=∑  并且满足 11 22 nnh h h≤ ≤ ≤ 。记 

( )
11

.q p q pu f u fΛ = +                                (3.62) 

接下来给出结论： 
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命题 C。假设条件(f.2)成立，则当 λ̂ 充分小时，有不等式 

ˆ ˆ .c cλ λΛ ≤ + ∇                                 (3.63) 

事实上，直接计算可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 11 1 1 11

2 .q p p q p q q pu f u f u f u f= + +                   (3.64) 

此外， 

( ) 2 2 2
1 1 11

ˆ,p p p p
l lp p u h p u λ− − −= = =                         (3.65) 

并且 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4 2 2
11 ; 111

2 2 4 2 2 2
; 1 11

ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ2 .

p p p
l l

p p p
l l

p u u p p u

p u p p u p uh

λ λ λ

λ λ λ

− −

− − −

= + + −

= + + − −

  

  
                  (3.66) 

因此，当 λ̂ 足够小时， 

( ) ( ) ( )
1 1 11

ˆ ˆ2 .p q q pu f u f c cλ λ+ ≤ + ∇                           (3.67) 

另一方面， 

( ) ( )
( )

( )

1
11 1 111 11

1 1 2 2
11 1 1 11 1

1 1 2 2
11 1 1 1

2

2 1
ˆ 2 1 .

q q q q

q q q q

q q q q q

u f u f qu u f u f

u f qu u f qu u f q q u u f

qu f u f qu f qu u f q q u u fλ

−

− − −

− − −

= + +

= + + + −

= + − + + −

 

因此，当 λ̂ 足够小时，可得 

( ) ( ) ( )( )1 2 2
11 1 1 1

ˆ ˆ 1 2 1 .p qc u f q f qu u f q q u u fλ λ − −Λ ≤ + ∇ + + − + + −             (3.68) 

下面分两种情况讨论： 0q = 和 0q > 。 
情形 C.1： 0q = 。由条件(f.2)可知，当 λ̂ 充分小时，有 

( ) ( ) ( )2
11

ˆ ˆ ˆ ˆ .c f f cλ λ λ λΛ ≤ + ∇ + + ≤ + ∇                      (3.69) 

情形 C.2： 0q > 。由 Holder 不等式可得 

( )
2

1 2 2 1
1 1 12 1 .

1
fqqu u f q q u u f

q f
− −≤ − +

−
                      (3.70) 

于是 

( ) ( )( ) ( )
2

2 1 2 2 2 1
11 1 1 1 112 1 1 1

1
q q q q q fqu f qu u f q u f q q u u f u f q f

q f
− −  

+ + − + − ≤ + − + − 
   

令
1

1
m

q
=

−
。直接计算可得 

( ) ( )
2

1 1 1
1111

1 ,m m m ff mf f m m f
f

− −= + −                        (3.71) 

由此推出 
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( ) ( ) ( )( )
2

11
11 11

1 1 0
1

m m mfqf q f q f f f
q f

−+ − + = − + ≤
−

                (3.72) 

该不等式成立的依据是条件(f.2)以及 ( )0,1q∈ 。因此，当 λ̂ 充分小时，有 

( )ˆ ˆc λ λΛ ≤ + ∇                                  (3.73) 

至此命题 C 证毕。 
因此，当 λ̂充分小时，它满足微分不等式： 

;̂
ˆ ˆ ˆii

ii ti c cλ λ λ λ−∂ − ∇ ≤∑                              (3.74) 

根据线性抛物算子的强极值原理(参加 Lieberman 文献[30])，若 ( )4
ˆ 0Qλ = ，则必有 ˆ 0λ ≡ 。由此可推

出 

0,nσ ≡                                     (3.75) 

这与条件 nu∈Γ 矛盾。 
于是存在常数 0 0c > ，使得对任意 [ )0,t T∈ ，都有 

( ) 0
ˆ , t cλ ⋅ ≥                                    (3.76) 

引理 3.6 证明完毕。 
现在我们来证明定理 3.0。 
证明。由引理 3.1，推论 3.2，引理 3.5，以及引理 3.6 可知，算子 

ij
t ijLw w F w= ∂ −                                (3.77) 

是一致抛物算子。利用 Evans-Krylov 迭代方法即可完成定理 3.0 的证明，可参考 Krylov [31]或者 Li，
Sheng 和 Wang [32]的论文第 851 页。 

3.2. 定理 1.1 的证明 

定理 1.1 的证明。解的短时间存在性可由标准抛物算子理论得到，参见 Krylov [31]，解的凸性可由命

题 3.6 推得。唯一性的证明依靠抛物算子的极大值原理。 

4. 长时存在性与收敛性展望 

虽然本文建立了短时间存在性，但推广至T = ∞并证明收敛至方程(1.5)的解仍面临以下难点：凸性丧

失与爆破风险、算子一致椭圆性退化和收敛速率刻画。这些问题的解决将完善带外力项的曲率流理论，

并为相关 Minkowski 型问题提供新见解。 
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