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摘  要 

本文考虑实参数 λ 的三次曲面族：
x y z w t

S P
x y z w t

3 3 3 3 3
4 0

:
0λ

λ + + + + =
⊂ 

+ + + + =
。将超平面 x y z w t 0+ + + + = 视

为 P 3 利用Jacobian秩判据证明其复化仅
1

16
λ = ，

1
4

λ = 时奇异。对于非奇异参数，利用方程关于 y z w t, , ,

的置换对称性，显式构造光滑情形下的27条直线，其中三条固定，其余24条直线分为 q 0= 和 q 0≠ 两个

代数分支。对 q 0≠ 分支，将控制直线的回文四次方程经 u q2= 化为二次方程，对 q 0= 分支，通过二次方

程的判别式判断直线的实性，并进一步利用复共轭直线对的相交关系区分仅含3条实直线的两种Schläfli

类型。最终得到：当
1
4

λ > 时， 1S Fλ ∈ ，当
1 1

16 4
λ< < 时，S F5λ ∈ ，当

1
16

λ < 时，S F4λ ∈ 。该方法避免

了求解一般三次曲面直线提取中出现的27次消元多项式，给出了该对称曲面族Schläfli类型转变的直接

代数证明，并明确描述了相应的直线配置。 
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Abstract 

We study the one-parameter family of real cubic surfaces: x y z w t
S P

x y z w t

3 3 3 3 3
4 0

:
0λ

λ + + + + =
⊂ 

+ + + + =
. 
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Viewing the hyperplane x y z w t 0+ + + + =  as P 3 , we use the Jacobian rank criterion to show that 

the complexification of Sλ  is singular if and only if 1
16

λ =  or 1
4

λ = . For every nonsingular pa-

rameter, the permutation symmetry in y z w t, , ,  allows us to construct all 27 lines explicitly. Three 
of them are fixed real lines, while the remaining 24 lines split into two algebraic branches. For the 
q 0≠  branch, a reciprocal quartic equation is reduced to a quadratic equation by setting u q2= ; 
the q 0=  branch is governed by a second quadratic equation. Combining the reality of their roots 

with the incidence relations of complex-conjugate line pairs, we obtain: 1
4

λ > , S F1λ ∈ ; 1 1
16 4

λ< < , 

S F5λ ∈  and 1
16

λ < , S F4λ ∈ . Thus, the Schläfli-type transitions of this symmetric family are ob-

tained by a direct algebraic argument without solving the degree-27 elimination polynomial re-
quired in general methods. The corresponding configurations of the 27 lines are also described ex-
plicitly.  
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1. 引言 

非奇异复三次曲面上的 27 条直线是经典代数几何中的基本结果之一。Schläfli 利用双六组(double-six)
刻画了这些直线的相交结构，并据此研究实三次曲面的不同类型[1]。Salmon 系统整理了三次曲面的解析

几何理论[2]，Henderson 专门讨论了 27 条直线及其配置[3]，Segre 则进一步研究了实三次曲面上直线的

实性、复共轭作用及其退化情况[4]。 
对定义在 R 上的非奇异三次曲面，其复化仍含有 27 条直线，但这些直线未必全部定义在 R 上。非实

直线在复共轭作用下成对出现。按照实直线的数目及复共轭线对之间的相交关系，非奇异实三次曲面可

分为五种 Schläfli 类型 1F ， 2F ， 3F ， 4F ， 5F ：其中 1F ， 2F ， 3F 分别含有 27、15 和 7 条实直线，而 4F ，

5F 均只含有 3 条实直线。二者的区别在于： 4F 的 12 对复共轭直线中有 6 对异面、6 对共面，而 5F 的 12
对复共轭直线全部共面[4]-[7]。因此，在仅有 3 条实直线的情形下，仅统计实直线数目并不足以确定曲面

类型。 
对一般三次曲面，直线提取和参数化通常需要较复杂的消元计算。Abhyankar 和 Bajaj 研究了三次曲

线与三次曲面的自动参数化问题[5]；Sederberg 和 Snively 利用切平面及曲面交线构造了三次代数曲面的

参数表示[6]；Bajaj、Holt 和 Netravali 则给出了适用于一般非奇异实三次曲面的计算方法，通过构造并求

解一个 27 次多项式提取曲面上的 27 条直线，并利用这些直线的实性判断曲面类型[7]。对于 1F ， 2F ，

3F ，型曲面，可利用实斜线构造有理参数化； 4F 型可利用一对复共轭斜线；而 5F 型由于不存在复共轭斜

线，需要采用不同的参数化方法[7]。 
文献[5]-[7]给出了适用于一般三次曲面的参数化和直线提取方法，但相关计算通常涉及消元运算或
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较高次数的代数方程[8]。Polo-Blanco 和 Top 进一步从几何角度给出了非奇异三次曲面的参数化算法，并

提供了由隐式方程寻找曲面上全部直线的方法。与这些面向一般三次曲面的算法不同，本文针对一个具

有特殊置换对称性的单参数三次曲面族，不以构造一般参数化为目的，而是利用 , , ,y z w t 四个变量之间的

对称性，将其余 24 条直线分解为 0q ≠ 与 0q = 两个低次代数分支。由此，Schläfli 类型的判定可归结为一

个四次方程、一个二次方程的根的实性以及复共轭直线的线性相交检验，从而避免一般情形下较高次数

的消元计算。 

2. 预备知识 

2.1. Schläfli 分类 

定义 1 (Schläfli 类型)：设 3
RS P⊂ 为非奇异实三次曲面，并设其复化 3

c cS P⊂ 也是非奇异的。由经典结

果， cS 上恰有 27 条直线。复共轭作用 3 3: c cp pσ → 。 
保持 cS 不变，因此这 27 条直线在复共轭作用下或者保持不变，或者成复共轭直线对出现。其中，被

复共轭作用保持不变的直线即为定义在 R 上的实直线。 
按照实直线的数目以及非实复共轭直线对之间的相交关系，将非奇异实三次曲面分为以下五种

Schläfli 类型： 
1) 若 S 上的 27 条直线全部为实直线，则称 S 为 1F 型曲面。 
2) 若 S 上有 15 条实直线，其余 12 条非实直线组成 6 对复共轭直线，则称 S 为 2F 型曲面。 
3) 若 S 上有 7 条实直线，其余 20 条实直线组成 10 对复共轭直线，则称 S 为 3F 型曲面。 
4) 若 S 上有 3 条实直线，其余 24 条非实直线组成 12 对复共轭直线，其中恰有 6 对互为异面直线，

另外 6 对互为共面直线，则称 S 为 4F 型曲面。 
5) 若 S 上有 3 条实直线，其余 24 条非实直线组成 12 对复共轭直线，并且每一对复共轭直线均为共

面直线，则称 S 为 5F 型曲面。 
这里，两条不同的射影直线若包含在同一个射影平面中，则称它们为共面直线；在 3P 中，两条不同

直线共面当且仅当它们相交。若两条直线没有公共点，则称其为异面直线。 
在复射影空间中，非奇异三次曲面恰 27 条直线[1] [9]。对实三次曲面而言，非实直线成复共轭对出

现，因此曲面类型不仅由实直线条数决定；当实直线只有 3 条时，还必须考察共轭线对是否相交。下面

采用 1F ， 2F ， 3F ， 4F ， 5F 的记号。 

2.2. 奇点 

定义 2 (完全交曲面的奇点)：设 K R= 或C 并设 [ ]0 1 2 3 4, , , , ,F H x x x x x∈ 为齐次多项式。考虑射影代数

簇 

( ) ( ) ( ){ }4, : 0 .kS V F H p p F P H P= = ∈ = =  

假设 S 是 4
kP 中余维为 2 的完全交曲面。对于任意点 

[ ]: : : :P x y z w t S= ∈  

定义 F ， H 在 P 处的 Jacobian 矩阵为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x y z w t
s

x y z w t

F p F p F p F p F p
J p

H p H p H p H p H p
 

=   
 

 

若 
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( )rank 2sJ p <  

则称 P 为曲面 S 的一个奇点；若 ( )rank 2sJ p = ，则称 P 为 S 的非奇异点或光滑点。若 S 上不存在奇

点，则称 S 为非奇异曲面或光滑曲面。 

3. 三次曲面的分类 

3.1. 单参数三次曲面分类 

考虑实射影空间中的单参数三次曲面族 ( )33 3 3 3 0x y z w x y z wλ + + + + + +− = ，为了方便研究，我们把

曲面写成 
3 3 3 3 3 0,

:
0.

x y z w t
S

x y z w tλ
λ + + + + =


+ + + + =
 

其中 [ ] 4: : : :x y z w t ∈


 。端点
1
4

λ = 或者
1

16
λ = 为奇异参数。 

3.2. 奇异参数的确定 

令 3 3 3 3 3F x y z w tλ= + + + + ， H x y z w t= + + + + ，那么由上述定义 2 可知，曲面 Sλ 在超平面 0H =

中存在奇异点，当且仅当存在 Cµ∈ ，满足 F Hµ∇ = ∇ 。根据 

( )2 2 2 2 23 ,3 ,3 ,3 ,3F x y z w tλ∇ = , ( )1,1,1,1,1H∇ =  

可得 
2 22 2 23 33 3 3x z ty wλ µ= == == , 

其中 0µ ≠ ，否则 0y z w t= = = = 。再由 0H = 得   0x = ，与射影坐标不全为 0 矛盾， 0λ = 的情形也同样

不能产生奇点。令 

2

3
r µ

=  

则存在 { }1, 1iε ∈ − ，使得 

1y rε= , 2z rε= , 3w rε= , 4t rε= , 0
rx ε
λ

=  

代入超平面方程 0H = ，得到 

0
1 2 3 4 0ε ε ε ε ε

λ
+ + + + = , { }1 2 3 4 4, 2,0, 2, 4ε ε ε ε+ + + ∈ − −  

零值不可能，因此 
1 2
λ
= 或

1 4
λ
= ， 

从而 

1
4

λ = 或
1

16
λ = 。 

反过来当
1

16
λ = ， [ ]4 :1:1:1:1p = − 满足 ( ) ( ) 0F p H P= = ，并且 2 22 2 23 33 3 3 3x tz wyλ = == == ，故
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p 为奇点；当
1
4

λ = 时， [ ]2 :1:1:1: 1p = − − ，以及将最后四个坐标中的−1 作四种置换所得的恰有四个不

同奇点。 
所以在三个开区间 

1 1 1 1, , , , ,
16 16 4 4

     −∞ +∞     
     

 

内，曲面均为非奇异三次曲面。直接代入可见，对于任意 λ ，曲面上始终有以下 3 条实直线： 

1 2 3

0, 0, 0,
: 0, : 0, : 0,

0, 0, 0.

x x x
L y z L y w L y t

w t z t z w

= = =  
  + = + = + =  
  + = + = + =  

 

为构造其余直线，利用方程在 , , ,y z w t 四个变量上的置换对称性，先固定一种变量配对方式。在线上

取齐次参数 [ ] 1:s r P∈ ，并选取如下线性形式 , , ,x s y r z As r w Cs qr= = = − = + 。 
根据 0H = 得到 t x y z w= − − − − ，将它代入三次方程 3 3 3 3 3F x y z w tλ= + + + + 中，得到关于 ,s r 的三

次齐次多项式 3 2 2 3
30 21 12 03LF c s c s r c sr c r= + + + ，其中 

( )

( )

2 2 2 2
30

2
21

2 2
12

03

1 3 3 3 6 3 3 3 ,

3 1 2 2 2 ,

3 1 ,

0

c A C A AC AC A C C

c A q ACq Aq Cq q

c A q q

c

λ= − − − − − − − −

 = − + + + + + 
 = − − 

=

 

要使整条直线都在曲面上，必须有 0LF ≡ ，即 30 21 12 03 0c c c c= = = = ，解这些系数方程。 
由 12 0c = 可知 1q ≠ ± 并有 

2

2 1
qA

q
= −

−
, 

( )
2 1

2 1
q qC

q
− +

=
−

, 

将 ,A C 代入 30c 中，得到 ( ) ( ) ( ) ( )4 2: 4 1 8 1 4 1 0P q q qλ λ λ λ= − − + + − = ，对于 0q = 重新带回系数方程，

此时 12 3 0c A= = 故 0A = ，而 21 0c = 自动成立； 30 0c = 化为 23 3 1 0c c λ+ + − = 。 
于是得到直线 

( )

2

2

2

0,
1

: 1 0,
2 1

0.

q

qz x y
q

L q qw x qy
q

x y z w t

  
− − + =  − 


  − +

− − =   − 
 + + + + =

 

再对 , , ,y z w t 作相应置换(可取三种配对方式)可得， 0q ≠ 时共给出 12 条互异直线。该分支的实性由

( ) 0P qλ = 的根决定；当 0q = 时，由 12 0C = 得 0A = ，而 21 0C = 自动成立；此时 30 0C = 化为
23 3 1 0c c λ+ + − = 。对应直线可写成 

0, 0, 0y z w cx x y z w t+ = − = + + + + =  

在非奇异参数
1
4

λ ≠ 下，上述二次方程有两个不同根。对 , , ,y z w t 作置换后， 0q = 时给出另外 12 条 

互异直线。于是除 3 条固定实直线外，其余 24 条直线分成两组，对 , , ,y z w t 作三种配对置换后， 0q ≠ 分

支产生 12 条互异直线， 0q = 分支产生另外 12 条互异直线。连同前述 3 条固定直线，共得到 27 条互异
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直线。由于非奇异复三次曲面恰有 27 条直线，故上述构造已经穷尽 Sλ 上的全部直线； 0q ≠ 时 12 条，

0q = 时 12 条。对 0q ≠ 分支 { } [ ]0 0 :1: 1: :qL x q q∩ = = − − ，而 0x = 是超平面，且 qL 不包含在 0x = 内。

如果 qL 是实直线，那么它与这个超平面的唯一交点必须是实点，因此 [ ]0 :1: 1: :q q− − 也必须是实射影点，

从而 q R∈ ，同样的。对 0q = 分支 ( ): : : : 1cL s r r Cs c s= − − +   ， { } ( )0 1: 0 : 0 : : 1cL y C C∩ = = − +  ，可以

得到 cL 为实直线等价于C R∈ 。 

3.3. 在 1
4

λ< < +∞时，曲面属于 F1 类 

根据上节，除 3 条固定实直线外，其余 24 条直线由 ( )P qλ 控制。令 2u q= ，则四次方程化为二次方

程为 ( ) ( ) ( )24 1 8 1 4 1 0u uλ λ λ− − + + − = ，其判别式为 ( )3 16 1λ∆ = − ，当
1
4

λ > 时，显然有 0∆ > ，4 1 0λ − > ，

所以 u 有两个不同实根 1 2,u u ，由韦达定理可得， 

 1 2
4 1 1 0
4 1

u u λ
λ

=
−

=
−

> , 1 2
8 1 0
4 1

u u λ
λ
+

+ = >
−

 (1) 

所以 1 20, 0u u> > 。当
1
4

λ > 时， ( ) 0P qλ = 的 4 个根均为实数， 0q ≠ 时的 12 条直线均为实线。 0q =

时， 23 3 1 0c c λ+ + − = 的判别式为 ( )3 4 1 0c λ∆ = − > ，其 12 条直线也全部为实线。连同 3 条固定实直线，

共有 27 条实直线，根据定义 1，在
1
4

λ > 时，曲面属于 1F 类。 

3.4. 在 1 1
16 4

λ< < 时，曲面属于 F5 类 

在此区间中的判别式仍为 3.3 节中的 ( )3 16 1λ∆ = − ，因为
1

16
λ > ，所以 0∆ > ，因此 u 有两个不同实

根 1 2,u u ，并且由于
1
4

λ < ，所以 4 1 0λ − < ，从而根据(1)式得 1 2 1 0u u = > ， 1 2 0u u+ < ，从而 1 0u < ， 2 0u < ， 

2 0iq u= < ，于是 ( ) 0P qλ = 的四个根均为纯虚数， 0q ≠ 时 12 条直线均为非实直线。 0q = 时的判别式为

( )3 4 1 0c λ∆ = − < ，此时的 12 条直线也均为非实直线。曲面上只剩前述 3 条固定实直线，因此只有三条

实直线。 

已知 1 2, 0u u < ，q 为纯虚数，所以 q q= − 。又因为 ( )
2

2 1
qA q

q
= −

−
只依赖于 2q ，所以 ( ) ( )A q A q− = ，

于是 qL 与 qL− 共同位于 

( ) 0,
0,

z A q x y
x y z w t

 − + =


+ + + + =
 

所定义的射影平面中。所以 qL 与其复共轭线 qL− 是共面的。同理对 , , ,y z w t 进行置换得到的复共轭线

均为共面线对。 
0q = 时，两个根C 与C 互为共轭，相应的两条线都满足 0y z+ = 和 0H = ，所以也共面。因此在该

区间内， Sλ 有 3 条实直线，并且 12 对共轭线都共面。根据定义 1，在区间
1 1

16 4
λ< < ，曲面属于 5F 类。 

3.5. 在 1
16

λ < 时，曲面属于 F4 类 

当
1

16
λ < 时， ( )P qλ 的二次化判别式为负， 0q ≠ 分支没有实直线；同时 ( )3 4 1 0c λ∆ = − < 。 0q = 时
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也没有实直线。因此 Sλ 仍只有 3 条固定实直线。根据定义 1，下面需再证明存在一对复共轭斜线即可判

定为 4F 。 

此时二次方程的两个根 1 2,u u 互为共轭，且 1 2 1u u = ，因此 1iu = 。根据 2
iq u= 有

1q
q

= 。考虑 qL 与其

复共轭线 1
q

L 。将两条直线联立，得到五个线性方程： 

( )
( )
( )

( )

0,

0,

1 0,

11 0,

0.

z A q x y

w C q x qy

z A q x y

w C q x y
q

x y z w t

− + =

− − =

− + =

− − =

+ + + + =

 

它们的系数矩阵为 

( )
( )
( )
( )

1 1 0 0

0 1 0

1 1 1 0 0

1 1 0 1 0

1 1 1 1 1

A q

C q q

M A q

C q q

− 
 
− − 

 
= − 
 
− − 
 
 

 

直接计算可得 ( )
2 1det qM
q
+

= − 。如果两条共轭线相交，仅当联立两条直线的线性方程后所得齐次线

性系统存在非零射影解。由于该系统的系数矩阵为方阵 M ，这一条件等价于必须有 det 0M = ，即

2 1 0q + = ，q i= ± 。从而 ( ) ( ) 16 1P i P i λ= − = − ，所以如果 q i= ± 同时为根，就必须有
1

16
λ = ，与当前

1
16

λ <  

矛盾。因此两条共轭直线不相交，即为斜线。对每一个 0q ≠ 的根，前面的行列式论证均成立，所以 0q ≠
时所形成的6对共轭线全是斜线。同时 0q = 时的六对共轭线仍处在相应实平面中，所以这六对全部共面。 

综上得到六对共轭斜线和六对共轭共面线，根据定义 1，在
1

16
λ < 时，曲面属于 4F 类。值得指出的 

是，本曲面族中不会出现 2F 和 3F 型。事实上，Schläfli 分类中 2F 型和 3F 型分别含有 15 条和 7 条实直线，

而在本文曲面族中，除始终存在的 3 条固定实直线外，其余 24 条直线分别组成两个 12 条直线的代数分

支。上述根的实性分析表明，在三个非奇异参数区间内，曲面的实直线总数仅可能为 27 或 3，而不会出

现 15 或 7。因此本单参数族只出现 1 4 5, ,F F F 三种类型。对于仅含 3 条实直线的情形，再根据复共轭线对

是否存在异面线来区分 4F 与 5F 。 

3.6. 直线构造的互异性与完备性 

前文已经在曲面 Sλ 上构造了 3 条固定实直线，以及 0q ≠ 和 0q = 时对应的两组直线。下面说明： 

当
1 1\ ,

16 4
Rλ  ∈  

 
时，上述构造得到的 27 条直线两两互异，并且恰好构成 Sλ 在C 上的所有直线。 

命题 1 (直线构造的完备性)：对任意
1 1\ ,

16 4
Rλ  ∈  

 
，3.2 节中构造的 3 条固定直线。 0q ≠ 分支的 12

条直线以及 0q = 分支的 12 条直线两两互异，并且它们恰好构成复曲面 Sλ 在C 上的全部 27 条直线。 
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证明：首先考虑 0q ≠ 时，由 3.2 节可知，参数 q 满足 ( ) ( ) ( ) ( )4 24 1 8 1 4 1 0P q q qλ λ λ λ= − − + + − = 令
2u q= ，则 ( ) ( ) ( )24 1 8 1 4 1 0u uλ λ λ− − + + − = ，其判别式为 ( )3 4 1u λ∆ = − ，由于当前考虑的是非奇异参数 
1

16
λ ≠ ，

1
4

λ ≠ ，故 0c∆ ≠ ，且 4 1 0λ − ≠ 。因此上述二次方程由两个不同的非 0 复根。又由韦达定理 1 2 1u u = ， 

故 1 0u ≠ ， 2 0u ≠ 。于是方程 ( )2 1, 2iq u i= = 共给出四个互不相同的非 0 根， 1q u= ± ， 2q u= ± 此外，

直接带入 ( ) ( )1 1 3 0p pλ λ= − = − ≠ ，故上述四个根均不等于 1± ，对于固定的变量配对方式，相应直线 qL 与

超平面 0x = 的交点可写成 [ ]0 :1: 1: :qp q q= − − ，对 , , ,y z w t 的其他两种配对方式，交点只需作相应坐标置

换。当 0, 1q ≠ ± 时，不同配对方式所得交点互不相同；而在固定配对方式下，不同的 q 显然给出不同的交

点。因此，四个不同的 q 根结合 , , ,y z w t 的三种配对方式，恰好得到 12 条互补相同的直线。接下来考虑 

0q = ，此时参数C 满足 23 3 1 0c c λ+ + − = ，其判别式为 ( )3 4 1c λ∆ = − ，由于
1
4

λ ≠ ，故 0c∆ ≠ ，因此该方

程有两个不同的复根 1c ， 2c ，以 0y z+ = 为例，相应直线可以参数化为 

[ ] ( )1 1: : : : : : : : 1x y z w t s r r c s c s= − − +  ， 1,2i = 。这两条直线都与超平面 0y = 相交于 ( )1 11: 0 : 0 : : 1c c− +  
和 ( )2 21: 0 : 0 : : 1c c− +  ，由于 1 2c c≠ ，故这两条直线不同，对不同的变量配对而言，可以从四个变量中任

选两个作为满足互为相反数的变量，共有 6 种选择。不同选择所得直线与 0x = 的交点恰有两个坐标为 0，
其形式为 [ ]0 :1: 1: :q q− − ，由于 0q ≠ ，其 , , ,y z w t 四个坐标均非零，而 0q = 分支的直线与 0x = 的交点恰

有两个坐标为 0，例如 [ ]0 :1: 1: 0 : 0− 。因此两类直线不可能相同。另一方面，3.2 节中的 3 条固定直线全

部包含在超平面 0x = 中，因此这 24 条直线也均不同于前述 3 条固定直线。 

综上，对任意非奇异参数
1 1\ ,

16 4
Rλ  ∈  

 
本文一共构造了 27 条两两不同的复直线。由 3.2 节的奇异 

参数判定可知，此时曲面的复化 Sλ 在C 上为非奇异三次曲面，根据非奇异复三次曲面恰有 27 条直线这

一经典定理[1] [9]， Sλ 在C 上不可能存在其他直线，因此前文显式构造出的上述 27 条直线恰好构成 Sλ

在C 上的全部 27 条直线。由此，3.3~3.5 节中通过判断上述 27 条直线的实性以及复共轭直线之间的相交

关系所得到的 Schläfli 类型判定是完备的。 

3.7. 两个典型参数的局部仿射图像 

为直观展示参数变化对实曲面形态的影响，取仿射坐标片 1t = 。由超平面方程 0x y z w t+ + + + = 消

去 w ，可将曲面写成三维空间中的隐式方程 

( ) ( )33 3 3, , 1 1 0x y z x y z x y zλ λΦ = + + + − − − − + =  

以下图像均为该方程在立方体 [ ]32.2, 2.2− 内的数值图像。 

例 1：取
1
2

λ = 由于
1
4

λ > ，根据上文结论，曲面 1 2S ，属于 1F 类，含有 27 条实直线。其仿射方程为 

( )33 3 31 1 1 0
2

x y z x y z+ + + − − − − + =  

以下图像仅用于展示 1t = 仿射片内的局部几何形态，不作为 Schläfli 类型或实拓扑结构的判定依据

(图 1)。 

例 2：取
1
8

λ = 根据上文结论，曲面 1
8

S 属于 5F 类，仅含 3 条实直线，并且每一对复共轭直线均共面。

其仿射方程为 ( )33 3 31 1 1 0
8

x y z x y z+ + + − − − − + =  (图 2)。 
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Figure 1. The image of the surface 1 2S  in the affine coordinate chart 1t =  when 1
2

λ =  

图 1. 1
2

λ = 时曲面 1 2S 在仿射坐标片 1t = 中的图像 

 

 

Figure 2. The image of the surface 1 8S  in the affine coordinate chart 1t =  when 1
8

λ =  

图 2. 1
8

λ = 时曲面 1 8S 在仿射坐标片 1t = 中的图像 

4. 总结与展望 
本文研究了一个具有 , , ,y z w t 置换对称性的单参数实三次曲面族。通过 Jacobian 秩判据首先确定了两

个奇异参数
1

16
λ = 和

1
4

λ = 。对于非奇异参数，利用曲面方程的对称结构，将 27 条直线分解为 3 条固定 

实直线， 0q ≠ 分支的 12 条直线以及 0q = 分支的 12 条直线。由低次方程根的实性可知，该曲面族的实

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1510417


黄昊 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.1510417 329 应用数学进展 
 

直线数仅可能为 27 或 3，因此 2F 和 3F 型不会出现；当仅有 3 条实直线时，再通过复共轭直线的线性相

交判据区分 4F 与 5F 。最终得到 

1

5

1

1,
4

1 1,
4 16

1,
16

F

S F

F

λ

λ

λ

λ

 > 
 
 ∈ > > 
 
 

<  

 

与适用于一般非奇异三次曲面的参数化或消元方法相比，本文方法依赖于所研究曲面族的特殊置换

对称性，其优点是能够将类型判别降为二次、四次方程的根判别及有限维线性方程组的相交检验；相应

地，该方法目前并不能直接推广到一般三次曲面。后续可进一步研究具有较弱对称性的多参数三次曲面

族，并考察系数不变量、实直线数量及实点集拓扑类型之间的关系。 
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