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摘  要 

本文梳理三元函数的三重极限、累次极限、混合累次极限的定义，通过实例说明三重极限与累次极限、

三重极限与混合累次极限之间不存在互相蕴含关系；给出并证明三重极限与累次极限相等的相关定理及

推论，引述已有文献中三重极限与混合累次极限的对应定理与推论。研究结果有助于完善数学分析多元

极限知识体系，拓展学生数学思维。 
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Abstract 
This paper sorts out the definitions of triple limits, iterated limits and mixed iterated limits for func-
tions of three variables. Examples are given to illustrate that there is no implication relationship 
between triple limits and iterated limits, as well as between triple limits and mixed iterated limits. 
The theorems and corollaries for the equality of triple limits and iterated limits are presented and 
proved, and the corresponding theorems and corollaries for triple limits and mixed iterated limits 
from existing literature are cited. The results can enrich the knowledge system of multivariable 
limits in mathematical analysis and expand students’ mathematical thinking. 
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1. 引言 

众所周知，极限是分析学的基石，特别是函数极限更是讨论函数连续性、可微性等分析性质的基础。

因此，多元函数的微分学也总是先从二元函数的二重极限开始的。二重极限与累次极限的关系是数学分

析课程多元函数部分的一个难点，在众多的教材如文献[1]-[4]中均有详细讨论，但对三元函数的三重极限

与累次极限的关系却鲜有文献讨论，文献[5]中引入了三元函数的混合极限概念，对三元函数的混合极限

与重极限的区别及联系进行了探讨；文献[6]引入弱累次极限的概念，并且建立了弱累次极限与重极限之

间的关系，即可以用重极限来判别弱累次极限的存在性，也可以用弱累次极限来判别重极限的存在性。

受这些文献的启发，本文尝试讨论三元函数的三重极限与累次极限的关系问题，并介绍三重极限与混合

极限的关系，这些内容既能够丰富数学分析的知识体系，又能够拓展学生的数学思维，提升其对学习数

学分析的兴趣。 

2. 预备知识 

2.1. 三重极限 

定义 1 设非空集合 3D ⊂  ，三元函数 :f D →， ( )0 0 0 0, ,P x y z 是 D 的聚点。若存在实数 A，使得

0, 0ε δ∀ > ∃ > ，当 ( ) ( )
o

0, , ;P x y z U P Dδ∈  时，有 

( )f P A ε− < ， 

则称 f 在 D 上当 ( ), ,P x y z 趋向于 ( )0 0 0 0, ,P x y z 时以 A 为极限，记为 

( )
0

lim
P P

f P A
→

= 或
( ) ( )

( )
0 0 0, , , ,

lim , , .
x y z x y z

f x y z A
→

=  

该极限要求三个变量 , ,x y z 同时以任何方式趋向于 0 0 0, ,x y z ，因此也称这种极限为三重极限。 

2.2. 累次极限 

定义 2 设 3D ⊂  为非空集合，三元函数 :f D →，D 在 x 轴、y 轴、z 轴上的投影分别为 X，Y，
Z，即 

( ){ } ( ){ } ( ){ }| , , , | , , , | , ,X x x y z D Y y x y z D Z z x y z D= ∈ = ∈ = ∈ ， 

0 0 0, ,x y z 分别是 X，Y，Z 的聚点。若对固定的 ( ) ( )0 0,x X x x y Y y y∈ ≠ ∈ ≠ ，存在极限 

( ) ( )
0

, lim , ,
z z

x y f x y zϕ
→

= ， 

且存在极限 

( ) ( )
0

lim ,
y y

x x yψ ϕ
→

= ， 
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还存在极限 

( )
0

lim
x x

L xψ
→

= ， 

则称此极限 L 为 ( ), ,f x y z 先对 ( )0z z→ ，然后对 ( )0y y→ ，最后对 ( )0x x→ 的累次极限，记为 

( )
0 0 0

lim lim lim , , .
x x y y z z

L f x y z
→ → →

=  

显然，累次极限与三重极限的“同时趋近”完全不同。类似地，根据极限顺序的不同，函数 ( ), ,f x y z
在 ( )0 0 0, ,x y z 点的累次极限还有其余五种类型 

( )
0 0 0

lim lim lim , ,
x x z z y y

f x y z
→ → →

， ( )
0 0 0

lim lim lim , ,
z z y y x x

f x y z
→ → →

， ( )
0 0 0

lim lim lim , ,
z z x x y y

f x y z
→ → →

， 

( )
0 0 0

lim lim lim , ,
y y x x z z

f x y z
→ → →

， ( )
0 0 0

lim lim lim , ,
y y z z x x

f x y z
→ → →

。 

2.3. 混合极限 

定义 3 [5]设 ( ), ,f x y z 为定义在 3D ⊂  上的三元函数，记 

( ) ( ){ } ( ){ }, | , , , | , ,yz xD y z x y z D D x x y z D= ∈ = ∈ 。 

( )0 0,y z 和 0x 分别是 yzD 和 xD 的聚点。若对每一个 ( ) ( ) ( )( )0 0, , ,yzy z D y z y z∈ ≠ ，存在极限

( )
0

lim , ,
x x

f x y z
→

，记为 

( ) ( )
0

, lim , ,
x x

y z f x y zϕ
→

= 。 

若还存在极限 

( ) ( )
( )

0 0, ,
lim ,

y z y z
L y zϕ

→
= ， 

则称该极限 L 为函数先对 ( )0x x→ ，后对 ( )( )0 0, ,y z y z→ 的混合累次极限，记为 

( ) ( )
( )

0 0 0, ,
lim lim , ,

y z y z x x
L f x y z

→ →
= 。 

混合累次极限简称为混合极限。类似地，根据极限顺序的不同，混合极限还有其余五种 

( ) ( )
( )

0 0 0, ,
lim lim , ,

x y x y z z
f x y z

→ →
，

( ) ( )
( )

0 0 0, ,
lim lim , ,

x z x z y y
f x y z

→ →
，

( ) ( )
( )

0 0 0, ,
lim lim , ,
x x y z y z

f x y z
→ →

， 

( ) ( )
( )

0 0 0, ,
lim lim , ,
y y x z x z

f x y z
→ →

，
( ) ( )

( )
0 0 0, ,

lim lim , ,
z z x y x y

f x y z
→ →

。 

2.4. 一致收敛 

定义 4 [5]设 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 的某去心邻域 ( )
o

0U P 内有定义，且 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，使得

( ) ( )( )
o

0 0, , ;y z U y z δ∀ ∈ ， x∀  (满足 ( ) ( )
o

0, ,x y z U P∈ )，总有 

( ) ( ), , ,f x y z xϕ ε− <  

则称当 ( ) ( )0 0, ,y z y z→ 时， ( ), ,f x y z 关于 x 一致收敛于 ( )xϕ ，记为： 

( ) ( )
( ) ( )

0 0, ,
lim , ,

y z y z
f x y z xϕ

→
=  (关于 x 一致)。 

定义 5 设 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 的某去心邻域 ( )
o

0U P 内有定义，且 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，使得
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( )
o

0;z U z δ∀ ∈ ， ,x y∀  (满足 ( ) ( )
o

0, ,x y z U P∈ )，总有 

( ) ( ), , , ,f x y z x yϕ ε− <  

则称当 0z z→ 时， ( ), ,f x y z 关于 ,x y 一致收敛于 ( ),x yϕ ，记为： 

( ) ( )
0

lim , , ,
z z

f x y z x yϕ
→

=  (关于 ,x y 一致)。 

3. 三重极限与累次极限关系 

3.1. 三重极限与累次极限之间无蕴含关系 

例 1 函数 

( )
( ) 1 1 1sin sin sin , 0

, , .
0, 0

x y z xyz
x y zf x y z

xyz

 + + ≠= 
 =

 

函数切片图如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Slice plots of the function in Example 1 
图 1. 例 1 中函数的切片图 

 
显然有 

( ), ,f x y z x y z≤ + +  

故在 ( )0,0,0 点三重极限
( ) ( )

( )
, , 0,0,0

lim , ,
x y z

f x y z
→

存在。但所有累次极限均不存在，例如当固定 , 0x y ≠ 时，

极限 

( ) ( )
0 0

1 1 1 1 1 1lim , , lim sin sin sin sin sin sin
z z

f x y z x y z
x y z x y z→ →

 
= + + 

 
 

不存在。因为第二项极限为零，但第一项中由于
1sin
z
的震荡性使得该项极限不存在，故上式极限不存在，

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1511428
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从而累次极限 ( )
0 0 0

lim lim lim , ,
x y z

f x y z
→ → →

及 ( )
0 0 0

lim lim lim , ,
y x z

f x y z
→ → →

均不存在。同理可得其它四个累次极限也不存在，

因此，三重极限存在不能蕴含累次极限存在，同时也说明累次极限不存在也不能蕴含三重极限不存在(图
2)。 

 

 
Figure 2. 2D profile of the function in Example 1 along the diagonal x y z t= = =  
图 2. 例 1 中函数的沿对角线 x y z t= = = 的二维剖面图 

 
例 2 函数 

( )
4 4 4

4 4 4

4 4 4

, 0
, , .

0, 0

xyz x y z
x y zf x y z

x y z

 + + ≠ + += 
 + + =

 

该函数切片图如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Slice plots of the function in Example 2 
图 3. 例 2 中函数的切片图 
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易得当 0, 0y z≠ ≠ 时有 

4 4 40
lim 0
x

xyz
x y z→

=
+ +

 

故在 ( )0,0,0 的累次极限 

4 4 40 0 0
lim lim lim 0
z y x

xyz
x y z→ → →

=
+ +

。 

同理可得，在 ( )0,0,0 的其余五个累次极限均为零。 
应用取特殊路径的方法，如取抛物面 ( )2 0z kx k= ≠ 与平面 ( )0y mx m= ≠ 交线，则 

( ) ( )

4

4 4 4 4 4 4 4 8 4 4 4 4, , 0,0,0 0 0
lim lim lim

1 1x y z x x

xyz mkx mk mk
x y z x m x k x m k x m→ → →

= = =
+ + + + + + +

 

与参数 ,k m 有关，故在 ( )0,0,0 三重极限
( ) ( ) 4 4 4, , 0,0,0

lim
x y z

xyz
x y z→ + +

不存在。因此，累次极限存在不能蕴含

三重极限存在，同时也说明三重极限不存在也不能蕴含累次极限不存在(图 4)。 
 

 
Figure 4. 2D profile of the function in Example 2 along the diagonal x y z t= = =  
图 4. 例 2 中函数的沿对角线 x y z t= = = 的二维剖面图 

3.2. 三重极限与累次极限之间的联系 

定理 1 若函数 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 存在三重极限
( ) ( )

( )
0 0 0, , , ,

lim , ,
x y z x y z

f x y z
→

与累次极限 

( )
0 0 0

lim lim lim , ,
x x y y z z

f x y z
→ → →

，则它们必然相等，即 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0 0 0, , , ,
lim , , lim lim lim , , .

x y z x y z x x y y z z
f x y z f x y z

→ → → →
=  

证明设 

( ) ( )
( )

0 0 0, , , ,
lim , ,

x y z x y z
f x y z A

→
=  

https://doi.org/10.12677/aam.2026.1511428
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则 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，当 ( ) ( )
o

0, , ;P x y z U P Dδ∈  时，有 

 ( ), ,f x y z A ε− < 。 (1) 

另外，由累次极限定义知，对于满足不等式 

 0 00 ,0 ,x x y yδ δ< − < < − <  (2) 

的 ,x y 存在极限 

 ( ) ( )
0

lim , , ,
z z

f x y z x yϕ
→

=  (3) 

在不等式(1)中令 0z z→ ，由(3)式可得 

 ( ), .x y Aϕ ε− ≤  (4) 

再由累次极限定义知，对于满足不等式 

 00 x x δ< − <  (5) 

的 x 存在极限 

 ( ) ( )
0

lim ,
y y

x y xϕ ψ
→

= ， (6) 

在不等式(4)中，令 0y y→ ，由(6)式可得 

 ( ) .x Aψ ε− ≤  (7) 

由(5)和(7)式得 ( )
0

lim
x x

x Aψ
→

= 。即 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0 0 0, , , ,
lim , , lim lim lim , , .

x y z x y z x x y y z z
f x y z f x y z

→ → → →
=  

推论 1 若三元函数 ( ), ,f x y z 在 ( )0 0 0, ,x y z 点的六个累次极限及三重极限都存在，则它们都相等。 
推论 2 若六个累次极限中任意两个存在但不相等，则三重极限必不存在。 

4. 三重极限与混合极限关系 

4.1. 三重极限与混合极限之间无蕴含关系 

例 3 函数 

( )
2 2 2

2 2 2

2 2 2

, 0
, ,

0, 0

xyz x y z
x y zf x y z

x y z

 + + ≠ + += 
 + + =

 

该函数的切片图如图 5 所示。 
显然有 

( ) 3
2 2 23

, ,
xyz

f x y z xyz x y z x y z
x y z

≤ = ≤ + + < + +  

故在 ( )0,0,0 点三重极限
( ) ( )

( )
, , 0,0,0

lim , ,
x y z

f x y z
→

存在。但因当 0z ≠ 时，利用参考文献[1] [2]中取特殊路径

的方法可知二重极限 

( ) ( ) 2 2 2, 0,0
lim

x y

xyz
x y z→ + +
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Figure 5. Slice plots of the function in Example 3 
图 5. 例 3 中函数的切片图 

 

不存在，故在 ( )0,0,0 点混合极限
( ) ( ) 2 2 20 , 0,0

lim lim
z x y

xyz
x y z→ → + +

不存在。同理可得，其余五个混合极限均不

存在。因此，三重极限存在不能蕴含混合极限存在，同时也说明混合极限不存在也不能蕴含三重极限不

存在(图 6)。 
 

 
Figure 6. 2D profile of the function in Example 3 along the diagonal x y z t= = =  
图 6. 例 3 中函数的沿对角线 x y z t= = = 的二维剖面图 

 
例 4 函数 
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( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3 3 , , , 0,0,0
, , .

0, , , 0,0,0

xyz x y z
x y zf x y z

x y z

 ≠ + += 
 =

 

该函数的切片图如图 7 所示。 
 

 
Figure 7. Function slice plot for Example 4 
图 7. 例 4 中函数切片图 

 
显然对于 0z ≠ 有 

( ) ( ) 3 3 3, 0,0
lim 0

x y

xyz
x y z→

=
+ +

 

故混合极限 

( ) ( )
( )

0 , 0,0
lim lim , , 0
z x y

f x y z
→ →

=  

同理可得，在 ( )0,0,0 点处其余五个混合极限均为 0。但利用取特殊路径的方法，如取平面 ( )0z kx k= ≠

与平面 ( )0y mx m= ≠ 交线，则 

( ) ( )

3

3 3 3 3 3 3 3 3, , 0,0,0 0
lim lim

x y z x

xyz mkx
x y z x m x k x→ →

=
+ + + +

， 

无论考虑左极限还是右极限都与参数 ,k m 有关，故在 ( )0,0,0 点处三重极限
( ) ( )

( )
, , 0,0,0

lim , ,
x y z

f x y z
→

不存

在，因此，混合极限存在不能蕴含三重极限存在，同时也说明三重极限不存在也不能蕴含混合极限不存

在(图 8)。 

4.2. 三重极限与混合极限之间的联系 

定理 2 [5]若函数 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 处存在三重极限
( ) ( )

( )
0 0 0, , , ,

lim , ,
x y z x y z

f x y z
→

与混合极限

( ) ( )
( )

0 0 0, ,
lim lim , ,
x x y z y z

f x y z
→ →

，则它们必然相等，即 
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Figure 8. Two-dimensional profile of the function in Example 4 along 
the diagonal x y z t= = =  
图 8. 例 4 中函数沿对角线 x y z t= = = 的二维剖面图 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0 0 0, , , , , ,
lim , , lim lim , ,

x y z x y z x x y z y z
f x y z f x y z

→ → →
=  

定理 2 的证明可参见文献[5]，由此还可得如下推论： 
推论 3 [5]若三元函数 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 的六个混合极限及三重极限都存在，则它们都相等。 

推论 4 [5]若三元函数 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 的六个混合极限中任意两个存在但不相等，则三重

极限必不存在。 

4.3. 三重极限与混合极限相等的条件 

定理 3 若函数 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 的某去心邻域 ( )
o

0U P 内有定义，且满足： 

(1) 对每个点 ( ) ( )0 0, ,y z y z≠ ，存在极限 ( ) ( )
0

lim , , ,
x x

f x y z y zψ
→

= ； 

(2) 
( ) ( )

( ) ( )
0 0, ,

lim , ,
y z y z

f x y z xϕ
→

= 关于 x 一致， 

则 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , ,
lim lim , , lim lim , , lim , , .

y z y z x x x x y z y z x y z x y z
f x y z f x y z f x y z

→ → → → →
= =  

证明 关于第一个等号即混合极限相等的证明可参见文献[5]。下证第二个等号，即与三重极限相等。

设 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0 0 0, , , ,
lim lim , , lim lim , , .

y z y z x x x x y z y z
f x y z f x y z A

→ → → →
= =  

0ε∀ > ，由条件(2)知 1 0δ∃ > ，使得当 ( ) ( )2 2
0 0 10 y y z z δ< − + − < 时，对所有的 x ，都有 

 ( ) ( ), , .
2

f x y z x εϕ− <  (8) 

再由
( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0, ,

lim lim , , lim
x x y z y z x x

f x y z x Aϕ
→ → →

= = ，故 2 0δ∃ > ，使得当 0 20 x x δ< − < 时，有 
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 ( ) .
2

x A εϕ − <  (9) 

取 { }1 2min ,δ δ δ= ，则当 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 00 x x y y z z δ< − + − + − < 时，(8)式和(9)式都成立，故 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , .f x y z A f x y z x x Aϕ ϕ ε− ≤ − + − <  

即 

( ) ( )
( )

0 0 0, , , ,
lim , , .

x y z x y z
f x y z A

→
=  

类似可得如下结论： 

推论 5 若函数 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0 0, ,P x y z 的某去心邻域 ( )
o

0U P 内有定义，且满足： 

(1) 对每个点 0z z≠ ，存在极限
( ) ( )

( ) ( )
0 0, ,

lim , ,
x y x y

f x y z zψ
→

= ； 

(2) ( ) ( )
0

lim , , ,
z z

f x y z x yϕ
→

= 关于 ,x y 一致， 

则 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , ,
lim lim , , lim lim , , lim , , .

x y x y z z z z x y x y x y z x y z
f x y z f x y z f x y z

→ → → → →
= =  

5. 结束语 

本文讨论了三重极限与累次极限、三重极限与混合极限之间的关系，通过实例与定理揭示不同类型

极限的区别与联系。混合极限与累次极限的关系或者三重极限与累次极限相等的条件等问题，可供感兴

趣的读者进一步深入探究。本文内容可为数学分析多元函数部分的教学提供参考。 
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