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摘  要 

针对现有通感一体化波形对运动目标探测性能不足的问题，本文提出基于p-范数的加权积分旁瓣电平优

化的多普勒容忍通感一体化波形设计方案。首先，在脉冲串模糊函数下，推导了多普勒容忍波形设计问

题可等价于单个具有低相关区的波形设计问题并且具有较低的积分旁瓣电平。在满足约束条件下，建立

最小化一体波形的p-范数加权峰积分旁瓣电平为优化准则，从而实现具有多普勒容忍性的通感一体化波

形设计。由于优化目标是高阶非凸问题，基于优化最小化框架提出了p-WPISL算法进行求解。通过数值

实验表明，所设计的一体化波形可以实现更低的符号错误率，实现雷达与通信功能的融合；同时能够显

著抑制距离自相关旁瓣，通过改变p实现ISL与PSL之间的权衡，并且优化后的波形在不同多普勒频移下

均可保持较低距离旁瓣，对运动目标具备良好的多普勒容忍性能。 
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Abstract 
Aiming at the insufficient detection performance of existing integrated sensing and communication 
(ISAC) waveforms for moving targets, this paper proposes a Doppler-tolerant ISAC waveform design 
scheme based on the weighted integrated sidelobe level optimization with p -norm. First, under the 
ambiguity function of pulse trains, we derive that the Doppler-tolerant waveform design problem 
can be equivalent to designing a single waveform with a low correlation region and low integrated 
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sidelobe level. Subject to the constraints, an optimization criterion is established to minimize the p 
-norm weighted peak integrated sidelobe level of the integrated waveform, so as to realize the de-
sign of Doppler-tolerant ISAC waveforms. Since the optimization objective is a high-order noncon-
vex problem, a p-WPISL algorithm is proposed to solve it under the majorization-minimization (MM) 
framework. Numerical experiments demonstrate that the designed integrated waveform achieves 
a lower symbol error rate and realizes the fusion of radar and communication functions. Meanwhile, 
it can significantly suppress the range autocorrelation sidelobes. The tradeoff between ISL and PSL 
can be achieved by adjusting the parameter, Moreover, the optimized waveform maintains low 
range sidelobes under different Doppler shifts and exhibits favorable Doppler tolerance for moving 
targets. 
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1. 引言 

随着电子信息技术的快速发展不断增强[1] [2]，雷达感知与无线通信一体化逐渐成为了 6G 技术主导

之一且具有广泛的应用前景[3]。由于频谱资源的有限，雷达与通信之间的效能会逐渐降低，为了高效利

用资源，提出了两种解决方案[4]：雷达与通信频谱共存、通感一体化(Integrated Sensing and Communica-
tion, ISAC)。其中通感一体化波形设计主要分为三类[4]-[7]：(1) 以通信为中心的一体化波形；(2) 以雷

达为中心的一体化波形；(3) 联合设计的一体化波形。 
以通信为中心的一体化波形：通过修改通信波形，使其实现雷达功能。由于通信为中心的数据的随

机性，无稳定的感知性能。以雷达为中心的一体化波形：主要通过修改雷达波形，从而实现通信功能。

以雷达为中心的一体化波形主要是通过脉间调制的方式，其具有通信信息的传递能力，但由于通信速率

较低，不利于通信信息的实时传输。联合设计的一体化波形是直接通过设计波形，使其同时具备通信传

输与雷达感知能力，能够在保障一方性能的前提下优化另一方性能或完成通感性能折中[8]。对比前两

者，联合设计的一体化波形能够同时兼顾通信与雷达之间的不同性能需求。 
文献[9]在基于完美信道估计的假设下，以抑制多用户干扰作为优化准则，结合雷达方向图相似性约

束构造优化问题，求解得到一体化波形，使MIMO系统兼具通信传输与雷达感知能力。随后不同于文献

[9]中采用方向图相似性约束，文献[10]施加波形协方差矩阵与 MIMO 雷达最优协方差矩阵相等的等式约

束，以多用户信干噪比效用函数最大化为优化准则，通过求解优化模型进一步改善波形的干扰抑制效

果。文献[11]将多普勒容忍性纳入一体化波形设计中，通过设定一定的约束条件，以最小化一体波形的

加权积分旁瓣电平作为优化准则，从而实现一体化波形的设计。文献[12]考虑在一定的约束条件下，引

入加权峰值或积分旁瓣电平(WPISL)，精心设计用于测量和最小化低范围副瓣。文献[13]在设计 MIMO
雷达的正交波形集中，基于 MM 框架的基础上提出了 p -MM 算法，由此来平衡积分旁瓣电平(Integrated 
Sidelobe Level, ISL)与峰值旁瓣电平(Peak Sidelobe Level, PSL)，平衡相关函数的峰值性能和综合性能。

综上所述，其上述文献在设计一体化波形时，都同时兼顾通信与雷达之间的不同性能需求，然而其在设

计一体化波形都未将多普勒容忍性作为考虑问题之一。在实际场景中目标通常为运动状态，其多普勒效
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应会造成回波信号发生相位偏移，引发匹配滤波器失配，既会恶化雷达脉冲压缩性能，也会降低一体化

系统的通信传输质量。因此设计具有多普勒容忍性的一体化波形是尤为重要的。 

2. 系统模型与多普勒容忍条件 

2.1. 通感一体化脉冲串模型 

考虑在同时实现雷达目标感知与通信的 ISAC 系统中，假设在一个 CPI 内的发射 N 个一体化脉冲，

其离散化的脉冲长度为 L ，对于 n 个脉冲，发射的一体化波形离散化表示为 

T
,0 ,1 , 1, , , L

n n n n Lx x x x − = ∈                                 (1) 

其中 L
 表示 L 维的复数域， 0,1, , 1n N= − ， 0,1, , 1l L= − 。由于波形需要兼顾通信与雷达之间的不

同性能需求，给出关于通信模型、雷达模型以及优化模型的建立。 

2.2. 通信模型 

在通感一体化系统中，所设计的发射波形不仅需要满足雷达感知性能要求，同时还需要保证通信用

户能够准确恢复发送的信息。因此，所设计的一体化波形需要在降低雷达旁瓣水平的同时，保持与原始

通信调制符号之间较小的偏差。对于通信用户而言，当在第 n 个 PRT 中， nx 作为一体化波形被发射，

接收到的信号表示为 n n ny hx w= + 。其中， h 表示通信信道响应， nw 表示噪声符号向量且

( )2~ 0,n Lw CN Iσ ，假设通信信道满足瑞利衰落模型，并且在一个 CPI 周期内保持不变，同时假设接收

端能够获得理想信道状态信息[12]，则通信接收模型可简化为 , , ,n l n l n ly hx w= + 。 
本文通信采用的调制方式为 M-PSK (M-Phas-Shift Keying，多进制相移键控)，设通信数据经过调制 

的符号序列为
T

,0 ,1 , 1, , ,n n n n Le e e e − =   ，其相位满足 ( ) ( ){ },
, ,

2
arg , 0, , 1n l

n l n l

m
e m M

M
π

= ∈ − 。其中 M 表示 

调制阶数是大于等于 2 的正整数，由于通感一体化波形需要同时满足雷达旁瓣优化的需求，最终设计得

到的波形不一定完全等于通信调制符号，因此需要约束二者之间的相位偏差。所以一体化信号的每个

,n lx 应该满足相位差约束 

[ ) ( ) ( )( ), ,,wrap arg arg ,   0, , 1n l n lx e l Lε−π π − ≤ = −                     (2) 

其中 ( )arg ⋅ 是复数的相位， ε 是相位差且
M

ε < π
。在通信用户接收的每个符号 ,n ly 都可以在解调后以一 

定的符号错误率得到所需要的 M-PSK 符号，若补偿后的接收符号相位偏离真实通信符号相位超过判决 

区域，则认为符号错误。因此定义符号错误率(Symbol Error Rate, SER)为SER errN
NL

= ，其中 errN 为估计 

的错误符号数，则可表示为满足错误判决条件的符号集合的元素个数 

[ ) ( ) ( )( ), , ,,: wrap arg argn l n l n ly h y h e
Mπ π−

 − >


π



                    (3) 

综上所述，当接收符号经过信道补偿后，其相位仍落在对应 M-PSK 判决区域内，则正确解调；当 

相位偏移超过
M
π

时，进入相邻符号判决区域，产生误符号。由此关于通信中所要求的错误符号率问题 

可以转化为相位差约束，而相位差越小其错误符号率就会越低。由此得到通信相位约束 

[ ) ( ) ( )( )1 , ,,: wrap arg argn l n lC x e επ π− − ≤ 。 
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2.3. 雷达模型 

对于静止目标多普勒频移为 0，此时匹配滤波器输出由单个脉冲的非周期自相关函数决定。第 n 个

脉冲的非周期自相关函数定义为 ( )nC k  

( )
( )

1

, ,
0

1

, ,
0

,   0 1

,   1 1

L k

n l n l k
l

n L k

n l k n l
l

x x k L
C k

x x L k

− −
∗

+
=

+ −
∗

−
=

 ≤ ≤ −= 
 − − ≤ ≤ −


∑

∑
                          (4) 

其中 k 表示距离延迟。对于一个 CPI 内所有滤波输出的结果进行相干积累 ( ) ( )
1

0
0

N

n
n

g k C k
−

=

= ∑ ，其中 ( )0g k  

是无多普勒情况下的总匹配滤波输出。在理想的情况下，如果 ( )0 kg k NLδ= ， kδ 为冲激函数并且 ( )0g k
也为冲激函数且脉冲串{ } 1

0

N
n n

x −

=
是互补的。此时主峰最大和所有距离旁瓣为 0，波形具有理想脉压性能。

然而其在实际波形中无法完全实现，因此需要进行最小化旁瓣。当目标运动时，由于多普勒效应，第 n
个脉冲会产生额外的相位旋转 e jnθ ，其中 2 Df Tθ = π ， Df 为目标产生的多普勒频率、T 表示脉冲重复周 

期(PRT)。所以在运动目标的情况下，CPI 的输出变为 ( ) ( )
1

0
, e

N
jn

n
n

g k C k θθ
−

=

= ∑ ，虽然目标运动会引入未知 

多普勒相位旋转，但是只要每个脉冲具有较低的距离旁瓣，则整个脉冲串仍然能够保持较好的距离–多

普勒性能。 
引理 1 [11] 若相关函数 ( )nC k 满足条件 ( )nC k Lγ≤ ， 1,2, , 1k Z= − ，则模糊函数满足 

( )
( )

,
,   1, 2, , 1,  ,

g k
k Z

LN
θ

γ θ≤ = π∈ −π−                          (5) 

其中 Z 是感兴趣区间的宽度且 Z L≤ ， γ 是一个很小的正数，一般取 410γ −= 。引理 1 是多普勒容忍命

题，其说明了只要控制单个脉冲的非周期自相关函数 ( )nC k ，则保证整个多普勒区域内的旁瓣性能。所

以为了降低 ( )nC k 可降低加权积分旁瓣电平(Weighted Integrated Sidelobe Level, WISL)实现，文献[11]中
给出了可通过最小化 WISL 有 

( )
1 1 22

1 1
WISL

L L
H

k n k n k n
k k

C k x U xω ω
− −

= =

= =∑ ∑                          (6) 

其中
1,   1, 2, , 1
0,  k

k Z
k Z

ω
= −

=  ≥



为权重，令 ( ) H
n n k nC k x U x= 且满足 ( ) ( )n nC k C k∗− = ， 

1,   
0,  k

n m k
U

n m k
µ µ

µ µ

− ==  − ≠
。为了同时描述 PSL 与 ISL，本文采用 p -范数的加权积分旁瓣电平作为最小化的设 

计度量，定义 H
k n k ng x U x= 且

kkg g∗
− = 得到 

( )
1 1

1 1
WPISL

L Lp pH
p n k n k n k k

k k
F x x U x gω ω

− −

= =

= = =∑ ∑                        (7) 

其中 2 p≤ < ∞， ( )p nF x 为目标函数，当 2p = 时，有 

( )
1 12 2

2
1 1

WISL
L L

H
n k n k n k k

k k
F x x U x gω ω

− −

= =

= = =∑ ∑                         (8) 

WPISL 减少到 WISL 的度量，当 1kω = 则上述表达式可以简化为 ISL，更进一步，当 1kω = 时，对 
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于任意 k 有 { }
1

1

1
lim max

L pp
k k kp kk

g gω
−

→∞ =

  = 
 
∑ 对应 PSL。所以对于选取不同的 p ，可以实现 ISL 与 PSL 之间 

的良好平衡。虽然对于 p -范数的加权积分旁瓣电平能够统一描述不同旁瓣优化，但是在进行多普勒容

忍波形设计时，需要其满足单个距离单元相关旁瓣幅值之间。由此提出命题 1。 
命题 1 设 { }: 0Z kkκ ω= > 且对 Zk κ∀ ∈ ，权重满足 0kω ≥ ，对于给定的 2p ≥ ，定义第 n 个脉冲的 pl  

旁瓣范数为： ( ) ( )
1

1

Z

pp
pp n p n k k

k
J x F x g

κ
ω

∈

 
= =  

 
∑ ， min min 0

Z
kk κ

ω ω
∈

= > ，则对 Zk κ∀ ∈ 成立 

( ) ( ) ( )
1 1

min
p p

n k p n p nC k J x J xω ω
− −

≤ ≤                               (9) 

进一步整个 CPI 的归一化模糊函数就距离旁瓣满足 

( )

( )
( ) ( )

1 1
1 1

min

, 0 0

,
sup

p pN N
k

p n p n
n n

g k
J x J x

NL NL NLθ

θ ω ω
− −

− −

∈ − = =π π
≤ ≤∑ ∑                         (10) 

证明：对 Zk κ∀ ∈ ，有 ( ) ( ) ( )( )
Z

pp p
k n i n p n

i
C k C i J x

κ
ω ω

∈

≤ =∑  

0kω > ， minkω ω≥ 则

1 1

min
p p

kω ω
− −

≤ ，所以 ( ) ( ) ( )
1 1

min
p p

n k p n p nC k J x J xω ω
− −

≤ ≤  

由于引理 1 可知 ( ) ( )
1

0
,

N

n
n

g k C kθ
−

=

≤ ∑ ，所以 ( ) ( )
1 1

0
,

N
p

k p n
n

g k J xθ ω
−−

=

≤ ∑ ，则 

( )

( )
( ) ( )

1 1
1 1

min

, 0 0

,
sup

p pN N
k

p n p n
n n

g k
J x J x

NL NL NLθ

θ ω ω
− −

− −

∈ − = =π π
≤ ≤∑ ∑                     (11) 

在命题 1 中提出了 ( )p nJ x ，并建立了 p -范数的加权积分旁瓣电平与脉冲串多普勒距离旁瓣之间的关

系，给出满足多普勒容忍的充分条件，基于命题 1 可以得到满足指定多普勒旁瓣阈值的充分条件推论 1。 
推论 1 若每个脉冲满足 ( )

1

min , 0,1, , 1p
p nJ x L n Nγω≤ = − ，则有 ( ) ,n ZC k L kγ κ≤ ∈ ，并且 

( )

( )
,

,
sup

g k
NLθ

θ
γ

π π∈ −
≤ 。 

证明：由 ( )
1

min
p

p nJ x Lγω≤ ，则 ( ) ( )
1

1 1 1
min

min

p
p p p

n k p n k
k

C k J x L L Lωω ω γω γ γ
ω

− −  
≤ ≤ = ≤ 

 
，从而 

( ) ( )
1 1

0 0
,

N N

n
n n

g k C k L NLθ γ γ
− −

= =

≤ ≤ =∑ ∑                         (12) 

所以
( )

( )
,

,
sup

g k
NLθ

θ
γ

π π∈ −
≤ 。 

推论 2 若
1,   
0,  

Z
k

k κ
ω

∈
= 
 其他

，在有效旁瓣集合上 min 1ω = ，则 ( ) ( )max
Z

n p nk
C k J x

κ∈
≤ ，如果每个脉冲满足

( )p nJ x Lγ≤ ，则 ( )nC k Lγ≤ 。 

2.4. 优化模型的建立 

根据命题 1、推论 1 以及推论 2，给出了在雷达需求中设计具有多普勒容忍性的波形问题可以转化
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为设计单个低相关的波形。根据上述关于波形设计对于通信与雷达两者的需求的分析，为了设计通感一

体化波形，结合 pl 旁瓣范数 ( )p nJ x 作为最小化目标，建立以下优化模型 
1

min

p

n Z

p
k kx k

g
κ
ω

∈

 
 
 
∑                                  (13) 

由于 ( ) ( )arg min arg minp n p nx x
J x F x

χ χ∈ ∈
= ，结合雷达旁瓣抑制目标与通信、发射约束，建立 p -范数的加

权积分旁瓣电平的一体化波形优化问题 

[ ) ( ) ( )( )

1

1

1 , ,,

2
2 2

3 ,

min

s.t :

: wrap arg arg

:

: , 0, , 1

L p
k kxn k

n l n l

n

L n l U

g

C x e

C x L

C x l L

ω

ε

α α

−

=

π π− − ≤

=

≤ ≤ = −

∑



                        (14) 

目标函数用于最小化 p -范数的加权积分旁瓣电平和确保雷达的需求，使其具有一定的多普勒容忍

性，关于 3C 是为了限制 PAPR 并保证发射效率的，使用本文将 PAPR 进行引入，其对波形的峰值功率进

行限制，PAPR 的定义为[14] 

( )
2

2

2

PAPR
1

n
n

n

x
x

x
L

∞=                                 (15) 

其中， { },max : 0, , 1n n lx x l L
∞
= = − 与 ( )12

2

21
,0

L
n n llx x−

=
= ∑ ，所以 PAPR 的约束可以写为 

( )PAPR nx α≤ ，其中α 表示 PAPR的上界且 1α ≥ 。结合 2C ，PAPR的约束可等价为 ,n l Ux α α≤ = ，同

时设置幅度下限为 ( )0 1L Lα α< ≤ ，因此得到模长约束 3C ： , , 0, , 1L n l Ux l Lα α≤ ≤ = − 。综上所述，通

过求解优化问题可以降低感兴趣时延区间内的自相关旁瓣，当所得波形进一步满足 ( )
1

min
p

p nJ x Lγω≤ 可以

获得具有多普勒容忍性的通感一体化波形，由推论 1 可保证其满足相应的多普勒容忍充分条件。求解优

化问题则可获得具有多普勒容忍性的一体化波形。从而将具体推导求解优化问题的方法。 

3. 基于 MM 优化框架的 p-WPISL 算法 

观察(14)是一个高阶非凸的优化问题，为了求解优化问题，尝试基于 MM 思想的迭代框架求解优化

问题并提出 p -WPISL 算法。 
引理 [15] 考虑幂函数 ( ) pf x x= 其中 2 p≤ < ∞且 [ ]0,x t∈ 、 0t > ，对 [ )0 0,x t∀ ∈  ( )f x 在区间 [ ]0, t

上在 0x 处被下面的二次函数主化 

( ) ( )2 1 2
0 0 0 02 1p p px ax px ax x ax p x−≤ + − + − −                         (16) 

其中
( )

( )

1
0 0 0

2
0

p p pt x px t x
a

t x

−− − −
=

−
，根据引理 3 可知取 ( ){ }2min ,k Ug L L k α= − ，给定第 q 次迭代为

( ) [ ]0,q
k kg g∈ ，其中 ( ) ( )( ) ( )Hq q q

k n k ng x U x= ，所以
p

kg 在 [ ]0,k kg g∈ 被下面的二次函数主化 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 1
pq q q q q

k k k k k k ka g b g a g p g+ + − −                        (17) 
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其中 ( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )

1

2

p pq q qp
k k k k kq

k
q

k k

g g p g g g
a

g g

−
− − −

=
−

， ( ) ( ) ( ) ( )1
2

pq q q q
k k k kb p g a g

−
= − ，为了方便记 

( )
1

1

L p
p n k k

k
F x gω

−

=

= ∑ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1

pq q q q
k k k kc a g p g= − − 表示常数，所以进一步得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

1

L
q q q

p n k k k k k k
k

F x a g b g cω
−

=

≤ + +∑                             (18) 

由于 0kb ≤ 证明见附录 B，定义对称延拓 ( ) ( ) ( ) ( ), ,q q q q
k k k k k ka a b bω ω− − −= = = ，引入相位归一化因子 

( )

( )

( )
( )

( )

, 0

0, 0

q
qk
kqq

kk

q
k

g g
g

g

ξ

−
−

−

−


>= 


=

，因此有 ( )Re q
k k kg gξ ≥  ，结合 ( ) 0q

kb ≤ ，可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
Re

1
2

q q q
k k k k k k k

q q qH
k k n k k k k n

b g b g

b x U U x

ω ω ξ

ω ξ ξ
∗

−

 ≤  
 = + 
 

                          (19) 

考虑(18)与(19)可知， ( )p nF x 可表示为 

( ) ( ) ( ) ( )
1 12

1 1
0

1( )
2

L L
q q q qH

p n k k k n k k k k n
k k L

k

F x a g x b U x Cω ω ξ
− −

= = −
≠

 
 ≤ + +  
 

∑ ∑                      (20) 

其中 ( ) ( )
1

1

L
q q

k k
k

C cω
−

=

= ∑ 为常数，观察到 ( )
1 2

1

L
q

k k k
k

a gω
−

=
∑ 仍是一个四次项，需要进一步主化，令 H

n nX x x= 、

( ) ( ) ( )( )Hq q q
n nX x x= 则 ( ) ( ) ( ) ( )2 vec vec vec vecH H

k k kg X U U X= 由于上述所定义的对称延拓权重，令

( ) ( ) ( )
( )

1

1 0
vec vec

L
q H

k k k k
k L k

J a U Uω
−

=− − ≠

= ∑
，

，有 

( ) ( ) ( )
1 2

1

1 vec vec
2

L
q H

k k k
k

a g X J Xω
−

=

=∑                         (21) 

由文献[16]中引理 1，给定 0M M≥ 与 0x ，二次函数 0 0
Hx M x 可以在 0x 用 

( ){ } ( )0 0 0 0 0 0 02ReH H H Hx M x x Mx x M M x x M M x≤ + − + − 来进行主化。由上述引理可知，选取 ( )q
JM Iλ=  

( ( )q
Jλ 为 J 的最大特征上界)，由于移位矩阵的谱范数为 1，因此可取 ( ) ( ) ( ){ }

1 1
maxq q

J k kk L
a L kλ ω

≤ ≤ −
= − ，显然满

足 M J≥ ，因此(18)可以主化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4
2

1
2

Hq q q q qH
p n J n p J n n nF x x x R x x x Cλ λ ≤ + − + 

 
                    (22) 

其中 ( ) ( )

( )

1

1 , 0

L
q q

p k k
k L k

R Uρ
−

=− − ≠

= ∑ ， ( ) ( ) ( )2
, 0

2
pq q q

k k k k
p g g kρ ω

−

−= ≠ ， ( )q
pR 是 Hermitian Toeplitz 矩阵忽略上式中常

数部分，式(22)可转化为 
( )qH

n p nx Q x                                          (23) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) Hq q q qq
p p J n nQ R x xλ= − ，由于 ( ) ( )q q

p pQ R≤ ， ( )( ) ( )( ) ( )
max max

q q q
p pQ R µλ λ λ≤ ≤ ，选取 ( ) ( )( )max

q q
pRµλ λ≥ ，

令 ( )qM Iµλ= ，显然满足 ( )q
pM Q≥ ，由引理可得 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ){ }
2Re

2Re

Hq q q q q q q q qH H H
n p n n n n p n n p n

q q qH
n p n

x Q x x Ix x Q I x x I Q x

x Q I x C

µ µ µ

µ

λ λ λ

λ

≤ + − + −

≤ − + 
          (24) 

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )Hq q q q qH
n n n p nC x Ix x I Q xµ µλ λ= + − ，根据上述内容忽略常数定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )q q q q q q
p p n J na R x L xµλ λ= − + +                            (25) 

根据上述内容给出关于 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )q q q q q q
p p n J na R x L xµλ λ= − + + 的求解。构造长度为 2L 的循环嵌入向量

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T

1 1 1 10, , , ,0, , ,q q q q q
p L Lc ρ ρ ρ ρ− − −

 =    ，令 F 是 2 2L L× 的为非归一化 DFT 矩阵，并满足 22H
LF F LI= 。 

定义 ( ) ( )( ){ }Re fftq q
pcµ = ，其中 ( )q

iµ 是 ( )qµ 的第 i 元素由 Hermitian Toeplitz 矩阵的循环矩阵，可以得到

( )( ) ( ) ( )( )max 2 2 11 1

1 max max
2

q q q
p i ii L i L

Rλ µ µ −≤ ≤ ≤ ≤
≤ + ，因此定义 ( ) ( ) ( )( )2 2 11 1

1 max max
2

q q q
R i ii L i L

B µ µ −≤ ≤ ≤ ≤
= + ，第二次 MM 所需的特征值

上界可取为 ( ) ( )
,
q q
FFT RBµ λλ ε= + ，其中 ( ){ }1210 max 1, q

λε µ−

∞
= ，由循环嵌入关系可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
:,1: :,1:

1 Diag
2

q q q qH
p n L p L nR x F Fc F x

L
= ，其中 :,1:

H
LF 表示 F 的前 L 列， ( )( )Diag q

pFc 表示以 ( )q
pFc 为对角元素构

成的对角矩阵， ( )q
pa 可以通过 FFT/IFFT 快速计算具体求解过程见表 1。可将目标函数转化为 

( ) ( ){ }2Re qH
p n n pF x x a C≤ − + ，因此最小化问题可转化为 

( ){ }min 2Re
n

qH
n px

x a−                                    (26) 

式(26)可等价为 ( ) 2

2
min

n

q
n px

x a− ，令 ( ) ( )
( )

,
, , e

q
p ljq q

p l p la a φ
= 、 ,

, , e n lj
n l n lx r θ= 与 , ,n l n lr x= ，根据上述内容，(14)可转

化为 

{ }
( ) ( )( )

, ,

1

, , ,
, 0

max  cos
n l n l

L
q q

n l p p l n l
r l

r a
θ

φ θ
−

=

−∑  

考虑 [ ) ( )1 , ,,: wrap n l n lC θ ϕ επ π− − ≤ ，定义环绕相位差 ( )
[ )

( )( )( ), , ,,wrap argq q
p l p l n laφ ϕπ π−∆ = − ，由此得到相位

投影后的有效模长系数 ( ) ( )( ), , ,
ˆ clip , ,q q

p l n l p lθ ϕ φ ε ε= + ∆ − ，定义最优相位的有效系数为 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ),

ˆ

, , , , ,
ˆRe e cos

q
p ljq q q q q

n l p l p l p l p lq a aθ φ θ− = = − 
 

，将其带入得到纯模长问题，假设 ( )
, 0q

n lq > ，令 2
, ,n l n lrµ = ，则转

化为 

{ }
( )

,

1

, ,
0

1

2 ,
0
2 2

3 ,

max

s.t :

:

:

n l

L
q

n l n l
l

L

n l
l

L n l U

q

C L

C

µ
µ

µ

α µ α

−

=

−

=

=

≤ ≤

∑

∑
                                    (27) 

由于 ( )
, 0q

n lq > ，关于保证 ( )
, 0q

n lq >  (见附录 C)所以目标函数是关于 { },n lµ 的凹函数，约束集合是凸

集，所以上述问题属于凸优化问题，利用 KKT 条件[17]取得全局最优解。因此结合模长上下界和互补松

弛条件，可以得到最优幅度满足 
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( ) ( ) ( )( )1
, ,clip , ,q q q

n l n l L Ur qδ α α+ =                                (28) 

其中， ( )qδ 可由二分法[18]表 2 得到，结合
2

2 2: nC x L= ，可等价得到 ( )( ) 0qf δ = ，其中 

( ) ( )( )
1 2

,
0

clip , ,
L

q
L n l L U

l
f L qδ δ α α

−

=

 = − +  ∑ ，若其中 1Lα = 或 1Uα = ，则能量约束与模长约束共同强制 

( )1
, 1q

n lr + = ，将最优相位和模长组合，满足通信相位、模长和能量约束的代理优化子问题的解得到 

( ) ( )
( )

,
ˆ1 1

, , e
q

p ljq q
n l n lx r θ+ +=                                    (29) 

综上所述，对于使用 MM 思想的迭代框架求解优化问题，将提出的 p -WPISL 算法总结在表 3 中，
( )1
,
q

n lx +
为最优相位和模长组合，满足通信相位、模长和能量约束的代理优化子问题得解。对于所提的 p -

WPISL算法在运算过程中，在单次外迭代中，表1共需4次长度为 2L 的FFT/IFFT，运算量为 ( )2logLO ；

表 2 二分法求 ( )qδ 需 maxI 次长度 L 的求和，运算量为 ( )maxO I L ；其余相位投影与收敛判据均为 ( )O L 。

由于 maxI 通常取 10~20 次，远小于 2logL ，单次迭代由 FFT/IFFT 主导。记收敛所需外迭代次数为Q ，则

算法总计算复杂度为 ( )2logLO QL ，由于式(40)~(45)中将 Hermitian Toeplitz 矩阵 ( )q
pR 经循环嵌入转化为

( )( )2 2Diag qH
L p LF Fc F 从而降低其计算的复杂度。使原本需要 L L× 矩阵参与的二次型求值退化为四次

FFT/IFFT。 
 
Table 1. FFT/IFFT-Based computation of (25) and eigenvalue upper bound 
表 1. 基于 FFT/IFFT 计算(25)与特征值上界 

基于 FFT/IFFT 计算(25)与特征值上界 

1) 输入 ( )q
nx ， p ，{ } 1

1
L

k kω −

=
， ( ){ } 1

1

Lq
k k

a
−

=
，η ， ,0λε  

2) ( ) T

1fft ,0q
n Lfx x ×

  =    
  

3) ( )2ifftr fx= ， ( )
T

0 1 1 11, , , ,0, , ,LLr g g g g g− −− −
 =      

4) [ ]T1 1 1 10, , , ,0, , ,L Lω ω ω ω ω− −=     

5) ( ) 2

2
pq

p
pc r rω −= 

    

6) ( ) ( )( ){ }Req q
pfft cµ =   

7) ( ) ( )( )ifft qtmp fxµ=    

8) ( ) ( ) ( )
1:n

q q q
p p Ly R x tmp= =   

9) ( ) ( ) ( ){ }
1 1
maxq q

J k kk L
a L kλ ω

≤ ≤ −
= −   

10) ( ) ( )
,
q q
FFT RBµ λλ ε= + ，其中 ( ) ( ) ( )( )2 2 11 1

1 max max
2

q q q
R i ii L i L

B µ µ −≤ ≤ ≤ ≤
= + ， ( ){ } 12

0 0max 1, , 10q
λ λ λε ε µ ε −

∞
= =， ，   

11) ( ) ( ) ( ){ }, ,max ,q q q
u FFT posµ µλ λ λ= 其中， ( )

( )

( )
( ),

, 0 1
,

max
q

p lq q
pos Jql L

n l

y
L

x
µ

η
λ λ

≤ ≤ −

 + = − 
  

， 0η > ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )q q q q q
p p J na y L xµλ λ= − + +  

12) 输出： ( )q
py 、 ( )q

Jλ 、 ( )
,
q
FFTµλ 、 ( )

,
q

posµλ 、 ( )q
µλ 、 ( )q

pa   
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Table 2. Solving for ( )qδ  via the bisection method 
表 2. 二分法求 ( )qδ  

二分法求
( )qδ  

1) 输入参数： ( ){ } 1

, 0

Lq
n l l

q
−

=
， Lα ， Uα ， 1210δε

−= ， maxI   

2) 若 1Lα = 或 1Uα = ，则 ( )1
, 1q

n lr + = ，直接返回，不执行二分法 

3) 否则，参数满足 ( )
, 0q

n lq η≥ > ， 0, , 1l L= − ， 0 1L Uα α< < < ，定义函数： 

( ) ( )( )
1 2

,
0

clip , ,
L

q
L n l L U

l
f L qδ δ α α

−

=

 = − +  ∑  

4) 初始化： 0Lδ = 、 ( )
,0 1

min
U

U q
n ll L

q
αδ

≤ ≤ −

=  

5) 对 max0, , 1i I= − ，计算中点及其函数值：
2

U L
M

δ δδ +
= 、 ( ) ( )q

M L Mf f δ=   

6) 若满足 Mf δε≤ ，则令 ( )q
Mδ δ= ，并退出二分循环 

7) 否则，按照中点函数值更新二分区间为
, 0
, 0

U M M

L M M

f
f

δ δ
δ δ

← >
 ← ≤

  

8) 若满足 { }max 1,U L Uδδ δ ε δ− ≤ ，则令 ( )

2
q U Lδ δδ +
= ，并退出二分循环；否则继续下一次二分迭代 

9) 若达到最大迭代次数 maxI ，则输出当前区间中点： ( )

2
q U Lδ δδ +
=   

4. 性能分析及对比 

为了验证基于 MM 优化框架提出的 p -WPISL 算法求解得到通感一体化波形的有效性，采用数值仿

真实验验证。首先对其在脉冲长度 512L = 、脉冲数 64N = 以及采用通信调制方式 QPSK ( 4M = )，随机

生成通信符号。分别从算法收敛特性、雷达与通信性能折中与参考波形综合对比三个维度，对 p -
WPISL 算法求解 WPISL 后得到的波形的 PSL、SER 与非周期自相关函数和模糊函数进行性能分析，将

自相关级别(ACL)表示为 

( )
10ACL 20log nC k

L
=

                                (30) 

定义第 n 个 PRT 内发射波形的峰值旁瓣电平为[19] 

{ }1,2, , 1
PSL max ACL

k Z∈ −
=

                                 (31) 

其次提出基于 MM 思想的迭代框架提出的 p -WPISL 算法求解 WPISL 得到通感一体化波形进行性能

分析，主要通过在比较不同 p 下峰值旁瓣电平的收敛特性与所设计的通感一体化波形的性能。 

4.1. 性能分析 

4.1.1. 收敛性分析 
通过选取不同的 p 值并将迭代次数为 45 10× ，比较不同 p 下峰值旁瓣电平的收敛特性。图 1 是 PSL

随迭代次数的演化曲线，由图 1 可知，在相同的迭代次数下，较小的 p 具有明显更快的收敛速度。另一

方面，随着 p 的增加，对应的 p -norm会将逐渐接近∞ -norm。因此在实际的应用中，逐渐增加 p 的值来

获得较低的 PSL 是一种更有效的方法，虽然由此会导致迭代次数增加，因此， p 的选取需要在 PSL 逼

近能力与算法收敛速度之间进行权衡。 
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Table 3. p -WPISL algorithm for solving integrated sensing and communication 
表 3. p -WPISL 算法求解通感一体化波形 

p -WPISL 算法 

1) 输入： 

L 、 N 、 p 、{ } 1
0

N
n ne −

=
、{ } 1

1
L

k kω −

=
、 ε 、α 、 Lα 、 maxQ 、 maxI 、 outε 、 δε 、 λε 、η  

2) For 0,1, , 1n N= −  (外层脉冲循环) 

3) 初始化： ( ) ( ),arg0
, e , 0, , 1n lj e

n lx l L= = − 、 0q = 、 ( )0
n nx x∗ =   

4) While maxq Q<   

5) 计算 H
k n k ng x U x= ， ( ) ( )( ) ( )Hq q q

k n k ng x U x= ， 1, , 1k L= −  ( ){ }2min ,k Ug L L k α= −   

6) 计算 ( )q
ka 、 ( )q

kb 、 ( )q
kc 、 kρ  (按附录 A) 

7) 按照表 1 计算： ( )q
pR 、 ( )q

py 、 ( )q
Jλ 、 ( )

,
q
FFTµλ 、 ( )

,
q

posµλ ， ( ) ( ) ( ){ }, ,max ,q q q
u FFT posµ µλ λ λ=   

8) 计算 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )q q q q q
p p J na y L xµλ λ= − + +   

9) 按表 2 二分法求 ( )qδ ，得到 ( ) ( ) ( )( )1
, ,clip , ,q q q

n l n l L Ur qδ α α+ =   

10) 根据相位投影得到 ( ) ( )
( )

,
ˆ1 1

, , e
q

p ljq q
n l n lx r θ+ +=   

11) 若 ( )( ) ( )( )1q q
p n p nF x F x+ ≤ ，增大 ( )q

µλ 并重算候选点 

12) 收敛判断：若

( )( ) ( )( )
( )( ){ }

1

max 1,

q q
p n p n

outq
p n

F x F x

F x
ε

+ −
≤ ，退出 

13) 1q q← +  
14) End while 
15) ( ) ( )1q

n nx x∗ +=  
16) End for 

17) 输出：{ } 1

0

N

n n
x

−∗

=
  

 

 
Figure 1. Evolution curves of the PSL versus iteration number 
图 1. PSL 随迭代次数的演化曲线 
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4.1.2. 雷达旁瓣与通信性能的折中分析 
为探究在不同参数下一体化波形的雷达感知与通信解调之间性能的权衡关系，当在参数满足

50,120Z = 与 0.3,0.7Lα = 时，对比不同 p 值优化的符号错误率与接收符号能量噪声比 0sE N 其中( sE 表

示平均接受符号能量， 0N 表示噪声功率谱密度参数)，图 2 给出了 SER 随接收符号能量噪声比的变化曲

线，并以未经优化的原始(QPSK)序列做为起始的通信性能基准。 
 

   

   
Figure 2. SER versus received symbol SNR for optimized waveforms with different p-values 
图 2. 不同值 p-优化的符号错误率与接收符号能量噪声比 

 
当 50Z = 与 0.3Lα = 时，随着 p 的增大，优化目标对大幅度旁瓣的权重指数级提升，优化重心向

峰值旁瓣收敛，幅度与相位越接近原始符号，通信误码率会逐步降低。当 120Z = 时， Lα 从 0.3 提升

至 0.7 时，提升 Lα 会削弱旁瓣抑制能力对雷达性能产生影响，然而幅度约束越紧，波形的幅度与相

位越接近原始通信符号，通信误码率越低。提升 Lα 通信性能损失大幅减小，所以在应用时可对幅度

约束进行选取，关注雷达性能时，可降低 Lα 来提升旁瓣的抑制效果，对于 PAPR 约束严格、通信性

能要求过高时，可提高 Lα 来保障通信性能。然而 Z 越大，需要抑制的旁瓣数量越多，优化过程中需

调整的采样点越多，通信性能损失越大。因此应用时可通过调节 p 、幅度约束及抑制区间来满足不

ISAC 场景的性能需求。 

4.2. 性能对比 

为了进一步验证其算法的性能，采用文献[8]中基于 LFM 的通感一体化波形作为原始的 LFM 波形与

本文所设计的通感一体化波形，分别在不同 p 值下的误符号率对比、非周期自相关函数对比以及模糊函
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数对比三个方面进行对比分析，验证设计的通感一体化波形的性能优势。 

4.2.1. 不同 p 值下的误符号率对比 
将基于 MM 架求解的一体化波形与传统 LFM 一体化波形进行 SER 对比，满足 120Z = 、 0.9Lα = 以

及 2α = 的参数下，图 3 对比了原始的 LFM 波形与 p取 2，4，8 的四种波形，由于 LFM 相位与通信符

号无关，其 SER 为恒值，不随 SNR 改变。而基于 MM 框架求解的一体化波形的 SER 会随着 SNR 升高

持续下降，真正实现雷达感知与数字通信功能的一体化。在相同信噪比条件下，增大 p 可获得更低的

SER。因此增大 p改善了多普勒容忍性与峰值旁瓣，而 SER 也得到改善，实现通信与雷达的良好结合。 
 

 
Figure 3. Comparison of SER performance between MM-based and LFM integrated waveforms 
图 3. 基于 MM 和 LFM 的一体化波形 SER 性能比较 

4.2.2. 非周期自相关对比 
选取 Z = 50 与优化目标满足约束条件时，图 4 对比了原始 LFM 波形与不同取值 p的一体化波形的

非周期自相关函数。观察中 LFM 光滑但近端偏高的自相关，通过 p -WPISL 算法求解后的优化波形将感

兴趣区间旁瓣整体压低 15~20 dB，显著改善了距离旁瓣性能。随着 p值的增大，峰值旁瓣在逐渐下降，

呈现出 p →∞最小化最大旁瓣，由 p从 2 增加到 8， p能够实现 ISL 与 PSL 的良好平衡。因此可以通过

选择不同的 p，实现 ISL 与 PSL 的良好平衡。 
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Figure 4. Aperiodic autocorrelation function 
图 4. 非周期自相关函数 

4.2.3. 模糊函数对比 
图5在优化参数( 50Z = 、 0.3ε = 、 PAPR 2= )的条件下，对比原始LFM波形和不同 p参数 p -WPISL

算法求解后的优化波形的模糊函数。在原始的LFM波形中，对 ( ),−π π 内任取多普勒做时延切片，零时延

附近均存在较高的距离旁瓣。所以当两个目标能量相差较大时，弱目标回波的峰值会被强目标的高旁瓣

遮盖，使二者无法分辨。因此原始的 LFM 波形多普勒容忍有限。对于选择 2 4 8p = 、、三种基于 p -WPISL
算法求解后的优化波形中，任取 ( )0 ,θ ∈ −π π 做时延切片，均可看到零时延处有清晰主峰、感兴趣区间

k Z< 内距离旁瓣较低，且该切片形态几乎不随 0θ 改变。优化的波形在目标存在径向运动时仍能保 
 

   

   
Figure 5. Ambiguity function 
图 5. 模糊函数 
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持近理想的探测性能，不会发生像原始 LFM 波形的旁瓣遮盖。随着 p的增大，任意多普勒切片的峰值旁

瓣越低并且模糊面会越接近理想。 

5. 结论 

本文基于 p -范数的加权积分旁瓣电平提出了设计具有多普勒容忍性的通感一体化波形的方案。在

发射波形的能量、峰均功率比及在通信波形中相位差的约束下，最小化波形的 p -范数的加权积分旁瓣

电平。求解高阶非凸优化问题，基于优化最小化框架提出了 p -WPISL 算法进行求解。结果数值实验表

明，所提出的优化问题在 p -WPISL 算法求解得到的通感一体化波形，在满足约束条件的前提下，实现

积分旁瓣电平与峰值旁瓣电平的灵活权衡，具备良好的多普勒容忍能力，同时可以有效保障通信传输质

量。未来工作可在以下三个方向进一步扩展，将当前点目标模型推广至 R 个散射点叠加的多普勒扩展目

标模型，考察车辆簇、无人机群等分布目标下的距离旁瓣抑制与输出信杂比；其二，引入带限地杂波与

气象杂波功率谱 ( )cS θ ，评估波形在强杂波背景下的检测性能；其三，在通信链路中显式引入归一化

CSI 估计误差 csiη ，分析其对符号错误率性能的影响，进一步检验所提波形在非理想信道条件下的鲁棒

性。此外，将本文单脉冲串体制推广至 OFDM 子载波结构，亦是后续值得研究的方向。 
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附  录 

附录 A 标量主化函数及奇异点连续延拓 
(1) 由于能量约束得：

2

2 2
H

k n k n k ng x U x U x L= ≤ ≤ ，由模长上界得 

( )
1

2

0

L k

k l l k U
l

g x x L k α
− −

+
=

≤ ≤ −∑  

所以取 ( ){ }2min ,k Ug L L k α= −  
(2) 主化函数一般形式 
给定第 q 次迭代为 ( )( ) [ ]0,q

k kg g∈ ，所以 [ ]0,p
k kg g∈ 可由二次函数主化 

( ) ( ) ( )2p q q q
k k k k k kg a g b g c≤ + +  

其中 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )

1

2

p pq q qp
k k k k kq

k
q

k k

g g p g g g
a

g g

−
− − −

=
−

 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

pq q q q
k k k kb p g a g

−
= − , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1
pq q q q

k k k kc a g p g= − −  

定 义 主 化 函 数 为 ( )( ) ( ) ( ) ( )2, q q q q
k k k k k k k kQ g g a g b g c= + + ， 该 主 化 函 数 满 足 全 局 上 界 性 质

( )( ), pq
k k k kQ g g g≥ ，上述主化函数满足 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
2

pq q q q
k k k kb a g p g

−
+ = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 pq q q q q q

k k k k k ka g b g c g+ + =  

然而当 ( )q
k kg g= 或 ( ) 0q

kg = 时上述问题中的公式将会出现 0/0 或相位归一化除零问题，因此需要单

独处理。 
1) 关于 ( )q

k kg g= 的连续延拓，进行以下处理 

( )( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )
1

2
2

1
lim lim

2q q
k k kk

p pq q qp
k k k k kq p

k k
qg g g g

k k

g g p g g g p p
a g

g g

−

−

→ →

− − − −
= =

−
 

由于 ( )q
k kg g= ，所以定义 ( ) ( ) 21

2
q p

k k
p p

a g −−
= ，将其带入得到 

( ) ( ) 12q p
k kb p p g −= − , ( ) ( ) ( )1 2

2
q p

k k
p p

c g
− −

=   

所以当 ( )q
k kg g= 时，主化函数变为 

( ) ( ) ( )( )22 11 1 2
2

2 2
p p p p

k k k k k k
p p p p

g g g p p g g g− −− − −
≤ + − +  

因此该主化函数仍满足 ( ) ( )( ) ( ),
pq q q

k k k kQ g g g= 以及
( )

( ) 1

q
k k

pqk
k

k g g

Q p g
g

−

=

∂
=

∂
。 

2) 关于 ( ) 0q
kg = 的处理，当第 q 次迭代的第个 k 旁瓣为零时，当 ( ) 0q

kg = 时，得到 

( ) 2
2

p
q pk

k k
k

ga g
g

−= = , ( ) 0q
kb = , ( ) 0q

kc =  
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所以主化函数为
22p p

k k kg g g−≤ ，当 ( )( ) 0q
kg = 时，需要特殊处理的不是 ( )q

ka ，而是后续出现的相

位归一化项
( )

( )

q
k
q
k

g
g
−

−

，因为零相关旁瓣没有定义相位。采用分段计算 ( )q
ka ，令 1210τ −= 有 

( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

2

1

2

2

, 0

,0 , max 1,

1
, max 1,

2

qp
k k

p pq q qp
k k k k kq q q

k k k k k k
q

k k

qp
k k k k

g g

g g p g g g
a g g g g g

g g

p p
g g g g

τ

τ

−

−

−


 =

 − − −= < < − >
 −

 −

− ≤


 

对于上述采用 ( )q
ka 的分段计算，都需要重新进行计算 ( )q

kb 、 ( )q
kc 。 

3) 定义 ( )

( )

( ) ( ) ( )2

0, 0

, 0
2

q
k

q
k pq q q

k k k k

g

p g g g
ρ

ω
−

−

 =


= 
 >


，当 ( ) 0q
kg = 时，才令 ( ) 0q

kρ = 。对于任意小非零相关旁瓣

( )
00 q

kg τ< ≤ 时，其中 ( )( ){ }12
0 10 max 1,max

q
jj

gτ −= ，则 ( ) ( ) ( )2

2
pq q q

k k k k
p g gρ ω

−

−= 使用其进行计算，不能直

接将其置零。对于负时延可知， ( )q
pR 为 Hermitian Toeplitz 矩阵。 

附录 B 关于 ( ) 0q
kb ≤  

由于 ( )q
ka ，令 ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1

2q
k

p pq q qp
k k k k k

kg q
k k

g g p g g g
H g

g g

−
− − −

=
−

，其中 ( ) ( )q
k

kg
H g 关于 kg 单调不减，可得

( )
( )

( )( ) ( ) ( ) 2
1

2q
k

pq
kq q

k kg

p p g
a H g

−
−

≥ = ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 0

p p pq q q q
k k k kb p g p p g p p g

− − −
≤ − − = − ≤  

附录 C 有效幅度系数正定性与模长子问题最优性 
关于保证 ( )

, 0q
n lq > ，令 ( ) ( ) ( )q q q

p p ny R x= ，由此可得 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

, , ,
q q q q q

p l p l J n la y L xµλ λ= − + +  

由于当前点 ( )q
nx 满足通信相位约束，其相位是式的一个可行候选点，因此 

( ) ( )
( )

,arg

, ,Re e
q

n lj xq q
n l p lq a

 −  
 

  ≥  
  

, ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
, , ,
q q q q q

n l J n l p lq L x yµλ λ≥ + −   

保证有效模长系数为正的下界为 ( )
( )

( )
( ),

, 0 1
,

max
q

p lq q
pos Jql L

n l

y
L

x
µ

η
λ λ

≤ ≤ −

 + = − 
  

，可以将第二 MM 上界选为

( ) ( ) ( ){ }, ,max ,q q q
FFT posµ µ µλ λ λ= ， 其 中 0η > 、 ( ) ( )

,
q q
FFT RBµ λλ ε= + 、 ( ) ( ) ( )( )2 2 11 1

1 max max
2

q q q
R i ii L i L

B µ µ −≤ ≤ ≤ ≤
= + 从 而 得 到

( ) ( ) ( )( ), max
q q q

FFT pRµ µλ λ λ≥ ≥ 且 ( ) ( )
,

q q
posµ µλ λ≥ 。 
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由此保证了 ( )
, 0q

n lq η≥ > ，由于 ( ) ( )
( )

( )
( ),

, 0 1
,

max , max
q

p lq q q
FFT Jql L

n l

y
L

x
µ µ

η
λ λ λ

≤ ≤ −

  +  = −     

，只对 ( )q
µλ 进行增大，仍然

有 ( ) ( )( )max
q q

pRµλ λ≥ ，因此每次增大 ( )q
µλ 后，重新计算 ( )q

pa 、 ( )
,

ˆ q
p lθ 、 ( )

,
q

n lq 。 
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