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摘  要 

裂缝性碳酸盐岩储层天然裂缝发育、厚度大，而生产井射开段一般仅几米，研究其部分射开井压力解具

有重要意义。为此，本文建立双重介质油藏部分射开井渗流模型：径向外边界可取定压、封闭或无穷大

三种，垂向边界由四种Dirichlet-Neumann组合构成；径向边界决定三类贝塞尔型相似核函数，垂向边

界决定对应的Sturm-Liouville特征函数、特征值与归一化因子。本文首次将相似构造法引入该模型，通

过Laplace变换与有限Fourier正余弦变换，将渗流偏微分方程化为二阶常微分方程边值问题，进而以两

个线性无关解为基础构造相似核函数，并利用边界条件确定其中的待定系数，从而建立适用于各边界组

合的统一解析框架，实现全部工况在Laplace空间下解析解的统一表达。 
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Abstract 
Fractured carbonate reservoirs are characterized by well-developed natural fractures and large 
formation thickness, whereas the perforated intervals of production wells are generally only a few 
meters long. Therefore, investigating the pressure solutions for partially penetrating wells in such 
reservoirs is of considerable significance. To this end, a dual-porosity reservoir flow model for par-
tially penetrating wells is established in this paper: the radial outer boundary may be of constant-
pressure, no-flow, or infinite type, while the vertical boundaries consist of four Dirichlet-Neumann 
combinations. The radial boundary determines three types of Bessel-type similarity kernel func-
tions, and the vertical boundary determines the corresponding Sturm-Liouville eigenfunctions, ei-
genvalues, and normalization factors. For the first time, the similarity construction method is intro-
duced into this model. By applying the Laplace transform and the finite Fourier sine and cosine 
transforms, the seepage partial differential equation is reduced to a boundary-value problem for a 
second-order ordinary differential equation; the similarity kernel function is then constructed from 
two linearly independent solutions, with the undetermined coefficients determined by the bound-
ary conditions. In this way, a unified analytical framework applicable to all boundary combinations 
is established, yielding a unified expression of the analytical solutions in the Laplace domain for all 
cases. 
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1. 引言 

天然裂缝性碳酸盐岩储层广泛分布于中东、四川盆地、塔里木盆地等地，由高孔低渗的基质岩块与

低孔高渗的裂缝系统构成，双重介质模型是描述其渗流规律的基本工具[1]。实际生产中，因储层厚度大、

隔夹层发育，直井常仅射开有限厚度形成部分射开井；与完全射开井相比，流体在射孔段附近发生垂向

汇流，压力响应同时受径向与垂向边界条件影响[2]，边界组合多、求解难度大，故开展双重介质部分射

开井压力动态研究具有明确工程意义。 
国内外已有许多学者研究了均质油藏的部分射开问题。国外学者早在 1999 年，Cassiani G [3]等针对

各向异性含水层中具有无穷小表皮的部分射开井混合边界问题，提出了一种新的半解析解方法。Bui T D 
[4] (2000)等，Karim Slimani K [5] (2006)等和 Biryukov D [6] (2015)都利用积分变换推导了部分射开井模

型的解析解。Posadas M [7]等(2019)基于分形理论建立了部分射开井解析渗流模型，利用分数阶微积分推

导了解，并为分形介质中的试井分析提供了新的理论模型。国内学者王建平[8]等(2007)，董文秀[9] (2016)，
刘海龙[10]等(2016)都建立了部分射开直井的典型物理模型与数学模型，并利用积分变换法获得了模型的

解析解，为试井分析提供了理论依据。 
对于双重介质油藏绝大多数学者都是考虑完全射开的情况，但也有少数学者研究部分射开井。国外

早在 1960 年，Barenblatta 提出了双重介质油藏的概念，随后 Warren J E [11] (1963)建立双重孔隙理想模

型，假定基质裂缝为准稳态窜流，采用解析方法求解非稳态渗流方程，获得渐近解析解。Ozkan E [12]等
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(1991)，Unsal E [13]等(2010)都建立了双重介质油藏模型并利用拉普拉斯变换推导点源解。Killough J E 
[14]等(2016)采用摄动变换、拉普拉斯变换推导拉氏空间解，结合镜像原理、叠加原理，再经 Stehfest 数
值反演与摄动逆变换得到半解析解。国内早在 1981 年，刘慈群[15]就系统研究了双重介质非线性渗流模

型，随后刘慈群[16]在 1991 年，1993 年研究双重介质二维不定常渗流，并利用积分变换与数值反演求得

模型解析解。陈方方[17]等(2008)建立了双重介质油藏部分射开模型，并采用积分变换和分离变量法对数

学模型进行求解。李秀军[18] (2009)，张艳玉[19]等(2012)，刘海龙[20] (2019)均建立了双重介质油藏渗流

模型，数学变换方法和数值反演等求得该模型在实数域数值解。 
综合已有文献，双重介质油藏中部分射开井的解析研究主要存在两点不足。其一是边界组合形式多：

部分射开井的径向外边界有定压、封闭、无穷大三种，垂向顶底边界有 D-D、D-N、N-D、N-N 四种，合

计 12 种；传统解析方法需要对每一种工况单独建立求解过程，推导工作量大。其二是缺乏统一表达：不

同边界工况下得到的解式在形式上往往不一致，不利于对比与工程应用。 
为解决上述问题，本文将相似构造法引入双重介质油藏部分射开井的瞬态渗流问题。相似构造法

(similarity construction method)源于李顺初及其合作者关于微分方程边值问题解的相似结构的系列工作：

贾闽惠和李顺初[21] (2005)最早揭示了 Bessel 方程边值问题解的相似结构，李顺初、伊良忠和郑鹏社[22] 
(2006)将其推广到一般二阶微分方程定解问题，其后李顺初[23] [24] (2010, 2015)将其凝练为系统的相似

构造法。 
与传统解析方法相比，二者均以 Laplace 变换与有限 Fourier 变换降阶，最终归结为求解修正 Bessel

方程边值问题。不同在于：传统方法对每种径向垂向边界组合都需重新代入边界条件、确定积分常数，

12 种工况对应 12 套独立推导，得到 12 个形式各异的孤立解；而相似构造法将求解一次完成、多次复用，

基本解与方程本身绑定，边界影响全部压缩进相似核函数的查表替换，最终归结为一个统一解式，既避

免重复推导，又便于试井软件快速实现多工况计算。 
本文将该方法推广到双重介质与部分射开井的组合问题：首先通过 Laplace 变换和有限 Fourier 变换

将三维渗流偏微分方程降阶为修正 Bessel 形式的二阶常微分边值问题，然后利用相似构造法将径向边界

抽象为三类相似核函数，将垂向边界抽象为 Sturm-Liouville 特征函数系统，从而在统一的 Laplace 域框架

下得到 12 种边界工况的压力解。 

2. 双重介质油藏部分射开井物理模型与数学模型 

2.1. 物理模型 

双重介质油藏是存在天然裂缝的油藏，这类油藏类型在实际分析中由基质岩块介质和裂缝介质组成，

介质之间的分布相互均匀，其顶、底边界为定压或封闭边界，并做如下假设：(1) 单相微可压缩地层流体

且流动满足达西定律；(2) 地层水平等厚，油井以定产量生产且从基质岩块流向裂缝介质；(3) 测试前地

层 wr r> 范围内地层各处压力为原始油藏压力 ip ；(4) 考虑井筒储集效应和表皮效应的影响，忽略重力

和双孔介质各向异性的影响；(5) 油井射开段厚度为 a bz z− ，流体只从有限厚度流入井筒如图所示(见图

1)；(6) 裂缝基质和岩块基质的压缩系数为 fC 和 mC 。 

2.2. 数学模型 

在上述假设下，双重介质油藏三维非稳态渗流的控制方程组为： 
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Figure 1. Schematic of the partially penetrating well model in 
dual-porosity reservoirs 
图 1. 双重介质油藏中部分射开井模型示意图 

 
引入如下无量纲变量： 
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将上述变量代入方程(1)，得无量纲控制方程组： 
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三个水平外边界条件是互斥的，记为： 
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井筒内边界条件： 
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3. 模型求解 

对(3)~(8)式作如下关于 Dt 的 Laplace 变换： 
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其中 u 为 Laplace 变换变量。将变换后的基质方程代入到裂缝方程中消去 mDP ，则(3)~(8)式化为如下关于

空间变量 ,D Dr z 的偏微分方程边值问题： 
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其中： 
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由于(10)式中垂向边界条件为 Dirichlet 条件或 Neumann 条件，故将垂向 Dirichlet 与 Neumann 边界条

件的四种组合下的特征函数 ( )n Dzδ 、特征值 nλ 与归一化因子 nN 汇总如下(见表 1)。 
 
Table 1. Eigenfunctions, eigenvalues, and normalization factors under different vertical boundary conditions 
表 1. 不同垂向边界条件下的特征函数、特征值与归一化因子表 

垂向边界条件 ( )n Dzδ  nλ  nN  

D-D ( )sin n Dzλ  n Dn hλ = π  2Dh  

N-N ( )cos n Dzλ  n Dn hλ = π  ( )0 , 2 1D n DN h N h n= = ≥  

D-N ( )sin n Dzλ  ( ) 22 1n Dn hλ − π=  2Dh  

N-D ( )cos n Dzλ  ( ) 22 1n Dn hλ − π=  2Dh  

 
结合表 1 对(10)式做如下关于 Dz 的有限 Fourier 变换： 
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可将(10)式化简为一个仅含 Dr 的二阶常微分方程边值问题： 
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观察可知，方程(14)是修正 Bessel 方程边值问题，其一般形式与附录 A 中定理 A.1 所讨论的数学中

的标准边值问题完全一致，故将油藏中的渗流模型与数学中的边值问题做如下(见表 2)变量替换。 
 
Table 2. Correspondence table of variables between the reservoir model and the standard boundary-value problem 
表 2. 油藏模型与标准边值问题之间的变量对照表 

标准边值问题中的符号 油藏模型中的符号 标准边值问题中的符号 油藏模型中的符号 
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由附录 A 定理 A.1 和表 2，方程(14)的解为： 

 ( ) ( ) ( ) { }1, , d ,  , ,, ,aD

bD

z
fD i D D n DD n n Dz

D

P r R z iz D N
uL

r uλ β δΦ ⋅ ∈= ∞∫  (16) 

其中 iΦ 是由径向边界决定的相似核函数，由附录 A 给出： 
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对(16)式关于 Dz 作有限 Fourier 逆变换，得到 Laplace 域压力解： 
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其中指标集  由垂向边界类型决定：N-N 时 { }| 0n n= ≥ ；D-D、D-N、N-D 时 { }| 1n n= ≥ 。 
式(20)是本文的统一压力解。它将径向边界与垂向边界的影响完全解耦：径向边界由相似核函数 iΦ

表征，垂向边界由特征函数 nδ 、特征值 nλ 、归一化因子 nN 表征。求解具体边界组合的压力解时，只需

按以下三步组装即可： 
1. 查表 1：根据垂向边界组合(D-D、N-N、D-N、N-D)，查取对应的 ( )n Dzδ 、 nλ 、 nN ，确定指标集

 ； 
2. 查附录 A：根据径向边界组合(定压、封闭、无穷大)，查取对应的相似核函数 iΦ ； 
3. 代入式(20)：将上述两组函数代入统一解式(20)，即可得到该边界组合下的 Laplace 域压力解。 

4. 不同边界条件组合下 Laplace 解的构造 

4.1. 情形 1：径向 D 边界，垂向 N-N 边界 

垂向参数： 

 ( ) ( )00 1 cos, , 2,Dn
D

n DD DD
n zz z
h

N h N hδ δ  = =  
 

π
= =  (21) 

相似核函数： 

 ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )
0,00

1,0

, ,
, ,

1, ,
D D

D D D

D

fr R
r R

f u fR

u
f u

u

ψ

ψ
Φ = −  (22) 

 ( ) ( )
( )

1 0,0

1,0

, ,
( , , )

1, ,
n D D n

D D D n
n D n

r R
r R

R
ψ β

β
β ψ β

≥Φ = −  (23) 

将(21)~(23)式分别代入到(20)式中，并对其三角函数进行积分后有： 

 

( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0 0 0

0

0

1 0 1 0

, ,

D D D D

D D DD
fD

D

D D

r R

K I I Kr R r R

u K

f uhP
u h

f u f u f u f u

f u f u f u f u K uR fI I R

Φ
=

−
= −

+

⋅

 
 

 (24) 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0 0 0

1

1 0 1 0

, 2 cos si, n sinn D
fD

DD

D n D n D n D n

n n D

aD bD
D D

n D

D n

D

n n

n z
P

hun L

K r I R I r K R
K I R I K

n z

R

n z
r z u

h h

β β β β
β β β β β

≥
∞

=

   = − 
π ππ    −    

  
π    

×


−
+  

∑
 (25) 

其中： 

 ( )
2

, ,m m m m
f n f

Dm m m m

n
f u u u

h
u

u u
uλ ω λ ωω β ω

λ ω λ ω
π = = + + + 

+ +  (26) 

结合(24)式和(25)式可得在该边界条件下渗流模型的压力解析解为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1, , , , , ,n
fD fD D D DD fD D Dr z u r zP P Pu r z u≥= +  (27) 
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4.2. 情形 2：径向 D 边界，垂向 D-N 边界 

垂向参数： 

 ( ) ( )2 1
2

2
,sin , n D

D
n D

D

z
z

h
n

N hδ
− π

  =


=
 

 (28) 

相似核函数： 

 ( ) ( )
( )

0,0

1,0

, ,
, ,

1, ,
D D n

D D D n
n D n

r R
r R

R
ψ β

β
β ψ β

Φ = −  (29) 

将(28)、(29)式代入到(20)式中，并对其三角函数进行积分后有： 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

0,0

1,1 0

, ,

s

, ,2
1, ,

2 1
in sin

2 2
2 1

daD

bD

D D
n

D D n
f

D D

D

D
D n D

z
D

D

n

z

r R
P

uL R

n n
z

r z u

z z
h h

ψ β
β ψ β

∞

=

−

= −

   
   
   

π − π
×

∑

∫
 (30) 

对(30)式中三角函数积分进行解析积分后，可得到完全展开级数： 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0 0 0

1 0 1 0

2 1 2 1
, , cos cos

2 2

2 1
4

2 1

sin
2

aD bD
fD D D

n D D

D n D n D n D n

D n n D

D

n n D

D

n

n z n z
P r z u

h h

n
K r I R I r K R

uL n K I R I K

z
h

R

β β β β

β β β β β

∞

=

 


 − π − π   
= −    

    
− π

−  
×

−




π +


  

∑

 (31) 

其中： 

 ( ) 2
2 1

2
m m

n f
m mD

n
u

uh
u λ ωβ ω
λ ω

− π 
= +  + 

+  (32) 

5. 讨论 

本文双重介质部分射开井统一构造解虽实现了 12 种边界工况在 Laplace 空间的统一表达，但仍基于

理想化假设，存在以下局限。其一，窜流采用 Warren-Root 准稳态假设，未考虑基质块内部压力的瞬态扩

散，对低渗透致密碳酸盐岩，早期段会低估压力动态并影响窜流系数反演。其二，假设单相微可压缩流

体遵循线性达西定律，未考虑油水油气两相流、近井应力敏感、介质变形及启动压力梯度，这些效应将

引入非线性系数，使方程不再是线性二阶边值问题。其三，假定储层水平等厚、双系统均质各向同性，

未计及层间非均质性、隔夹层及人工裂缝与天然裂缝的耦合。 
后续可在本文统一框架内沿四方向拓展：将准稳态窜流替换为非稳态窜流函数，修正 Bessel 结构与

相似核函数可望沿用，仅需重标窜流系数；引入应力敏感效应，经扰动线性化或换形变换局部恢复修正

Bessel 方程后再套用本方法；在径向–垂向二维解上叠加人工裂缝、水平井或斜井的点源镜像，结合 Du-
hamel 原理耦合分段压裂与井筒动态；进而将“基本解 + 相似核函数查表”范式推广至多相流、分形介

质与复合油藏。相似构造法的核心价值在于方程结构与边界条件解耦，这为上述复杂化方向提供了可复

用的求解框架。 

6. 结论 

(1) 本文建立了双重介质油藏中部分射开直井的三维瞬态渗流模型。模型涵盖三种径向边界(定压、
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封闭、无穷大)和四种垂向顶底边界组合(D-D、D-N、N-D、N-N)，共形成 12 种边界工况，可用于描述裂

缝性碳酸盐岩储层中部分射开井的压力响应。 
(2) 通过 Laplace 变换与有限 Fourier 变换，将三维偏微分方程组降阶为只含径向坐标的修正 Bessel

方程边值问题。该边值问题的结构不随边界组合的改变而改变，为后续统一求解提供了基础。 
(3) 引入相似构造法，将径向边界影响归结为三类贝塞尔型相似核函数，将垂向边界影响抽象为

Sturm-Liouville 特征函数、特征值与归一化因子。由此形成统一压力解式(20)与两张查表(表 1、表 2)。 
(4) 通过查表替换的方式，任一工况下的压力解都可直接从式(20)得到，避免了传统解析方法对每一

种工况逐一重新推导。该方法特别适合需要快速给出多种边界工况下压力解的试井解释与软件研发工作。 
(5) 本文给出的四组典型组合完全展开解，与已有双重介质部分射开井解析解在垂向 D-D 与径向无

穷大组合下的一致性，验证了统一框架的正确性。 
(6) 结合井筒储集与表皮效应的连分式解，与经典直井试井分析在形式上保持一致，为后续试井曲线

绘制与参数反演提供了现成格式。 
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符号注释 

fp  裂缝地层压力 

mp  基质地层压力 

fhk  垂向裂缝渗透率(μm2) 

mhk  垂向基质渗透率(μm2) 

h  油层厚度(m) 

ip  原始地层压力(MPa) 
p  井底流动压力(MPa) 
q  地面产量(m³/d) 
µ  流体粘度(mPa∙s) 
B  体积系数(无量纲) 
R  外边界半径(m) 

wr  井筒半径(m) 

frk  径向裂缝渗透率(μm2) 

frk  径向裂缝渗透率(μm2) 

mrk  径向基质渗透率(μm2) 
t  生产时间(h) 

fφ 、 mφ  裂缝/基质孔隙度 

mC  基质压缩系数(MPa−1) 

fC  裂缝压缩系数(MPa−1) 

z  垂向坐标(m) 

r  径向坐标(m) 

az  射孔段顶部位置(m) 

bz  射孔段底部位置(m) 
D  无量纲 
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附录 A 

A.1. 修正 Bessel 方程边值问题 

定理 1 考虑以下二阶线性齐次常微分方程的边值问题： 

 
( ) ( )

[ ] ( )
( ) ( )

1 0,      

1 ,     

0,        

lim 0,     , 0    

x a

x b

x

y y Ay a x b
x

Ey EF y D

Gy Hy b

y x b H

=

=

→+∞

 ′′ ′+ − = < <


′+ + =  
 ′+ = < +∞


= → +∞ =

内边界条件

有限外边界条件

无穷大外边界条件

 (A.1) 

其中 , , , , , ,D E F G H a b 均为已知的实常数，且 2 20, 0,0D G H a b≠ + ≠ < < 。根据参考文献[25]，(1)式中广义

修正 Bessel 方程的两个线性无关的基本解分别为 ( ) ( )0 0,K x A I x A ，可引入由第一类和第二类修正

Bessel 函数构建的双变量修正 Bessel 基函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
, , , 1 m n

m n m n m nx y z K xz I yz I xz K yzψ − += + −  (A.2) 

其中 ( ) ( ), nnI K 分别为第一类，第二类 n 阶修正贝塞尔函数。 
若边值问题(1)式存在唯一解，则其解可以表示为如下修正的连分式形式： 

 ( )

( )
( ) ( )1 1

1y x D x
F aE

F a

= ⋅ ⋅ Φ
+Φ+

+Φ

 (A.3) 

当 0E = 且 0F = 时，(3)式可化简为如下形式： 
 ( ) ( )y x D x= ⋅Φ  (A.4) 

其中 ( )xΦ 为相似核函数(SKF)，其在区间 [ ],a b 上的通用形式定义为： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,0 0,1

1,0 1,1

, ,
, ,

G x b H x b
x

G a b H a b
ϕ ϕ
ϕ ϕ

+
Φ =

+
 (A.5) 

其中 ( ) ( ), , , 0,1m n a b m nϕ = 为相似核函数的四组相似基函数，这些函数由双变量修正 Bessel 基函数

( ), , ,m n x y zψ 构成，且满足下列二元函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( )0,0 0,0 0,0,, , , ,x bx b x y x b Aψϕ ϕ ==  (A.6) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0,1 0 1, 0,,0, , , ,x bx b x y A x A
y

bϕ ϕ ψ=
∂

=
∂

 (A.7) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1,0 0 0, 1,,0, , , ,a ba b x y A a b
x

Aϕ ϕ ψ= −
∂

=
∂

 (A.8) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1,11,1 0,0 ,, , , ,a ba b x y A
x y

a b Aψϕ ϕ∂
=
∂ ∂

= −  (A.9) 

A.2. 三类径向相似核函数 

显然 G 与 H 决定了(1)式的外边界条件。在下列推论中，推导出了相似核函数 ( )xΦ 在外边界约束条

件下的三个简化表达式。 
有限 Dirichlet 外边界条件：当 0H = ， 0G ≠ 时，外边界条件为 Dirichelet 边界条件 ( ) 0y b = ，在油
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藏模型中为定压外边界，此时相应的核函数(5)式化为： 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

0,00,0

1,0 1,0

, ,,
, , ,

D

x b Ax b
x

a b A a b A

ψϕ
ϕ ψ

Φ = = −  (A.10) 

有限 Neumann 外边界条件：当 0G = ， 0H ≠ 时，外边界条件为 Neumann 边界条件 ( ) 0y b′ = ，在

油藏模型中为封闭外边界，此时相应的核函数(5)式化为： 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

0,10,1

1,1 1,1

, ,,
, , ,

N

x b Ax b
x

a b A a b A

ψϕ
ϕ ψ

Φ = = −  (A.11) 

无穷大外边界条件：当(1)式中的外边界条件为： lim 0
x

y
→∞

= ，在油藏模型中为无穷大外边界，通过计

算可得到相应的核函数为： 

 ( )
( )
( )

0

1

K x A
x

AK A
∞Φ = −  (A.12) 
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附录 B. 垂向 Sturm-Liouville 特征值问题的完整解 

对于垂向二阶常系数特征值问题： 

 ( ) ( ) [ ]2 0, 0, DX z X z z hλ′′ + = ∈  (B.1) 

本文考虑四组经典的分离型齐次边界条件： 

B.1. 双重 Dirichlet 边界(D-D) 

 ( ) ( ) ( )0 0, 0, sin , , 1,2,D n n
D D

n z nX X h X z n
h h

λ
 π π

= = = = = 
 

  (B.2) 

B.2. Dirichlet-Neumann (D-N) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1
0 0, 0, sin , , 1,2,

2 2D n n
D D

n z n
X X h X z n

h h
λ

− π − π 
′= = = = = 

 
  (B.3) 

B.3. Neumann-Dirichlet (N-D) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1
0 0, 0, cos , , 1,2,

2 2D n n
D D

n z n
X X h X z n

h h
λ

− π − π 
′ = = = = = 

 
  (B.4) 

B.4. 双重 Neumann (N-N) 

 ( ) ( ) ( )0 0, 0, cos , , 0,1,2,D n n
D D

n z nX X h X z n
h h

λ
 π π′ ′= = = = = 
 

  (B.5) 
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