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摘  要 

中微子绝对质量的测量和暗能量本质属性的探究是宇宙学前沿的两个重要科学问题。中微子振荡现象表

明中微子具有非零质量，KATRIN实验给出的最新结果 m 0.8 eVν = ，宇宙学观测限制测出中微子质量总

和的上限为 vm 0.1 eV≤∑ 。本文联合不同的主流观测数据，包括宇宙微波背景辐射数据、重子声学振荡

数据以及Ia型超新星数据，探究两种双参数化动力学暗能量模型中中微子质量的拟合情况。这两种参数

化分别为对数形式参数化和振荡形式参数化。相较于Chevallier-Polarski-Linder参数化，它们可以克服

状态方程的演化发散问题( z 1→ − )，成功探测暗能量在全宇宙中的演化。我们发现对数形式参数化和振

荡形式参数化暗能量增大了中微子质量和的拟合值上限，且扩大限制宇宙学模型的观测数据样本可以压

低中微子质量拟合值的上限。 
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Abstract 
The measurement of the absolute mass of neutrinos and the investigation of the intrinsic proper-
ties of dark energy are two important scientific issues at the forefront of cosmology. The neutrino 
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oscillation phenomenon shows that neutrinos have non-zero mass, and the latest results given by 
the KATRIN experiment 0.8 eVmν = , the upper limit of the cosmological observational limit on 
the total of measured neutrino masses is 0.1 eVvm ≤∑ . In this paper, we combine different main-
stream observational data, including cosmic microwave background radiation data, baryon acous-
tic oscillation data, and type Ia supernova data, to explore the fit of neutrino masses in two kinds 
two parametrizations dynamical dark energy models. These two parameterizations are the loga-
rithmic parameterization and the oscillatory parameterization, respectively. Compared to the 
Chevallier-Polarski-Linder parameterization, they can overcome the evolutionary divergence 
problem of the equation of state ( 1z → − ) and successfully probe the evolution of dark energy in 
the whole universe. We find that the logarithmic parameterization and the oscillatory paramete-
rization of the dark energy increase the upper limit of the fitted values of the total of neutrino 
mass and that expanding the sample of observational data limiting the cosmological model de-
presses the upper limit of the fitted values of the neutrino mass. 
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1. 引言 

1998 年日本的超级神冈探测项目[1]和随后的 SNO 实验[2]证实中微子在传播过程中发生振荡现象[3]。
该现象意味着中微子具有极其微小的质量和三代中微子间存在混合，即电子中微子、缪子中微子以及陶

子中微子间可以相互转化。目前实验上还没有确定中微子的大小。通过近几十年众多中微子实验的努力， 
相关物理参数的整体数值拟合结果为 2 +0.21 5 2

21 0.207.41 10 eVm −
−∆ × ， 2 0.028 3 2

31 0.0272.511 10 eVm + −
−∆ ×  [4] [5]。通过

该结果，我们仅能得出中微子间的两种质量排序情况，即 1 2 3m m m<   (简称正排序，NH)以及

3 1 2m m m<  (简称逆排序，IH)。当然，有些时候为了方便讨论，人们也会假设三代中微子质量相等，

即 1 2 3m m m= =  (简称简并排序，DH)。对于中微子绝对质量的大小，目前实验上所能给出的最新结果是

KATRIN 实验中 0.8 eVmν =  [6]。对中微子质量更强的限制则是来自宇宙学，即 0.1 eVvm ≤∑  [4] [7]-[9]。
联合天文观测数据限制包含中微子参数的宇宙学模型是测量中微子质量的有效方法之一。由于有质量的

中微子既能影响宇宙微波背景辐射各向异性的功率谱，又能影响宇宙大尺度结构形成中的物质功率谱

[10]-[12]。因此，利用宇宙微波背景辐射观测和宇宙大尺度结构观测结果可以探究三代中微子的总质量

vm∑ 。 

宇宙加速膨胀[13] [14]的发现表明，当前的宇宙主要由具有负压的暗能量主导[15] [16]。宇宙学描述

暗能量性质的物理量是暗能量状态方程参数 w ( w p ρ= ，其中 p 是暗能量压强， ρ 是暗能量密度)。根

据暗能量状态方程 w 的不同，暗能量可以大致划分为以下三种情况： 1 1 3w− < < − 时为精质暗能量[17]，
1w < − 时为幽灵暗能量[18]，w 穿越−1 时为精灵暗能量[19]。在过去的研究里，大量的宇宙学观测项目支

持的是宇宙学常数模型(简称 ΛCDM) [20]-[24]，即宇宙是空间平坦的，其成分主要包括大约 25%的冷暗

物质(CDM)，75%的以爱因斯坦宇宙学常数(Λ)形式存在的暗能量。宇宙微波背景辐射各向异性功率谱的

测量结果最支持的模型是宇宙学常数模型[25] [26]。宇宙学常数(即真空能)被认为是暗能量最佳的候选者，
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其 1w = − 。ΛCDM 模型作为宇宙标准模型的雏形，可以很好地描述宇宙的膨胀历史。但也面临一些难以

解释的理论问题，例如“宇宙巧合”问题[27]和“精细调节”问题[28]。 
为了解决上述问题科学家做了大量研究，结果表明相互作用真空能模型可影响中微子质量的大小[29]，

各种宇宙学观测的结合也可提供更严格的中微子质量[30]-[34]。除此之外人们考虑了暗能量的动力学演化

性质，动力学演化形式同样被证实影响中微子质量的大小[35]-[40]，且中微子质量的不同排序可以影响动 

力学暗能量的观测限制[41]-[44]。例如，动力学暗能量最一般的参数化形式是 ( ) 0 1 1
zw z w w

z
= +

+
(其中

w0和 w1是两个自由参数)，即人们常说的 Chevallier-Polarski-Linder (简称 CPL)参数化[45]-[47]。在 CPL
模型中，考虑中微子的质量及三代中微子不同的质量排序，宇宙微波背景辐射功率谱数据联合重子声学振荡

测得中微子质量为 ,NH 0.316 eVvm <∑ ( )2σ 、 ,IH 0.332 eVvm <∑ ( )2σ 和 ,DH 0.282 eVvm <∑ ( )2σ 。进一

步联合 Ia 型超新星数据时，中微子质量和的拟合结果为中 ,NH 0.285 eVvm <∑ ( )2σ 、 ,IH 0.304 eVvm <∑
( )2σ 和 ,DH 0.254 eVvm <∑ ( )2σ  [48]。然而，当 1z → − 时，CPL 模型中 ( )w z 的演化存在发散的问题，

使得 CPL 参数化暗能量只适用于描绘宇宙过去的演化历史，不能刻画宇宙未来的演化。 
为了进一步研究双参数化动力学暗能量对中微子总质量 vm∑ 的影响，我们重点研究了两种特殊的动

力学暗能量模型，分别是对数形式参数化(The Logarithm Parametrization，简称 Log)和振荡形式参数化(The 
Oscillating Parametrization，简称 Sin)。选择这两个参数化的原因在于：1) 它们可以表现出暗能量动力学

演化的良好特性。2) 观测数据表明它们比 CPL 模型更受支持[49]。3) 它们可以成功地避免 CPL 参数化

中， ( )w z 的演化存在发散的问题( 1z → − )，有助于探索暗能量在整个演化历程中的动力学性质。关于这

两个参数化的更多相关研究，也可参考文献[50]-[54]。本文的第二部分主要介绍了由 w0 和 w1 参数化的

Log 模型和 Sin 模型的基本情况。第三部分简要介绍了限制暗能量模型使用的观测数据和计算方法。第四

部分分别讨论、两个观测数据组(宇宙微波背景辐射观测联合重子声学振荡观测，以及它们再联合 Ia 型超

新星观测)对这两个双参数化动力学暗能量模型限制的结果。最后，在第五部分我们给出了一些重要总结。 

2. 对数形式参数化和振荡形式参数化的暗能量 

在空间平坦的 Friedmann-Robertson-Walker 宇宙中，Friedmann 方程为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 3

0

1 1m m

H z
E z z f z

H
 

≡ = Ω + + −Ω 
 

， (1) 

( )H z 表示宇宙的膨胀速率， 0H 为哈勃常数， mΩ 为宇宙当前的暗物质能量密度。函数 ( )f z 定义为 

 
( ) ( )

( )
( )

0

1
exp 3 d

0 1
zde

de

z w z
f z z

z
ρ
ρ

′+ 
′= =  ′+ 

∫
， (2) 

其中 ( )de zρ 为暗能量密度。 

接下来，我们将介绍由 w0和 w1参数化(简称双参数化)的两种动力学暗能量及其基本情况。Log 模型

中，暗能量状态方程可以表示为 

 ( ) ( )
0 1

In 2
In2

1
z

w z w w
z
+ 

= + − 
+ 

。 (3) 

很明显， 0z = 时， ( ) ( )0w z w= 。 z → +∞  (极早期宇宙)和 1z → −  (未来宇宙)时，Log 参数化可以

保证 ( )w z 为有限值，成功避免 CPL 参数化中，当 1z → − 时状态方程存在的演化发散问题。相应地，该

模型的 Friedmann 方程可以写为： 
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 ( ) ( ) ( )

( )
0 1

2 3

0

In 2
1 In2

1
1 1 exp 3 d

1
z

m m

z
w w

z
E z z z

z

 ′+ 
+ + −  ′+  ′= Ω + + −Ω  ′+

 
  

∫ 。 (4) 

Sin 模型中，暗能量状态方程为 

 ( ) ( ) ( )0 1

sin 1
sin 1

1
z

w z w w
z
+ 

= + − 
+ 

, (5) 

类似地， 0z = 时， ( ) ( )0w z w= 。由于 ( )sin 1 In2≈ ，所以 Sin 参数化与 Log 参数化这两种形式在低

红移处可以描述相同的演化行为。同样，当 +z → ∞和 1z → − 时，这两个参数化在极限情况下也大致重

合，并且在整个宇宙演化中不会出现 ( )w z 发散的问题。Sin 模型的 Friedmann 方程表示为： 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( )0 1
2 3

0

sin 1
1 sin 1

1
1 1 exp 3 d

1
z

m m

z
w w

z
E z z z

z

 ′+ 
+ + −  ′+  ′= Ω + + −Ω  ′+

 
  

∫ . (6) 

3. 数据和方法 

本文将使用宇宙微波背景辐射联合重子声学振荡(即 CMB + BAO)，宇宙微波背景辐射联合重子声学

振荡和 Ia 型超新星观测(即 CMB + BAO + SNIa)两个数据组合限制宇宙学模型。CMB 数据主要是指 2018
年 Planck 卫星工作组公布的 CMB 各向异性温度功率谱和极化功率谱数据以及透镜功率谱数据。与之前

的 CMB 数据相比，这些数据进一步降低了 CMB 在低 l 处极化功率谱的系统误差，得到了精度更高的极

化功率谱数据[55] [56]。BAO 观测数据主要包括 SDSS-MGS、6dFGS 观测中声学尺度距离比 V dragD r 的

测量值( dragr 是重子拖曳时期结束时的共动声视界， VD 是角直径距离) [57]-[59]，以及 DR12 发布的在有

效红移 eff 0.38,0.51z = 和 0.61 处的三个 BAO 测量值[60]。SNIa 数据包含了 1048 个红移范围为

0.01 2.3z< < 的超新星样本。这些数据来自 Pan-STARRS1 中深巡天( 0.03 0.65z< < )的 276 颗超新星，加

上一些低红移和 HST 样本构建的。Pantheon 数据可以提供比 JLA 更严格的宇宙学参数限制[61]。 
我们假设了相应宇宙学参数的先验分布范围。一般情况下，为了不影响参数估计的拟合结果，参数

的先验分布范围要比后验分布范围宽。对于 Log 参数化和 Sin 参数化的动力学暗能量模型，它们都有 8
个自由参数，即当前重子能量密度 2

b bw h= Ω ，当前冷暗物质能量密度 2
c cw h= Ω ，退耦时期声视界与角

直径距离比值的 100 倍 MC100θ ，再电离光学深度τ ，原初功率谱幅度的 1010倍的对数 ( )10In 10 sA ，标量

谱指数 ns，以及模型参数 w0和 w1。这些参数的先验分布如表 1 所示。除此之外，在 Log 模型中，其模

型参数 w0 的先验分布为 [ ]3.00,1.00− ，w1 的先验分布为 [ ]4.00,18.00− ，在 Sin 模型中，其模型参数 w0 的

先验分布为 [ ]3.00,1.00− ，w1的先验分布为 [ ]4.00,9.00− 。当 vm∑ 作为宇宙学模型中的自由参数时，我们

考虑了中微子质量的三种排序，即正排序、逆排序、简并排序。对应地， vm∑ 的先验分布分别为 [ ]0.06,3.00  

eV、 [ ]0.10,3.00  eV 和 [ ]0.00,3.00  eV。 

为了评估这些动力学暗能量模型与当前观测数据的一致性，本文使用了 2χ 统计。对于每种观测数据，
2χ 函数被定义为 

 
( )2

2
2

obs th

ξ
ξ

ξ ξ
χ

σ

−
= , (7) 
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Table 1. Priors on the free parameters for the models of Log and Sin 
表 1. Log 模型和 Sin 模型自由参数的先验分布 

参数 先验分布 

bw  [ ]0.005,0.100  

cw  [ ]0.001,0.990  

MC100θ  [ ]0.5,10.0  

τ  [ ]0.01,0.80  

( )10In 10 sA
 

[ ]2, 4  

sn  [ ]0.8,1.2  
 

其中， thξ 、 obsξ 、 ξσ 分别表示参数的理论预测值、实验观测值和标准偏差。对于独立的不同观测实验而

言，总的 2χ 值可以写为 

 ( ) ( )2 2
ii ξχ χ= ∑p p , (8) 

通常，比较具有相同参数个数的不同模型时， 2χ 统计[62] [63]能够准确地比较出它们与观测数据的

符合程度。得到的 2χ 值越小意味着该宇宙学模型越被观测所支持。本文的限制结果主要是使用集有 camb 
Boltzmann 代码的 CosmoMC 程序包[64]进行计算。通过修改和运行该代码包，我们可以得到参数的后验

分布结果。 

4. 结果与讨论 
Table 2. In the case of three hierarchy of neutrino masses, the logarithm parametrization fitting results under the constraint 
of CMB + BAO data and CMB + BAO + SNIa data 
表 2. 在中微子质量三种排序情况下，Log 参数化在 CMB + BAO 数据和 CMB + BAO + SNIa 数据限制下的参数拟合

结果 

参数 
CMB + BAO CMB + BAO + SNIa 

NH IH DH NH IH DH 

0w  
0.25
0.280.55+
−−  

0.26
0.280.53+
−−  

0.240
0.2800.590+
−−  

0.071
0.0800.946+
−−  

0.073
0.0810.938+
−−  

0.069
0.0790.955+
−−  

1w  
2.50
4.106.10+
−  

2.80
4.106.70+
−  

2.40
4.005.40+
−  

1.00
1.701.90+
−  

1.10
1.702.20+
−  

0.95
1.631.52+
−  

[ ]eVvm∑  <0.342 0.362 0.327 0.301 0.317 0.282 

mΩ  
0.025
0.0290.348+
−  

0.026
0.0290.351+
−  

0.025
0.0280.345+
−  0.3094 0.0082±  

0.0083
0.00820.3106+
−  

0.0081
0.00890.3080+
−  

[ ]0 km s MpcH  
2.3
2.664.6+
−  

2.3
2.764.4+
−  

2.3
2.564.8+
−  68.31 0.82±  

0.83
0.8268.27+
−  

0.82
0.8168.33+
−  

8σ  0.779 0.024±  0.775 0.024±  0.784 0.025±  
0.015
0.0130.812+
−  

0.015
0.0130.809+
−  

0.016
0.0130.817+
−  

2
minχ  2782.514 2786.672 2784.190 3824.100 3823.180 3823.148 

 
我们考虑了三代中微子质量的正排序、逆排序和简并排序三种情况，表 2 和表 3 分别是 Log 模型和

Sin 模型在 CMB + BAO 数据组和 CMB + BAO + SNIa 数据组限制下的拟合结果。我们得到 Log 模型在

CMB + BAO 数据组限制下， ,NH 0.342 eVvm <∑ ( )2σ 、 ,IH 0.362 eVvm <∑ ( )2σ 和 ,DH 0.327 eVvm <∑
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( )2σ ，CMB + BAO + SNIa 数据组限制下， ,NH 0.301 eVvm <∑ ( )2σ 、 ,IH 0.317 eVvm <∑ ( )2σ 和

,DH 0.282 eVvm <∑ ( )2σ  (表 2)。结果表明，在同一形式参数化暗能量中，CMB + BAO + SNIa 数据比 CMB 
+ BAO 数据对模型参数限制的更好，SNIa 观测数据具有压低中微子质量拟合值上限的作用。类似地，Sin
参数化在两种数据组的限制下，我们得到相似的结果(表 3)。与 CPL 模型中得到的中微子质量上限值(CMB + 
BAO 数据组限制下， ,NH 0.316 eVvm <∑ ( )2σ 、 ,IH 0.332 eVvm <∑ ( )2σ 和 ,DH 0.282 eVvm <∑ ( )2σ ；

CMB + BAO + SNIa 数据组限制下， ,NH 0.285 eVvm <∑ ( )2σ 、 ,IH 0.304 eVvm <∑ ( )2σ 和 

,DH 0.254 eVvm <∑ ( )2σ )相比， Log 模型中可得到相近的中微子质量上限值，但 Sin 模型中得到的中微

子质量上限值更大。此外，这两种双参数化的动力学暗能量中，正排序下中微子质量拟合值的上限都比

逆排序下得到的结果更小。 
 

Table 3. In the case of three hierarchy of neutrino masses, the oscillating parametrization fitting results under the constraint 
of CMB + BAO data and CMB + BAO + SNIa data 
表 3. 在中微子质量三种排序情况下，Sin 参数化在 CMB + BAO 数据和 CMB + BAO + SNIa 数据限制下的参数拟合

结果 

参数 
CMB + BAO CMB + BAO + SNIa 

NH IH DH NH IH DH 

0w  
0.20
0.240.63+
−−  

0.21
0.250.62+
−−  

0.200
0.2300.650+
−−  

0.063
0.0700.956+
−−  

0.065
0.0660.952+
−−  0.962 0.063− ±  

1w  
0.85
1.612.30+
−  

0.93
1.662.47+
−  

0.80
1.521.98+
−  

0.37
0.700.80+
−  

0.41
0.690.91+
−  

0.34
0.690.66+
−  

[ ]eVvm∑  0.368 0.382 0.342 0.327 0.336 0.311 

mΩ  
0.023
0.0270.346+
−  

0.024
0.0270.347+
−  

0.023
0.0260.342+
−  

0.0083
0.00900.3097+
−  

0.0082
0.00830.3106+
−  0.3081 0.0084±  

[ ]0 km s MpcH  
2.2
2.464.8+
−  

2.2
2.564.8+
−  

2.2
2.465.0+
−  

0.83
0.8468.33+
−  

0.84
0.8368.32+
−  68.37 0.82±  

8σ  0.781 0.023±  0.778 0.023±  0.785 0.024±  
0.016
0.0130.812+
−  

0.015
0.0130.809+
−  

0.016
0.0140.816+
−  

2
minχ  2788.970 2784.166 2783.698 3822.408 3824.456 3821.800 

 
CMB + BAO 数据组限制下，在 Log vm+∑ 模型中，我们得到中微子质量的三种排序下 2

minχ 值分别

为 2
min,NH 2782.514χ = 、 2

min,IH 2786.672χ = 和 2
min,DH 2784.190χ =  (见表 2)，即正排序时的 2

minχ 值最小，逆排

序时的 2
minχ 最大，且逆排序和正排序间的 2

minχ 差为 2 2 2
min min,IH min,NH 4.158χ χ χ∆ = − = 。也就是说，在 

Log vm+∑ 模型中，中微子质量的正排序比逆排序更被 CMB + BAO 数据所支持。在Sin vm+∑ 模型中，

我们得到中微子质量的三种排序下 2
minχ 值分别为 2

min,NH 2784.970χ = 、 2
min,IH 2784.166χ = 和 

2
min,DH 2783.698χ =  (见表 3)，即简并排序时的 2

minχ 值最小，正排序时的 2
minχ 最大，但 2

minχ∆ 都小于 2，不

足于甄别出 CMB + BAO 数据组更支持中微子质量的哪种排序。 
CMB + BAO + SNIa 数据组限制下，在Log vm+∑ 模型中，我们得到中微子质量的三种排序下 2

minχ 值

分别为 2
min,NH 3824.100χ = 、 2

min,NH 3824.100χ =  2
min,DH 3823.148χ =  (见表 2)，即简并排序时的 2

minχ 值最小，

正排序时的 2
minχ 最大，但 2

minχ∆ 都小于 2，不足于甄别出 CMB + BAO + SNIa 数据组更支持中微子质量的

哪种排序。在Sin vm+∑ 模型中，我们得到中微子质量的三种排序下 2
minχ 值分别为 2

min,NH 3822.408χ = 、

2
min,IH 3824.456χ = 和 2

min,DH 3821.800χ =  (见表 3)，即简并排序时的 2
minχ 值最小，逆排序时的 2

minχ 最大，且

逆排序和正排序间的 2
minχ 差为 2 2 2

min min,IH min,NH 2.048χ χ χ∆ = − = ，即在Sin vm+∑ 模型中，中微子质量的正
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排序比逆排序更被 CMB + BAO + SNIa 数据所支持。 

5. 总结 

我们使用了当前主流的宇宙学观测数据，即 CMB + BAO 和 CMB + BAO + SNIa 两个数据组合，限

制考虑中微子质量排序的对数形式参数化暗能量和振荡形式参数化暗能量，分析双参数化动力学暗能量

对中微子质量的影响。我们发现不同的中微子质量排序会影响中微子质量和的拟合结果。使用 CMB + 
BAO + SNIa 数据限制暗能量模型时，暗能量模型中包含中微子质量和在内的宇宙学参数都得到了进一步

的限制。重要的是，我们发现不同的中微子质量排序下对数形式参数化暗能量和振荡形式参数化暗能量

中中微子质量和的值都比 CPL 模型中的值大，即对数形式参数化暗能量和振荡形式参数化暗能量可以提

高中微子质量总和的拟合值上限。因此，我们的工作与动力学暗能量可改变中微子质量和拟合值的结论

是一致的。 
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